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InMtsyerzeicliiiis des zweiten Bandes. 

Dritter Teil. 
Eindeotlc^ lineare Yerwandtseliaften zwiselien zweistnflgren Gebilden. 

8«it6 

§ S8. Kollineation, Korrelation 1 

§ 39. Prinzip der Dualit&t in der Ebene und im Bündel. Entsprechende 
Kegelschnitte. Fünf Paare entsprechender Elemente. Polare Figuren 

der Korrelation 9 

§ 40. Metrische Eigenschaften kollinearer Felder. Fluchtgeraden, gleiche 
Punktreihen, Herstellung der Perspektiven Lage, gleiche Strahlen- 
büschel 20 

§ 41. Fokaleigenschaften der KoUineation. Metrische Eigenschaften der 

Korrelation 26 

§ 42. Besondere Fälle der Kollineation: Affinität, Ähnlichkeit, Kongruenz 84 

§ 43. Ebene Kollineation 46 

§ 44. Ebene Ähnlichkeit und Kongruenz 51 

§ 45. Ebene Homologie 55 

§ 46. Hermitesche ebene Kollineation 71 

§ 47. Ebene Korrelation 74 

§ 48. Polarität in bezug auf einen Kegelschnitt, ebene Polarkorrelation, 

Polarfeld 81 

§ 49. Herstellung und Beispiele von Polarfeldem 96 

§ 60. Beziehungen zwischen zwei Polarfeldem derselben Ebene 104 

§ 61. Übertragung auf Bündel. Orthogonale Polarbündel Die unendlich 

ferne Ebene, das absolute Polarfeld 120 

§ 62. Metrische Eigenschafben kollinearer und korrelativer Bündel, Azen, 
Hauptebenen derselben. Fokalazen und zyklische Ebenen eines 

Polarbündels 126 

§ 58. Zyklische Ebenen und Fokalaxen von kollinearen Bündeln .... 187 

§ 64. Fortsetzung. Feld und Bündel in Kollineation 149 

§ 56. Kongruente Bündel 156 

§ 56. Zyklische Kollineationen, Kollineation in eingeschriebener Dreiecks- 
lage 160 

§ 57. Erzeugnisse kollinearer Bündel. Kubische Raumkurve 172 

§ 58. Fortsetzung. Die Fläche 3. Ordnung 188 

§ 59. Erzeugnisse korrelativer Gebilde. Fläche 2. Grades und Hirstscher 

Komplex 204 

Vierter Teil. 

Angnrtangen der Korrelation und Kollineation, Abzahlungen, lineare Systeme. 

§ 60. Ausartungen der Korrelation und Kollineation 219 

§ 61. Mannigfaltigkeit der verschiedenen Kollineationen und Korrelationen, 

Vielfachheit der Bedingungen 283 

§ 62. Anzahl der Korrelationen, welche acht gegebenen Elementar- 
bedingungen genügen. Konstruktion aus acht Paaren konjugierter 
Punkte ^as 
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I 6S. SpexialfUle and Obertragnng vaf die Kollineaiion . . SK69 

I 64. Lineare Sjiteme von EoneUtionen zwischen denselben Feldern . . S75 

I 06. Apolaie lineare Systeme von Korrelationen zwischen zwei Feldern . S90 

I 66. Apolaritftt yon Polarfeldem S06 

I 67. Lineare Systeme yon Kollineationen zwischen denselben Feldern . . 816 

I 68. Das Problem der KoUineation yon Bündeln 819 

I 69. Das Problem der Korrelation yon Bündeln 8S6 
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Erster Teil. 



Elmdeatlgre Yerwaadtieliafteii 
zwiaeken eiutiillgeii Gebilden« 

I 1. Die (gerade) Piinktreihe. 

I t. Der Strahlen- nnd der Ebenen- 

büsohel. 
8 8. (Gemeinsame Betrachtang der drei 

Grandgebilde. Lineare Sabstitation. 
§ 4. Perspektiye Lage angleichartiger 

Gebilde. Projektive Eigenschaften. 
8 6. Eindeatige (projektive) Verwandt- 
schaft zwischen zwei Grandgebilden 

erster Stafe. Daalisieren. 
8 6. Perspektive Lage gleichartiger Ge- 

büde. 
8 7. Perspektiye Dreiecke. Vollständiges 

Viereck and Vierseit. Beweise ohne 

Maßbeziehangen. 

8. Uaapts&tzederTransyersalentheorie- 

9. Aasgezeichnete Elemente von pro- 
jektiven gleichartigen Gebilden. 

10. Spezielle Projektivit&ten. 

11. Ineinander liegende projektive (Ge- 
bilde. Involatorische Gebilde. 

12. Weitere S&tze über die Involation. 
Maltiplikation von Verwandtschaften. 

8 18. Projektive Panktreihen oder Strah- 
lenbüschel in derselben Ebene. 
14. Erzeognisse projektiver (Gebilde. 
Karvea and Kegel 2. Grades. 
16. FortsetzoDg. Die Begebchar. 

§ 16. Die Karve und der Kegel 2. Grades 
and die Begelschar als projektiv be- 
ziehbare Gebilde. 

8 17. Die Polarentheorie der Kegel- 
schnitte. 

§ 18. Die S&tze von Pascal nnd Brianohon. 

§ 19. Fortsetzang der Sfttse über Invo- 
lutionen. 
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8 20. Aachen ersten and zweiten 

Grades. 
8 21. Besondere Kegel 2. Grades. 
8 22. Verallgemeinerung der Involution: 

Involution höheren Grades, zyklische 

Projektivität. 
8 23. Elemente der Invariantentheorie. 

Zweiter Teil. 

Einffllinuig mehrdeatlger Verwandt- 

•chaften. 

8 24. Mehrdeutige Verwandtschaften oder 
Koirespondenzen. Korrespondenzprin- 
zip. Vielfachheit der Koinzidenzen. 

8 26. S&tze über Schnittpunkte, Plücker- 
Bche Formeln, Geschlechtssatz. 

26. Erzeugnisse mehrdeutiger Ver- 
wandtschaften. 

27. Verzweigungs- und Doppelelemente 
mehrdeutig bezogener Gebilde. 

28. S&tze über eindeutig bezogene 
Orter 1. Stufe. 

29. Projektive Involutionen. Direktions- 
kurve. Involutorische Elemente. 

§ SO. Involutorische mehrdeutig bezogene 
(Gebilde. 

81. Der Kegelschnitt als Träger. Zyk- 
lische Korrespondenzen. Ponceletsche 
Polygone. 

82. Projektive Beziehung dreier ein- 
stufiger Gebilde. Kubische Biaumkurve. 
88. Trilinearit&t zwischen drei ein- 
stufigen (Gebilden. 
84. Involutionen höherer Stufe. 
86. Das Problem der ebenen Projek- 
tivit&t (Homographie). 
86. Der tetraedrale Komplex und das 
Problem der r&umlichen Projektivität. 

8 87. I^tze über projektive Strahlen- 
büsohel im Baume. 
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Fünfter Teil. 



Eimdentlge llnetfe Yerwandtseliafteii 
iwUchen Gebilden dritter Stufe. 

§ 70. Bämnliche Eollineation und Kor- 
relation und ihre Herstellung. 

§ 71. Bedingungen und Mannigfaltigkeit 
der Korrelation und Kollineation. Ko- 
inzidenztetraeder der Kollineation. 

§ 72. Bäumliche Homologie, Kollineation 
mitAzen, inyolutorische Kollineationen« 

§ 73. Affinit&t, Ähnlichkeit, Kongruenz 
im Räume. 

§ 74. Das Koinzidenztetraeder der Kolli- 
neation und der tetraedrale Komplex. 

% 75. Flächen 2. Grades, welche in einer 
Kollineation oder Korrelation ent- 
sprechend sind. 

§ 76, 77. Die qp*-Kollineation, ihre beiden 
Arten. 

§ 78. Transformation einer kubischen 
Baumkurve in sich selbst durch Kolli- 
neation. 

S 79. Zugeordnete Gebilde der räum- 
lichen Korrelation. 

§ 80. Der Nullraum, der eine Fall in- 
yolutorischer Korrelation im Baume, 
und der zugehörige Strahlenkomplex 
1. Grades. 

§ 81. Der Polarraum, der andere Fall 
inyolutorischer Korrelation, und seine 
Basisfläche. 

§ 82. Weitere Eigenschaften des Polar- 
raums, Polfünfecke, Polsechsecke. 

§ 83. Das gemeinsame Polartetraeder 
iweier Polarräume, ihr Büschel und 
ihre Schar. 

§ 84. Metrische, insbesondere fokale 
Eigenschafben des Polanraums. 

§ 85. Weitere Untersuchung der allge- 
meinen Korrelation. 

§ 86. Fokale Eigenschaften kollinearer 
Bäume. 

} 87. Sphäroidale Kollineation. 

§ 88. Die qp '-Korrelation und ihre beiden 

Arten; zwei Flächen 2. Grades, von 

denen jede zu sich selbst polar ist in 

bezog auf die andere. 
§ 89. Yertauschbare involutorische Ver- 

wandtschafben. 



§ 90. Transformation der kubischen 
Baumkurve in sich selbst durch Kor- 
relation. 

§91. Korrelationen, welche hinsichtlich 
ihrer Kernflächen besondere Eigen- 
schaftenhaben; zyklischeKorrelationen. 

§ 92. Metrische Eigenschaften der Kor- 
relation. Parabolische Korrelation. 

§ 93. Kollineation in eingeschriebener 
Tetraederlage. 

§ 94. Zyklische Kollineationen mit un- 
ebenen Zykeln. 

§ 95, 96. Gruppen von Kollineationen 
und Korrelationen. 



Sechster Teil. 

Lineare Systeme Ton Karren und 
Flächen 9 ihre koUineare Beziehung^ 
Polarentheorie* Ansartangen und 
Abzahlungen. Lineare Systeme von 
linearen Yerwandtsehaften und von €(e- 
bilden, die in solchen sich befinden. 

§97. Herstellung und Eigenschaften 
linearer Systeme, insbesondere von 
Kurven und Flächen. Kollineare Be- 
ziehung von Netzen und Gebüschen. 

§ 98. Erzeugnisse projektiver oder kolli- 
nearer linearer Systeme von Kurven 
und Flächen. 

§ 99. Polarentheorie der geraden Punkt- 
gruppen, der ebenen Kurven und der 
Flächen. 

§ 100. Ausartungen der räumlichen Kor- 
relation und Kollineation. 

§ 101. Anzahlen der Korrelationen, welche 
15 gegebenen Elementarbedingungen 
genügen. 

§ 102. Kollineations- Anzahlen. 

§ 103. Lineare Systeme von räumlichen 
Korrelationen. 

§ 104. Lineare Systeme von Polarräumen 
und Nullräumen. 

§ 105. Apolare lineare Systeme von 

räumlichen Korrelationen. 
§ 106. Übertragung auf Kollineationen. 
§ 107, 108. Lineare (Beyesche) Systen 

projektiver oder koUinearer Gebil< 

welche sich stützen. 
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Siebenter Teil. 

Eindeatige (CremonMclie) Yerwandt- 

tehafleii höheren Grades nrlBehen 

sweifttnllgen Gebilden« 

109. Hauptelemente und Relationen 
für ibie Anzahlen. 

110. Beispiele von Cremonaschen Yer- 
wandtschafben. 

111. Eizengnisse, Koinzidenzen, Pro- 
dukte nnd Zykeln. 

112. Die quadratische Verwandtschaft. 
118. Involntorische quadratische Ver- 
wandtschaften. 

114. Die Kreisverwandtschaft. 

115, 116. Inyolutorische eindeutige 
Verwandtschaften beliebigen Grades. 
117. Das Korrespondenzprinzip in der 
Ebene und im BüDdel. Erzeugnisse 
von drei zweistufigen Gebilden, welche 
kollinear oder korrelativ sind. 

Achter Teil. 

Korrespondenzen anf Trftgem Tom 
Gesehlechte 1. 

§ 118, 119. Eindeutige Korrespondenzen 

auf der allgemeinen Kurve 3. Ordnung. 
§ 120. Die höheren Involutionen auf der 

Kurve 3. Ordnung. 
§ 121. Die Raumkurve 4. Ordnung erster 

Art. 
§ 122. Die ebene Kurve 4. Ordnung mit 

zwei Doppelpunkten und die Regel- 

fläche 4. Grades mit zwei doppelten 

Leitgeraden. 
§ 128. Das Korrespondenzprinzip auf 

nicht unikursalen Trägem. 

Neunter Teil. 

Mehrdeutige Verwandtschaften 
zwischen Feldern. 

§ 124. Zwei eindeutigeVerwandtschaften, 
insbesondere vom 2. und 8. Grade. 

§ 125. wi - eindeutige und zweizweideu- 
tige Verwandtschaften. 

Zehnter Teil. 

Eindeatige Flächenabbildnngen. 

§ 126. Die Fläche 2. Grades. 
127. Die kubische Fläche. 



§ 128. Die Steinersche Fl&che und die 
kubische Regelfl&che. 

§ 129. Die Regelfl&chen vom Geschlechte 
und zwei Regelfl&chen 4. Grades von 
diesem Geschleohte. 

§ 180. Die Fläche 4. Ordnung mit einem 
doppelten Kegelschnitte und die Fläche 
6. Ordnung mit einer doppelten kubi- 
schen Raumkurve. 

§ 181. Die Flächen n^"* Ordnung mit 
einer (n — 2) -fachen Gerade, insbe- 
sondere diejenige 4. Ordnung. 

§ 182. Die Nöthersche Fläche 4. Ord- 
nung und die Fläche 5. Ordnung mit 
einer doppelten Raumkurve 4. Ord- 
nung erster Art. 

Elfter Teil. 

Eindeatige (Cremonasehe) Verwandt- 
sehaften im Räume« 

§183. Allgemeine Eigenschaften. 

§ 184. Herstellungsmethode und Ver- 
wandtschaften, bei denen das eine 
Gebüsche 2. Ordnung ist. 

§ 135, 186. Verwandtschaften, bei denen 
das eine Gebüsche aus allgemeinen 
Flächen 8. Ordnung besteht. 

§ 187. Weitere Betrachtungen über diese 
kubischen Verwandtschaften. 

§188. Verwandtschaften, bei denen das 
eine Gebüsche aus kubischen Regel- 
flächen besteht. 

§ 189. Involutorische Verwandtschaften. 

Zwölfter Teil. 

Mehrdeatige Verwandtschaften 
im Baume. 

§ 140. Die Korrespondenzprinzipe im 

Punktraum und im Strahlenraum. 
§ 141. Zweieindeutige Verwandtschaften. 

§ 142. Die mit der Jacobischen Erzeu- 
gung der Fläche 2. Grades zusammen- 
hängende zweizweideutige Verwandt- 
schaft. 

§ 148. Andere zweizweideutige Verwandt- 
schaften. 

§ 144. Nullverwandtschaften. 
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Absolutes Polarfeld (Kurve) 122. 

Afißnitöt 34. 

Affinitätsaxe 68. 

Ähnliche, unähnliche Brennpunkte 26. 

Ähnlichkeit sweier Felder 41. 

Ähnlichkeit mit ähnlicher Lage 69. 

Ähnlichkeitspunkt 61. 

Ähnlichkeitskreis 64. 

Apolare Korrelationen 291. 

Apolare Polarfelder 806. 

Apolare KoUineationen 817. 

Assoziiert (in anderem Sinne als gewöhn- 

lieh) 821, 826. 
Axen kollinearer Bündel 127. 

größere, kleinere 148. 
Axen korrelativer Felder 89. 
Axen eines PolarbOndels 128. 
Axe einer Homologie 66, 120. 
Axen einer axialen Korrelation 276. 
Axiale Korrelation 221, 264. 
Axiales Polarfeld 227. 

Basis eines Polarfeldes 85. 

Berfihrungspol 67. 

Brennpuidbe einer Kollineation 24. 

Bündel 1. 

Bündel kubischer Baumkurven 108, 886. 

Büschel von Korrelationen 249. 

Büschel -lineares System 282. 

Cayleysche Kurve eines Netzes von Polar- 
feldem 809. 

Charakteristiken von Korrelations- 
sjstemen usw. 289, 828. 

Charakteristische Projektivität einer aus- 
gearteten Korrelation 219. 

Poppelt konjugiert in ebener Korre- 
lation 76. 

Doppelsechs 188. 

Doppelstrahl eines Komplexes 216. 

Duimtät, Prinzip der, in Ebene und 
Bündel 9. 

Durchmesser von korrelativen Feldern 89. 

Ebene Ähnlichkeit 61. 
Ebene Homologie 66. 
Ebene Kongruenz 61. 



Ebene Kollineation 46. 
Ebene Korrelation 46. 
Ebene Polarkorrelation 81. 
Ebene einer Bündelhomologie 120. 
Eingeschriebene Dreieckslage, Kollinea- 
tion in 169. 

Feld 1. 

Fluchtgeraden 20. 

Fokalaxen eines Polarbündels 181. 

Fokalaxen kollinearer Bündel 142. 

Fokaleigenschaften der Kollineation 26. 

Fokalinvolution 90, 131. 

Fokalkreise 28. 

Gebüsche von Flächen 2. Grades 288. 
Gebüsche von Korrelationen 284. 
Gleichartige Gebilde 1. 
Gleichheit zweier Felder 41. 
Gleichsinnige, ungleichsinnige Ähnlich- 
keit 61. 
Gleichstreckige Greraden 22. 
Gleichwinklige Punkte 24. 

Halbaxen-Quadrate 90, 136. 
Harmonisch zugeordnete Kegelschnitte 69. 
Harmonisch um-, eingeschrieben 806. 
Hauptebenen kollinearer Bündel 127. 
Hauptebenen eines Polarbündels 128. 
Hauptgeraden kollinearer Felder 24. 
Hermitesche Kollineation 73. 
Hirsts Komplex 210. 
Höhere (nicht lineare) Verwandtschaften 2. 
Homologische AfQnität 68. 
Horopterkurve 180. 

Imaginärprojektion 69. 

Invarianten einer ebenen Kollineation, 

der Homologie 48, 66. 
Involutorische Homologie 67. 
Isotrope Ebenen 128. 

Jacobische Kurve eines Netzes von Polar- 
feldem 309. 

Kanonische Gleichungen der Kollinea- 
tion 30. 
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Teehniiche AiiBdrfioke. 



Kernkorreii der ebenen Korrelation 75. 
Koiniideiudreieok der ebenen Kollinea- 

tion 46. 
KoUineation S, 8. 
Konfokal 81, 181. 
Kongmente Bflndel 156. 
Konfpraens sweier Felder 44. 
Koi^ngiext bei der KoUineation 268. 
Koigngiert bei der Korrelation 11. 
Koigiunerte Keg[elschnitte, Axe, Zentnun 

der^oignnktion 70. 
Konnex 316. 
Korrelation S, 8. 
Konijklifch 181. 
Koixeepondieren einet Umbilikalponktes 

und einer i^emeinBamen Sekante zweier 

Kegelichmite 18. 

Lineare Bewe^^ong einet Elements 8. 
Lineare Yerwandtechaften 2. 

Mittelpunkte korrelativer Felder 88. 

Neti von Fl&chen 8. Grades 888. 
Netz Yon Korrelationen 881. 
Neti kubischer Raumkurven 187. 
Netz von Polarfeldem 809. 
Netz kollinearer Bündel 190. 
Netz projektiver Ebenenbaschel 177. 

Öffnungen eines Kegels 189. 
Orthogonaler Polarbflndel 120. 

Parameter kollinearer Felder 25. 
Parameter kollinearer Bündel 148. 
Pemormal 87, 86. 

Perspektive Lage von Feld und Bündel« 
von zwei Feldern oder Bündeln 8, 4. 
Planare Korrelation 864. 
Pol, Polare in der Korrelation 11. 



Polare Dreiecke, Yierseite, Vierecke in 
der Korrelation 18, 19. 

Polarbündel, Polarfeld, Polarkorrela- 
tion 81. 

Polardreiecke, Polvierseite, Polvierecke 
im Polarfelde 88. 86. 

Primäre Elemente 1. 

Quasinormal 188. 

Bezinrok, Reziprozität 2, 8. 
Reell -imaginäror Kegelschnitt 88. 
Reeller R^räsentant 88. 
Reihe kollinearer Bündel 177. 
Ruhen bei Korrelationen 891. 

Schar von Korrelationen 249. 

Schar -lineares System 891. 

Sekundäre Elemente 1. 

Sich stützende Systeme (Reihen, Netze) 
von projektiven oder kollinearen Ge- 
bilden 177, 198. 

Signatur 888, 859, 868, 869, 871, 886. 

Singulare Elemente einer Ausartung 880. 

Singulare Punkte, Ebenen, Strahlen eines 
Komplexes 8. Grades 810, 818. 

Stützen bei Korrelationen 891. 

Umbilikalpunkt zweier Kegelschnitte 18. 
unendlich ferne Ebene 128. 

Wurf eines ebenen Fünfecks 15. 

Zentrale Korrelation 881. 
Zentrales Polarfeld 227. 
Zentral -axiale Korrelation 223. 
Zentren einer zentralen Korrelation 276. 
Zentrum einer Homologe 56. 
Zyklische Ebenen eines Polarbündels 180, 
Zyklische Ebenen kollinearer Bündel 189. 
Zyklische KoUineation 161. 



Dritter Teil. 

Eindeutige lineare Yerwandtseliaften zwischen zweistufigen 

Gebilden. 

§ 38. Eollineation, Korrelation. 

Als Gebilde zweiter Stafe betrachten wir zuDächst die beiden 262 
räumlich dual einander gegenüberstehenden Grundgebilde, das Feld 
und den Bündel (Nr. 38). Sie haben beide zweierlei Elemente, das 
Feld oo* Punkte und c»* Geraden, der Bündel c»* Strahlen, oo* Ebenen. 
Den Punkten und Geraden des Feldes entsprechen perspektiv die 
Strahlen und Ebenen, dual die Ebenen und Strahlen des Bündels; 
während innerhalb eines jeden der beiden Gebilde die einen Elemente, 
zu den andern dual sind. 

Meistens faßt man die einen Elemente Yorzugsweise ins Auge; 
wir wollen diese die primären Elemente nennen, die andern die 
sekundären Elemente. Wir unterscheiden dann: Punktfeld, Strahlen- 
feld, Strahlenbündel, Ebenenbündel. 

Die sekundären Elemente sind Träger von einstufigen Gebilden 
ans primären Elementen; das Punktfeld hat oo' Punktreihen, das 
Strahlenfeld oo' Strahlenbüschel, der Strahlenbündel oo^ Strahlen- 
büschel, der Ebenenbündel co^ Ebenenbüschel. 

Unter einer eindeutigen oder genauer eineindeutigen Ver- 
wandtschaft zweier solcher Gebilde verstehen wir eine solche, 
bei welcher jedem primären Elemente eines jeden der beiden 
Gebilde ein (und im allgemeinen nur ein) primäres Element 
des andern entspricht; ob dadurch auch die sekundären Element^ 
in eine Verwandtschaft kommen, muß noch dahingestellt bleiben. 

Nennen wir gleichartig nicht bloß zwei solche Gebilde, d 
gleichartige Träger und gleichartige primäre Elemente haben, sonder, 
auch solche, welche bei verschiedenartigen Trägem primäre Element« 
haben, die durch Projektion auseinander hervorgehen, also Punktfeld 
und Strahlenbündel, Strahlenfeld und Ebenenbündel, dann b^^**»^ wir 
im ganzen zwölf Fälle von Verwandtschaften, und zwar 
denen es sich um gleichartige Gebilde im engern Sinne 
denen es sich um gleichartige im weiteren Sinne, und vier 
es sich um ungleichartige Gebilde handelt. 

Sturm, Qeometr. VerwandtachAtten. II. \ 



2 ni. § 38. KoUineaüon, Korrelation. 

Hier tritt uns gleich ein einfaches Beispiel eindeutiger Yerwandt- 
Bohaft gleichartiger Gebilde im weiteren Sinne entgegen: die Per- 
spektive Lage von Bündel und Feld, bei welcher entsprechende 
Elemente durchweg inzidieren; wir sehen ^ daß diese Verwandtschaft 
sich dann zugleich auf die einen und die andern Elemente erstreckt: 
der Strahlenbündel ist zum Punktfelde, der Ebenenbündel zum Strahlen- 
felde perspektiy. 

Diejenige Ebene des Bündels^ die zur Trägerebene des Feldes 
parallel ist, entspricht der unendlich fernen Gerade und die Strahlen 
des Büschels des Bündels in jener Ebene den unendlich fernen Punkten 
des Feldes, welche die unendlich ferne Gerade ausfüllen. 

Erst dadurch, daß wir diese unendlich fernen Punkte annehmen 
und zwar auf einer Gerade liegend, wird die eindeutige Beziehung 
zwischen Feld und Bündel, zu welcher die Perspektive Lage führ^ 
ausnahmslos; im andern Falle würden jene Elemente des Bündels 
keine entsprechenden im Felde haben. 

Wir wollen sagen, ein Element eines unserer Gebilde be- 
wegt sich linear, wenn es ein zugehöriges Grundgebilde erster 
Stufe (Punktreihe, Strahlenbüschel, Ebenenbüschel) durchläuft. 

Es ist nun bei einer eindeutigen Verwandtschaft zwischen unsem 
Grundgebilden zweiter Stufe nicht notwendig, daß entsprechende Ele- 
mente sich gleichzeitig linear bewegen; es ist z. B. bei zwei eindeutig 
bezogenen Punktfeldem möglich, daß, wenn der Punkt in dem einen eine 
gerade Linie durchläuft, der entsprechende im andern nicht ebenfalls eine 
gerade Linie, sondern eine Kurve, etwa einen Kegelschnitt beschreibt. 

Wir haben also zu unterscheiden zwischen linearen und 
nicht linearen oder höheren eindeutigen Verwandtschaften. 

Wir wollen gleich hier hervorheben, daß nur bei den ersteren 
mit der Verwandtschaft der primären Elemente auch eine der sekun- 
dären verbunden ist, und zwar eine gleichartige. 

Für die linearen eindeutigen Verwandtschaften werden die Namen 
Eollineation und Korrelation gebraucht^). 



1) Das Wort Eollineation stammt von Mob ins her (Barycentrischer 
Calcul § 217) und soll die gleichzeitige Linearität ausdrücken. Die Franzosen 
wenden nach Chasles' Vorgänge dasselbe Wort Homographie an wie bei der 
ersten Stufe; und für diese Gleichartigkeit spricht manches. Oft wird auch 
Projektivität für Eollineation und umgekehrt gebraucht. 

Das Wort Eorrelation, von Chasles von neuem eingeführt, geht bis ins 
16. Jahrhundert zurück, wo Maurolycus in einer der jetzigen verwandten Be- 
deutung Würfel und Oktaeder, Dodekaeder und Ikosaeder korrelativ nannte. 
Statt Eorrelation wird auch Reziprozität gesagt; aber es empfiehlt sich, das Wort 
reziprok in allgemeinerem Sinne anzuwenden und jede Verwandtschaft, in 
welcher ungleichartige (duale) Elemente zugeordnet sind, reziprok zu nennen; 
z. B. die in Nr. 239 besprochene quadratische Verwandtschaft zwischen den 
Punkten eines Feldes und den Ebenen eines Bündels. 



Definition der EoUineation, Korrelation. 3 

Es liegt Kollineation (Homographie) vor oder die Gebilde 
sind kollinear (homographisch), wenn die entsprechenden Ele- 
mente gleichartig sind: 

bei zwei Feldern: Punkte und Punkte, Strahlen und Strahlen, 

bei zwei Bündeln: Strahlen und Strahlen, Ebenen und Ebenen, 

bei Feld und Bündel: Punkte und Strahlen, Strahlen und Ebenen. 

Feld und Bündel in perspektiver Lage sind kollinear. 

Es liegt Korrelation (Reziprozität) vor oder die Gebilde 
sind korrelativ (reziprok), wenn die entsprechenden Gebilde 
ungleichartig sind: 

bei zwei Feldern: Punkte im ersten, Strahlen im zweiten; Strahlen 
im ersten, Punkte im zweiten; 

bei zwei Bündeln: Strahlen im ersten, Ebenen im zweiten; Ebenen 
im ersten, Strahlen im zweiten; 

bei Feld und Bündel: Punkte im Felde, Ebenen im Bündel; 
Strahlen im Felde und im Bündel. 

Die einen Elemente sind immer die primären, die man sich 
zunächst entsprechend denkt; das Entsprechen der sekundären 
Elemente ist dann bei den linearen Verwandtschaften eine 
Folge. Es genügt, dies in einem der Fälle darzutun. Es möge etwa 
ein Feld und ein Bündel in eine Korrelation gebracht werden, und 
zwar zunächst, indem als primäre Elemente im Felde die Punkte ge- 
nommen werden, also, wegen der Korrelation, im Bündel die Ebenen. 
Da die Korrelation eine lineare Verwandtschaft ist, so bedeutet dies, 
daß entsprechende Elemente sich linear bewegen, d. h. wenn der 
Punkt im Felde eine Gerade durchläuft, so beschreibt die entsprechende 
Ebene im Bündel einen Büschel, und es wird so jener Gerade, einem 
sekundären Elemente des Feldes, und weil jene gleichzeitige Lineari- 
tät durchweg stattfinden soll, jeder Gerade ein Strahl im Bündel, die 
Axe des Büschels, ebenfalls ein sekundäres Element, zugeordnet, ein- 
deutig in beiderlei Sinne. 

Beschreibt hingegen in einer höheren eindeutigen Verwandtschaft, 
in der wiederum den Punkten eines Feldes die Ebenen eines Bündels 
zugeordnet seien, während ein Punkt im Felde eine Punktreihe durch- 
läuft, die entsprechende Ebene im Bündel nicht einen Büschel, sondern 
umhüllt sie etwa einen Kegel 2. Grades, so sind die sekundären Ele- 
mente nicht in Korrespondenz gebracht, vielmehr entspricht einer 
Gerade oder Punktreihe des Feldes dieser Kegel im Bündel. 

Die Möglichkeit der Kollineation ist durch die perspek- 263 
tive Lage dargetan. Ersichtlich sind auch zwei Felder kollinear, 
wenn sie zu demselben Bündel perspektiv sind; so daß in ihnen zwei 
Punkte und zwei Strahlen sich entsprechen, die auf demselben Strahle, 
in derselben Ebene des Bündels liegen. Und ebenso sind zwei Bünde' 
kollinear, wenn sie zu demselben Felde perspektiv sind; so daß zw* 
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Sia-ahlen und zwei Ebenen in ihnen einander entsprechen , wenn sie 
nach demselben Punkte, derselben Gerade des Feldes gehen. 

Wir wollen dies die Perspektive Lage ron zwei Feldern, 
zwei Bündeln nennen. 

Hat man zwei Gebilde in dieser Weise koUinear gemacht, so 
kann man die Perspektive Lage dnrch Bewegung des einen oder andern 
Gebildes aufheben; die EoUineation bleibt bestehen. Sind etwa in 
zwei perspektiv gelegenen Feldern X und X' entsprechende Punkte 
und wird das zweite Feld (starr) verlegt, wobei X' nach X" komme, 
so sind X und X^' entsprechend in der EoUineation zwischen dem ersten 
Felde in der ursprünglichen und dem zweiten in der neuen Lage. 
Eollinear und im allgemeinen nicht in perspektiver Li^e sind z. B. 
zwei Felder, welche zu zwei Bündeln bzw. perspektiv sind, die zu 
einander perspektiv sind. 

Eönnen wir durch Aufhebung der Perspektiven Lage allgemeine 
kollineare Gebilde erzielen, so entsteht die umgekehrte Frage, ob kol- 
lineare Gebilde, die nicht perspektiv gelegen sind, in Perspektive Lage 
gebracht werden können. Wir können sie erst später beantworten. 

Von der Möglichkeit der Eorrelation wollen wir uns 
durch folgendes metrisch konstruierte Beispiel überzeugen. 
Wir betrachten zwei Bündel U, U' und ordnen jedem Strahl x von U 
die Ebene E' von ü' zu, die auf ihm senkrecht ist Wir machen so 
die Strahlen von U und die Ebenen von ü' zu primären Elementen. 
Wir sehen sofort, daß dies eine in beiderlei Sinne eindeutige Zu- 
ordnung ist; entsprechend sind ungleichartige Elemente. Es gilt noch 
die Linearität zu beweisen. Der Strahl x durchlaufe einen Büschel 
in der Ebene E von U, so ziehen wir den Strahl x' von Z7', der auf 
dieser Ebene S senkrecht steht. Dann geht die Ebene S', die auf 
irgend einem der Strahlen x jenes Büschels senkrecht steht imd ihm 
also in unserer Zuordnung entspricht, stets durch X] denn sie steht^ 
weil auf x, auch auf der Ebene H, die durch x geht, senkrecht, und 
x\ aus einem Punkte Z7' der einen £' von zwei zueinander recht- 
winkligen Ebenen und senkrecht zur andern E gezogen, liegt ganz 
in jener. Also wenn x den Strahlenbüschel in i beschreibt, durch- 
läuft E' den Ebenenbüschel um x\ und offenbar liegt auch umgekehrt 
der Strahl von U, der zu irgend einer Ebene dieses Büschels normal 
ist, immer in E und gehört zum Büschel (f/, E). Somit sind auch 
die sekundären Elemente E und x' zugeordnet, und sind auch zu- 
einander senkrecht. 

Verlegt man einen der beiden Bündel, so hört die Normalität 
entsprechender Elemente auf, die Korrelation aber bleibt bestehen. 

Auch die Polarität in bezug auf einen Eegelschnitt be- 
eist die Möglichkeit der Eorrelation. Die Pole erfüllen das 
Jie Feld, die Polaren das andere (in derselben Ebene) ; Pol und Polare 
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bewegen sich gleichzeitig linear^ auf einer Gerade und um einen 
Punkty die ebenfalls polar sind. 

Es leuchtet nun ein, daß, wenn zwei Gebilde kollinear oder 
korrelativ sind, auch zwei Gebilde, die bzw. zu ihnen perspektiv sind, 
ebenfalls koUinear oder korrelativ sind. 

Oder allgemeiner: 

Zwei Gebilde, die zu einem dritten beide kollinear oder 
beide korrelativ sind, sind unter einander kollinear. Ist 
aber das eine zum dritten kollinear, das andere zu ihm kor- 
relativ, so sind sie zueinander korrelativ. 

Weil entsprechende Elemente sich gleichzeitig linear bewegen, 264 
so haben in kollinearen Gebilden entsprechende Kurven oder 
Kegel gleiche Ordnung und gleiche Klasse. 

Wir betrachten z. B. ein Feld und einen Bündel, die kollinear 
sind; einer Kurve in jenem entspricht ein Kegel in diesem. So oft 
ein Punkt von jener auf eine Gerade des Feldes zu liegen kommt, 
so oft fällt eine Kante von diesem in den entsprechenden Strahlen- 
büschel, d. h. Kurve und Kegel haben dieselbe Ordnung, Femer so 
oft eine Tangente der Kurve durch einen Punkt des Feldes geht, so 
oft geht die entsprechende Berührungsebene des Kegels durch die 
entsprechende Gerade des Bündels; Kurve und Kegel haben dieselbe 
Klasse. 

Durch die Korrelation tritt eine Vertauschung von Ord- 
nung und Klasse ein. 

Da nun ein Kegelschnitt und ein Kegel 2. Grades Ordnung und 
Klasse gleich 2 haben, so geht ein Kegelschnitt oder Kegel 
2. Grades durch Kollineation oder Korrelation wieder in 
einen Kegelschnitt oder Kegel 2. Grades über. 

Aus der Eindeutigkeit unserer Verwandtschaften folgt, daß auch 
die entsprechenden einstufigen Gebilde in eindeutiger Be- 
ziehung, also projektiv sind. Zwei entsprechende Würfe haben 
daher dasselbe Doppelverhältnis. 

In einer Kollineation zwischen zwei Feldern Z, Z' möirep 
indem wir die Punkte als primäre Elemente ansehen, der 
Ä, B, C, D des einen die Punkte A\ B\ C\ B' d 
entsprechen; so wollen wir uns zuerst klar machen, dl 
in einer Kollineation möglich ist. Nehmen wir a 
zwei KoUineationen und einem beliebigen weiteren Punkt 
mögen in ihnen X', bzw. X/ iu Z' entsprechen. Auf ^^ 
welche in der einen oder andern Kollineation der AT 
durch die Punkte entsteht, welche den auf AB gt 
entsprechen, müssen A\ B liegen, also muß sie A\ 
hohes gilt für die andern Verbindungslinien von . 
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Äj B\ C'y D\ Der Gerade AX entspricht in der einen Eollineation 
A'X'f in der andern Ä'X^'] wegen der einen muß sein: 

Ä(B, G, D, X) - Ä'(B\ C\ D\ T) 

and wegen der andern: 

A (JB, C, 2), X) = A {B\ C\ B\ X'); 

daraus folgt, daß AX^ mit AX' identisch ist; oder X' und X^ 
liegen mit A in gerader Linie, ebenso aber auch mit B\ C\ D'; 
mithin können sie nicht verschieden sein. Folglich hat jeder Punkt 
in beiden Eollineationen den nämlichen entsprechenden Punkt; sie 
sind nicht verschieden. 

Diese Betrachtung zeigt uns aber auch, wie man, wenn vier 
Paare entsprechender Punkte gegeben sind, zu weiteren ent- 
sprechenden Punkten gelangt. Man benütze die Büschel um 
zwei Paare der gegebenen Punkte, etwa A, A und JB, B\ mache jene 
so projektiv, daß den A{Bj C, B) die A{B\ C, D') entsprechen, und 
diese so, daß den B {A, C, B) die B' {A, C\ B') entsprechen, also 
in beiden Projektivitäten AB und AB' entsprechend sind. Darauf 
konstruiere man, wenn zu X der entsprechende Punkt gesucht wird, 
den dem -4X in der ersten und dem JBX in der zweiten Projektivitat 
entsprechenden Strahl in A, bzw. JB'; ihr Schnitt ist X', und ähnlich 
würde man aus X' den X erhalten. Die Eindeutigkeit der gewonnenen 
Verwandtschaft ist einleuchtend; wir haben noch darzutun, daß, wenn 
X sich auf einer Gerade g bewegt, auch X' eine Gerade durchläuft. 
Der auf g sich bewegende Punkt X macht die Büschel A, B projektiv in 
perspektiver Lage; A und A, B' und B sind nach vorliegender Kon- 
struktion projektiv. Daher A 7\ A7\ B J\ B', Also sind A und B' 
auch projektiv, und zwar entsprechen sich in ihnen solche Strahlen, 
welche in den Projektivitäten zwischen A und A', B und B' Strahlen 
von A und B entsprechen, die sich auf g (im jeweiligen X) treffen. 
Kommt X auf g in den Schnitt mit AB, so fallen AX, BX in AB 
zusammen, welchem in beiden Projektivitäten AB' entspricht, daher 
ist dieser Strahl AB' in der neuen Projektivitat zwischen A' und B' 
sich selbst entsprechend; es handelt sich bei derselben auch um Per- 
spektive Lage und X' durchläuft eine Gerade, die Perspektivitätsaxe. 
Es liegt in der Tat Kollineation vor. 

Wir bemerken nebenbei, daß, wenn nicht in den beiden Projek- 
tivitäten zwischen A und A, B und B' die Geraden AB und AB' 
entsprechend wären, die Büschel A, B' nicht in Perspektive Li^e 
kommen würden, der Punkt X' also nicht eine Gerade, sondern einen 
Kegelschnitt erzeugen würde. Es handelte sich dann um eine ein- 
deutige, aber nicht lineare Verwandtschaft. 

Liegt X in C oder D, so ersieht man leicht, daß X' nach C 
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oder D' fallt; liegt X in A, so ist XA ein unbestimmter Strahl 
durch Aj der entsprechende ein unbestimmter Strahl durch Ä\ BX ist 
BA und entsprechend ist ffA\ Schnitt jedenfalls A'] ebenso bei B und 
S, Die gegebenen Punkte sind also entsprechend. Folglich sind in 
unserer Verwandtschaft auch die entsprechenden Doppelverhältnisse 
C {A, B, D, X) und C {A\ B\ V, X') gleich, d. h. der in ähn- 
licher Weise in C konstruierte Strahl geht auch durch X', und ebenso 
der bei D'. Die Bevorzugung, die wir eben den Büschelpaaren -4, A\ 
Bj B' haben zuteil werden lassen, ist nur scheinbar; das Ergebnis 
wird von ihr nicht beeinflußt. Welche zwei Paare auch genommen 
werden, es ergibt sich immer dieselbe Kollineation. Wir erhalten also: 

Vier Paare entsprechender Punkte reichen hin und sind 
notwendig, um zwei Felder kollinear zu machen; sie legen 
eine einzige Kollineation fest. 

Aber wir müssen vermeiden, daß drei von den Punkten des einen 
Feldes, etwa jB, 0, D, in gerader Linie liegen und die ihnen zugeord- 
neten jB', C, D' ebenfalls; denn dann tritt Unbestimmtheit ein: för 
die Projektivitat zwischen B und B' haben wir nur zwei Paare ent- 
sprechender Strahlen: B {A, CD) und B' {A\ CD"). 

Was sich ergibt, wenn diese Geradlinigkeit nur das eine Mal 
eintritt, soU später erörtert werden. 

Nimmt man die Strahlen als primäre Elemente, so ergibt sich 
der duale Satz für vier Paare entsprechender Strahlen, und durch 
Projektion (oder einen ähnlichen Beweis) erhält man die beiden Sätze 
för zwei Bündel und die für ein Feld und einen BündeL 

Sind ungleichartige Elemente entsprechend, etwa bei zwei Feldern 
vier Punkten A^ J5, C, D des einen die Geraden a, 6, c, d des andern, 
80 kommen wir, die Konstruktion in Z' dual umgestaltend, zu den 
analogen Sätzen über die Korrelation. Demnach: 

Vier gleichartige Elemente in dem einen Gebilde und, 
ihnen entsprechend zugeordnet, vier ihnen gleichartige oder 
ungleichartige in dem andern legen eindeutig eine Kolli- 
neation oder Korrelation fest; wofern nur drei von jenen und 
die drei zugeordneten unter diesen nicht gleichzeitig lineare 
Lage haben. 

Für fünf Paare entsprechender Elemente muß daher eine 
Beziehung bestehen. Für Punkte A, , . . E] A', . , , E' hat sie 
Mob ins in Form einer Gleichheit von Dreiecks-Doppelverhältnissen 
gegeben^). DE schneide AB, AC in F, G, D'E' die A'B\ AC 
in F', G\ die den F, G entsprechen; daher ist: 

{DEFG)=-{D'E'rGy, 



1) Geflammelte Werke, Bd. 1, S. 462 (Barycentrißcher Galcul). 
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weil aber (Nr. 52): 

DF ABB DG AGB 

EF^ ABE' EG'^ ACE' 
80 gilt: 

ABB , AGB ABB , A' C B^ 

ABE • AGE ^ A'B'E ' A'G'E" 

265 Bei der Perspektiven Lage zweier Felder (Nr. 263) ist unmittelbar 

ersichtlich y daß jeder Punkt der Schnittlinie der beiden Ebenen sich 
selbst entspricht. 

Umgekehrt, wenn bei zwei kollinearen Feldern Z, Z' jeder 
Punkt der Schnittlinie 8 sich selbst entspricht, dann sind 
sie in perspektiver Lage. Denn jede zwei entsprechenden Dreiecke 
ABC und A'B'C sind es; der AB entspricht durch die EoUineation 
die -4'jB'; der Punkt, wo jene die s triflft, entspricht sich selbst, liegt 
also auch auf A'B\ Folglich treffen AB und A'B' sich auf s, und 
ebenso AC und A'C, BC und B'C\ Daher laufen AA\ BB\ CC 
in einen Punkt zusammen (Nr. 40), der schon durch AA\ BB' 
bestimmt ist und fest bleibt, wenn C und C durch andere Paare 
entsprechender Punkte ersetzt werden. 

Nun wollen wir zeigen, daß man ein gegebenes Viereck A'B'C'U 
in Z' in ein gegebenes Viereck ABCD in Z durch eine Reihe Ton 
Projektionen und Schnitten überführen kann. Wir projizieren aus 
einem Punkt S' von AA' das Viereck A'B' CD' auf eine durch Ä 
gehende Ebene Z" in das Viereck AB"C"D"] es seien dann E und 
E" die Diagonalpunkte (AB^ CD) und {AB", C"D"). In A schneiden 
sich ABE und AB"E", folglich schneiden sich die in ihrer Ebene 
befindlichen BB" und EE"] der Schnitt sei S". Aus ihm projizieren 
wir A, B"y C"y D"y E" auf die Ebene Z"', welche durch die Gerade 
ABE geht, in A, B, C"', D", E. Weil C, D", E" in gerader Linie 
liegen, so tun es auch die Projektionen C", D'", E, In E schneiden 
sich daher C"'D'" und CD, und in ihrer Ebene liegen CC" und 
DD"'^ ist S'" deren Schnittpimkt, so führt die Projektion aus diesem 
Punkte auf die durch ABE gehende Ebene Z das Viereck ABC"D"' 
in das Viereck ABCD über^). 

Und wir haben durch drei Projektionen und drei Schnitte 
AS CD' in ABCD übergeführt und daher die Kollineation 
zwischen Z, Z', in der die beiden Vierecke einander ent- 
sprechen, durch projektive Operationen erzielt. 

Jede zwei benachbarte von den Feldern Z', Z", Z'", £ 
einem zwischengeschalteten Bündel, bzw. S'j S", S'" perspekliT^ 
zueinander und Z' und Z sind kollinear. Es genügt, i 



.%• ■ . ^ 




1) Ich verdanke diese Konstruktion einer brieflichen Ifi 
Enriques spricht in seinen Lezioni di Geometria projetti?a f 
solchen Konstruktion, ohne sie anzugeben. 
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der EoUineation behandelt zu haben; da die andern auf ihn zurück- 
geführt werden können. 

Wir können die EoUineation und Korrelation auch dadurch fest- 266 
legen, daß die in demselben Gebilde gegebenen Elemente 
nicht alle gleichartig sind. 

Wenn aber z. B. in dem einen Felde drei Punkte A, B, C und 
eine Gerade d gegeben sind und im andern Ä', B\ C\ cf oder a', 6', c', D'; 
80 läuft das darauf hinaus, daß dort vier Geraden BGy CA, AB, d 
und hier ebenfalls vier Geraden B'C\ CA', A'B', ä oder vier Punkte 
V c , c'a, ah' , U gegeben sind, und ähnlich ist die Bestimmung 
durch drei Geraden und einen Punkt in dem einen Felde und die 
entsprechenden gleichartigen oder ungleichartigen Elemente in dem 
andern mit derjenigen identisch, wo vier Punkte im ersten Felde ge- 
geben sind. 

Sind aber im ersten Felde A, B, c, d, im zweiten A', B', 
c, (f, bzw. ci, V, C, D' gegeben, so müssten, wenn sie in einer 
Kollineation oder Korrelation entsprechend sein sollen, auch den 
Punkten E^(AB, c), F^{AB, d) die Punkte E'^{A'B', c), 
F'^{AB^, dTj oder die Geraden c'=(a6', C), f--{aV, D') ent- 
sprechen; also müßte: 

{ABEF) = {A'B'E'F') oder ^ (a'b'ef) 

sein, was bei der beliebigen Lage der gegebenen Elemente nicht der 
Fall ist. Also ist es im allgemeinen nicht möglich, durch 
solche entsprechenden Elemente eine Kollineation oder Kor- 
relation festzulegen. 

§ 39. Prinzip der Dualität in der Ebene und im Bündel. 
Entsprechende Eegelschnitte. Fünf Paare entsprechender Elemente. 

Polare Figuren der Korrelation. 

Durch die Möglichkeit, zwei Felder oder zwei Bündel 267 
korrelativ aufeinander zu beziehen, ist das Prinzip der 
Dualität in der Ebene und im Bündel bewiesen. Das Duali- 
sieren, bei welchem man nicht in der nämlichen Ebene, dem nämlichen 
Bündel zu bleiben braucht, besteht in der der Korrelation entsprechen- 
den CTmformung. Punkt und Gerade, bzw. Strahl und Ebene ver- 
tauschen sich miteinander, infolgedessen auch Punktreihe und Strahlen- 
büschel, Strahlenbüschel und Ebenenbüschel. Inzidente Elemente 
gehen in ebensolche über. In der Ebene steht dem Liegen von 
Punkten in einer Gerade das Zusammenlaufen von Geraden in einen 
Punkt, im Bündel dem Liegen von Strahlen in einer Ebene das Zu- 
sammenlaufen von Ebenen in einen Strahl dual gegenüber. B^ * 
Lageneigenschaften sind also immer dualisierbar. 
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Begnügen wir uns mit der Ebene. Punkt einer Enrve nnd Tan- 
gente^ Doppelpunkt und Doppeltangente, Ordnung und Klasse stehen 
sich dual gegenüber, ein Kegelschnitt als Kurre 2. Ordnung und 
2. Klasse geht in einen Kegelschnitt über, ein Büschel von Kegel- 
schnitten in eine Schar, ein Viereck in ein Vierseit, Pol und Polare 
in bezug auf einen Kegelschnitt in Polare und Pol in bezog auf den 
dualen, da die Konstruktion des Poles aus der Polare ganz dual zu 
der der Polare aus dem Pole verläuft; konjugierte Elemente des einen 
gehen in solche des andern über. 

Die Korrelation führt ein einstufiges Gebilde in ein zu ihm 
projektives über, einen Wurf in einen von demselben Doppelver- 
haltnis, so daß Sätze, in denen Doppel Verhältnisse vorkommen, dua- 
lisiert werden können. Projektive Gebilde gehen durch die Kor- 
relation oder Dualisierung in projektive Gebilde, konjektive in kon- 
jektive über, doppelt entsprechende Elemente in ebensolche, also 
involutorische Gebilde in ebenfalls involutorische oder kurz, eine In- 
volution in eine Involution, speziell eine Involution konjugierter Punkte 
oder Strahlen in bezug auf einen Kegelschnitt in eine Involution kon- 
jugierter Strahlen oder Punkte. Auch die Eigenschaft konjektiver 
Gebilde, zyklisch zu sein, bleibt erhalten. 

Da Parameter als Doppelverhältnisse dargestellt werden können, 
so führt die Dualisierung ein Element eines einstufigen Gebildes in 
eines auf dem entsprechenden Gebilde über mit demselben Parameter, 
also eine Figur, für die eine parametrische Relation gilt, in eine 
andere, für welche die nämliche parametrische Relation gilt, daher 
gehen mehrdeutige Verwandtschaften zwischen einstufigen Gebilde in 
eben solche über, z. B. Involutionen höheren Grades. Wir können 
zusammenfassend sagen: 

Sätze, die nur projektive Eigenschaften enthalten, sind 
dualisierbar. 

Interessant sind solche Sätze, bei denen Voraussetzung und Be- 
hauptung dual gegenüberstehen, also die dualen Sätze die Umkeh- 
rungen sind, wie die Sätze über Perspektive Dreiecke in der Ebene. 

Die Beziehung zwischen Pol und Polare in bezug auf einen 
Kegelschnitt ist, wie schon bemerkt, eine Korrelation ineinander 
liegender Felder, historisch am frühesten bekannt. Auf sie hat 
Poncelet im Traite des proprietes projectives des figures (1822) das 
Prinzip der ebenen Dualität basiert (daher auch Prinzip der Polarität)*). 

Der eben erwähnte Spezialfall der Korrelation, die Polarität in 
bezug auf einen Kegelschnitt, hat bewirkt, daß die bei ihr üblichen 

1) Vgl. zur Entstehungsgeschichte die Artikel von Gergonne und Poncelet 
in den Annales de Math^m., Bd. 16, S. 209 und Bd. 18, S. 126, sowie Ponceleta 
Zusätze in der zweiten Auflage des Traite (1866, 67). 
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Namen: Pol und Polare übertragen worden sind auf die entsprechen- 
den Elemente einer beliebigen Korrelation, und ebenso wird bei 
einer solchen ein Punkt, der auf der Polare eines andern Punktes 
liegt, eine Gerade; die durch den Pol einer andern Gerade geht, kon- 
jugiert zu diesem Punkte, dieser Gerade genannt^). 

Inzidenten Elementen X, y des einen Feldes sind nun inzidente 
Xj Y' im andern polar. Y\ auf x' gelegen, ist zu X konjugiert, und 
X, auf y gelegen, zu F'; ebenso ist x\ durch Y' gehend, zu y kon- 
jugiert, und y, durch X gehend, zu x\ Die Eonjugiertheit findet 
daher auch im allgemeinen Falle stets gegenseitig statt 

Die Eollineatiou und die Korrelation führen einen Kegelschnitt 268 
in einen Kegelschnitt über; so entsteht die Frage, we^in in zwei 
Feldern Kegelschnitte k und Je gegeben sind, ob man die 
Felder so kollinear oder korrelativ machen kann, daß diese 
Kurven entsprechend werden. Man lege drei Punkte -4, JB, C 
auf k und drei A\ B', C auf it'; es sei femer D der Pol von AB 
für k, so daB DA, DB ihn ia Ay B berühren, und D' der Pol von 
A'B' für k'. Wir legen dann eine Kollineation fest: 

ABCD I 
A'BCD' 

d. h. in welcher den Punkten A, B, C, D die Punkte A\ B\ C\ D' 
zugeordnet sind. Durch sie geht k in einen Kegelschnitt über, welcher 
durch Ä, B\ C geht und in A', B' die Geraden A'D\ B'D' berührt, 
weil A; das entsprechende tut; also ist er mit U identisch; denn 
durch diese Bedingungen: fünf gegebene Punkte, von denen zwei- 
mal zwei unendlich nahe sind, ist ein Kegelschnitt eindeutig bestimmt 
(Nr. 126). 

Durch die Kollineation entstehen auf den entsprechen- 
den Kegelschnitten projektive Punktreihen; denn die Strahlen- 
büschel, welche diese Punktreihen aus entsprechenden Punkten der 
Kegelschnitte projizieren, sind wegen der Kollineation projektiv. 

Durch das Entsprechen von Aj B, C und A\ B\ C sind auf i, 
V projektive Punktreihen festgelegt. Sind dann D und D' weitere 
entsprechende Punkte in dieser Projektivität, so daß die krummen 
Punktwürfe ABCD und AB' CD' projektiv sind, so können wir die 
Kollineation auch durch diese vier Paare entsprechender Punkte be- 
stimmen. Ist dann X ein beliebiger Punkt auf A, Y' auf k'y so ist: 

X{A, B, C, B) A T{Ä', B', C, By 

Wenn X' dem X in der Kollineation entspricht, so geht durch diese 



1) Diese scharfe Sonderang von polar und konjugiert ist auf Stau 
zurückzufahren (Geometrie der Lage, Nr. 239, 319). 
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k^{ABCDX) über in {AB'G'D'X'), und es ißt, wegen der KoUi- 
neation: 

X{A, B, C; B) T\ X\A\ B\ C\ BJ, 
also: 

T{Ä, B\ C\ DO A X\Ä, B\ C\ B"). 

Daher liegen Y' und X' mit Ä', B\ C\ D' auf demselben Kegel- 
schnitte, oder der Kegelschnitt {ABVB'X') ist mit k' =- {AB'CB'Y') 
identisch. 

Wenn auf zwei Kegelschnitten k und k' projektive Punkt- 
reihen gegeben sind, so besteht eine Kollineation zwischen 
den Feldern^ in denen sie liegen, von der Art, daß auch in 
ihr Punkte, welche in dieser Projektivität einander korres- 
pondieren, entsprechend sind. 

Ersetzt man in dem einen Felde die Punkte auf dem Kegel- 
schnitte durch die zugehörigen Tangenten, so erhalt mau die ent- 
sprechenden Ergebnisse für die Korrelation. 

Ist der eine Kegelschnitt ein Kreis, so lehrt eine Kolli- 
neation, in der er dem andern Kegelschnitt entspricht, daß 
auf diesen alle projektiven Eigenschaften des Kreises über- 
tragen werden können. Man kann z. B. sich begnügen, nur for 
den Kreis den Pascal sehen, den Brianchonschen Satz zu beweisen, 
die Polarentheorie auszubauen, und weiß dann, daß sie, weil es sich 
in ihnen nur um projektive Eigenschaften handelt, auch für den aU- 
gemeinen Kegelschnitt gelten. 

Indem wir A, B, C auf k festhalten und A\ B\ C auf k' ver- 
ändern, erkennen wir, daß es oo* KoUineationen gibt, in denen 
die beiden Kegelschnitte entsprechend sind. 
269 Es liegen zwei Kegelschnitt-Büschel vor; die Zuordnung 

der einen Grundpunkte und der andern (in einer der 24 Permutationen) 
macht die beiden Büschel homolog (d. h. entsprechend) in kolli- 
nearen Feldern. Damit die Kollineation reell sei, ist erforderlich, 
daß die Grundpimkte gleichartig sind. 

Betrachten wir den Fall, daß beide Büschel imaginäre Grund- 
punkte haben und die konjugierten je dargestellt sind durch eine 
elliptische Involution, eine gemeinsame Involution konjugierter Punkte 
für ilie Kegelschnitte des Büschels^), so konstruieren wir folgender- 
maßen vollständig reell. Es sei bei dem einen Büschel der Schnitt- 
punkt der Träger der Involutionen, Q und Q^ seien ihm in diesen 
gepaart und RS, H^S^ die reellen Paare (Nr. 113) der Involutionen, 
welche zu OQ, bzw. OQ^ harmonisch sind, und in gleicher Weise 
seien 0', Q\ . . . >y beim andern Büschel hergestellt. In acht Weisen 

1 Stoiner-Scbröters Vorlesungen. § 42. 
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lassen sich dann die vier Punkte R, S den vier Punkten R\ S' so 
zuordnen, daß gepaarten wiederum gepaarte entsprechen; z. B.: 

B S R^S^\ 

Die dadurch festgelegte EoUineation ordnet auch die Punkte und 
O'y Q und Q\ Qi und Q^ einander zu; also auch die Involutionen 
{OQ, RS), {OQ,, R,S,) und {O'Q', R'S') und {0'Q,\ R.'S,') und 
ihre Doppelpunkte^ die Grundpunkte der beiden Büschel, mithin diese. 
Sind zwei Grundpunkte in beiden Büscheln reeU: M, JV; M', N'] 
so werden in den darstellenden Inrolutionen der andern wieder die 
Paare RiS^, Ri'S^' ermittelt; und wir erhalten vier EoUineationen, wie: 

M N i?iSi 
M'N'R^'S^' 

Der dritte Fall, der zu 24 reellen Eollineationen führt, bedarf keiner 
Erörterung. 

Ahnliches gilt hinsichtlich der EoUineation zweier Eegelschnitt- 
Scharen oder der Eorrelation eines Büschels und einer Schar. 

Damach kann man einen Eegelschnittbüschel, von welchem min- 
destens zwei Grundpunkte imaginär sind, reell kollinear zu einem 
Ereisbüschel machen, wofern die andern Grundpunkte gleichartig 
sind, also zwei gegebene Eegelschnitte mit mindestens zwei imaginären 
Schnittpunkten kollinear zu zwei Ereisen, jedoch nicht selbst gegebenen, 
sondern nur einem gegebenen Büschel angehörigen. 

Benutzen wir Chasles' Wort Umbilikalpunkt für den Schnitt- 
punkt gemeinsamer Tangenten und seine Eorrespondenz von Um- 
bilikalpunkten und gemeinsamen Sekanten zweier Eegel- 
schnitte^). Das Viereck der gemeinsamen Punkte und das Vier- 
seit der gemeinsamen Tangenten haben ja dasselbe Diagonaldreieck'), 
welches das gemeinsame Polardreieck ist. Ghasles nennt einen 
umbilikalpunkt und eine gemeinsame Sekante korrespondierend, wenn 
sie bzw. mit Gegenelementen dieses Dreiecks inzidieren, so daß jedes 
Paar von Gegenelementen dieses Dreieck zu vier Paaren derartiger 
korrespondierenden Elemente führt. 

Für zwei Ereise sind nun die unendlich ferne Gerade und die 
Gerade, welche die reellen oder imaginären endlichen Schnitte ver- 
bindet (Potenzlinie), die einzigen reellen gemeinsamen Sekanten; die 
korrespondierenden Umbilikalpunkte sind die, welche auf der Gegeo- 



1) Point ombilical oder kurz ombilic : Traite des Sections coniques Nr. 841 

2) Vgl. Steiner- Schröters Vorlesungen, § 54. — Das Polarfeld win* 
ans später einen Beweis liefern. 
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Beite des Schnitts jener Geraden im Polardreiecke, d. i. auf der Zentrale 
liegen, bekanntlich die Ahnlichkeitspunkte, welche stets reell sind. 

Daraus schließen wir vermittelst der EoUineation in den Fällen, 
wo zwei Kegelschnitte nur zwei reelle gemeinsame Sekanten 
und nur zwei reelle ümbilikalpunkte haben, daß jene und 
diese korrespondierend sind. 

Zwei Kreise, welche keine reellen Punkte gemeinsam haben, 
haben entweder vier reelle gemeinsamen Tangenten oder keine reellen 
gemeinsamen Tangenten, je nachdem sie sich ausschließen oder einer 
den andern umschließt. Für beide Fälle gilt: den beiden einzigen 
reellen gemeinsamen Sekanten korrespondieren die Ähnlichkeitspunkte; 
im letzteren Falle die einzigen reellen Ümbilikalpunkte. Sonst ko^ 
respondieren in diesem Falle imaginäre Elemente. Im ersten Falle 
aber korrespondieren jedem der vier reellen von den Ahn- 
lichkeitspunkten verschiedenen Ümbilikalpunkte imaginäre 
gemeinsame Sekanten^). 

Man beachte, daß die Kreise in verschiedenen (vollen) Winkeln 
der von einem dieser Ümbilikalpunkte ausgehenden gemeinsamen 
Tangenten liegen und daher von den Strahlen durch den Punkt ver- 
schiedenartig geschnitten werden. Ahnliches gilt für Kegelschnitte 
mit vier imaginären Schnitten und vier reellen gemeinsamen Tangenten 
und duales für solche, bei denen alle Schnitte reell, alle gemeinsamen 
Tangenten imaginär sind. 

Im vorangehenden handelt es sich um reelle Kurven; stellt man 
z. B. einen reellen Kreis (M,r) mit einem reell -imaginären {Mijr^tj 
zusammen, d. h. einem solchen, der einen reellen Mittelpunkt und 
negatives Radiusquadrat hat, so sind die Ähnlichkeitspunkte imagii^r, 
die ihnen korrespondierenden gemeinsamen Sekanten reelL 
270 Wir schalten hier eine interessante Eigenschaft des vollstän- 

digen ebenen Fünfecks ÄBCDE ein. Auf jeder von den zehn 
Seiten hat man eine Reihe von fünf Punkten, nämlich die 
beiden verbundenen Ecken und die Schnittpunkte mit den 
Seiten, welche die drei übrigen Ecken verbinden. Alle diese 
Punktreihen sind projektiv. Nehmen wir zunächst zwei Seitöi 
AB, CD, welche keine Ecke gemeinsam haben, so sind deren Punkt- 
reihen perspektiv mit der fünften Ecke E als Zentrum, und zwar 
gilt folgendes Entsprechen: 

ÄB{B, A, DE, EC, CD) A CD {BE, EA, D, C, AB). 

Von AB ausgehend, gelangen wir zu CD, CE, DE, von CD noch 
zu AE, BE, von CE zu AD, BD und von DE zu AC, BC und 
haben nun alle zehn Seiten. Das Entsprechen ist folgendes: 

1) Von Chasles a. a. 0. erwähntes Beispiel. 
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ÄB{B, Ä, DE, EC, CD) A AC{G, DE, A, EB, BD) 
A AD{D, CE, EB, Ä, BC) A ÄE{E, CD, DB, BC, A) 
A BC(DE, C, B, EA, AD) A BD{CE, D, EA, B, ÄC) 
A BE{CD, E, DA, AC,B)7\ CD{BE, EA, D, C, AB) 
A CE(BD, DA, E, AB, C) A DE(BC, CA, AB, E, D), 

Betrachten wir das Fünfeck als ein einfaches ABCDE 
und nennen die Gegenseiten CD, DE, . . . der Ecken A, B, , . . 
bzw. a, b, c, d, e, so entstehen um deren zehn Schnittpunkte 
Büschel von je fünf Strahlen^ welche untereinander und jenen 
zehn Punktreihen projektiv sind. Wir wollen die Ponktreihe: 

DE{BC,CA,AB,E,D) oder einfacher ÄB'C'ED, 

wo A', B\ C die Schnitte von BC, CA, AB mit DE sind, mit 
dem Büschel: 

de(l)c, ca, ab, e, d) oder B{E, F, D, e, d), 

wo JP = ca = {EA, CD) ist, vergleichen. Nennt man noch G den 
Schnitt von BF mit DE, so ist letzterer Büschel perspektiv zu 
EGDAC\ Das vollständige Viereck ABCF lehrt aber, daß AE, 
B'G, CD auf DE in Involution sind; daher ist: 

AB'C'ED A EGDA'C\ 

Es sei nun K^ der durch die fünf Ecken A, . . . E gehende Kegel- 
schnitt; S3 sei der zweite Schnitt von BF mit f , so entsteht auf 
K^ durch den Büschel F eine Involution CD, EA, jBS9; daher ist: 

ES&DCA A ABCDE, 

die links stehende krumme Punktreihe ist aus B perspektiv zu der 
Reihe auf AE: 

AE{E,CD,DB,BC,Ay, 

daher ist die krumme Punktreihe ABCDE auf K^ zu allen 
zehn Punktreihen projektiv, und folglich auch jeder die Punkte 
A, B, . . , E aus irgend einem Punkte von K* projizierender Büschel. 
Kohn^) hat ein jedes dieser untereinander projektiven fünfelementigen 
Gebilde, insbesondere die krumme Punktreihe ABCDE auf dem Kegel- 
schnitte, den Begriff „Wurf" von vier Elementen auf fünf erwei- 
ternd, Wurf des Fünfecks genannt. 

Bemerken wir: E(A, B, C, D) A AB{B, A, DE, EC)] ersicht- 
lich ist jener Wurf zu AB{A, B, EC, ED) perspektiv. 

In zwei kollinearen Feldern sind die Würfe zweier ent- 
sprechender Fünfecke ABCDE, ÄB'C'UE' projektiv; 

1) Math. Annalen^ Bd. 46, S. 285. 
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%, B. ftof dcB «Btepn^dicndMi Gcndoi AB und J'^ sind auch den 
Ponkti» AWDt, EC, CD) die Pankle AB\UE\ E'C\ CU) 

L'od amgekebrty die Bedingung dafür, dafi zwei ebene 
Orupp^n ron fOnf Punkten in einer Kollineation entsprechend 
«iod^ i«t^ daS ihre Wfirfe projektir sind. 

Dal>ei i«t es gleichgültige in welcher der rerschiedenen Formel 
#riii solcher Warf dargestellt ist. Wenn z. B. 

A B(B, A, DE, ECy CD) T^ AR(B\ A\ DTE', E'C\ CTT) 

Toraungesetzt wird, so ergeben sich in der Kollineation 

ABCD \ 

AB' CD' \ 

auch die Schnitte 6\-(^jB,Z)JE:), D^=^{AB,EC)\ai^C;^{A:B ,DfE'\ 
1)^ ^(A'B\FJC') als entsprechend infolge der durch sie auf AB, 
A W hervorgerufenen Projektivität, die mit der vorausgesetzten über- 
«instiirimty weil in beiden den Punkten B^ -4, {AB, CD) die Punkte 
/y; A, {AB\ CU) entsprechen. Daher sind Bxxck E ^ (CD^, DQ 
und F/ ^ ((y l)^\ J^'^-i) entsprechend. 

Man vergleiche Möbius' metrische Relation (Nr. 264). 
271 Wir nehmen wieder, zum Problem der ebenen Projektivität 

ziirlh'kkührnnd, zwei fünfpunktige Gruppen 6r* (Nr. 228). In der 
Koliinniition: 

AyA^A^A^ 

«ninpricht dem Kegelschnitte B" *= {B^ . . , B^ der zu ihm in bezug 

unr ffY^) ttnaloge Kegelschnitt Aj. (Nr. 268); der Punkt, der dem B^ 

in «ler Kollineation entspricht, ist dann derjenige auf A^, der in der 
Projektivität: A^A^A^A^ /\ B^B^B^B^ auf den beiden Kurven dem 
//fk korreH]>oniliert, also der in Nr. 228 mit A^ bezeichnete. Durch die 
iintiorn derartigen KoUineationen erhält man die Pimkte -4^', . . . J/. 
Wir lundeu dort den Punkt Aq als Konkurrenzpunkt von A^A^f . . . A^A^ 
\\\\k\ haben nun in dieser KoUineationen heranziehenden Konstruktion 
den We^. auf welchem Crem o na zu diesen ausgezeichneten Punkten 
•'o« '»u ^**h^»»Kt ist ^\ 

Nehmen wir nun den speziellen Fall an, daß die beiden Grup- 
pen von (f"^ in einer Kollineation A entsprechend sind; dann 
sii\d es aueh die beiden Kegelschnitte A^ und B^ und alle analogen 
Kevc^^lsehuittes des einen vereinigen sich im andern. In bezug auf ö' 
korrespvnidiert aber jeder Pimkt der einen Kurve jed^n der andern. 

r t'r«MUxMj;i. Nv^u\t^l>$ Anuales de Mathem. Ser. 1, Bd. 80, S. 466. 
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Zwei in A homologe Punkte sind ersichtlich in bezug auf G^ korres- 

pondierecd; und da jeder Ä außerhalb A^ oder B außerhalb B^ nur 

einen korrespondierenden hat; so ist die A die eindeutige Yer- 
wandtschaft; die in diesem Falle an Stelle der Verwand- 
Schaft 5. Grades getreten ist; daß den Punkten einer Gerade die 
Punkte einer Gerade korrespondieren, erkannten wie schon in Nr. 230. 

Fügen wir nun sechste Punkte A^, B^, aber nicht homolog 
in A, hinzu, so sieht man sofort^ daß jeder Punkt Ä auf A^ in bezug 
auf G^ einen korrespondiemeden B auf B^ hat, der sich folgender- 
maßen ergiht: A^' sei der zweite Schnitt yon AA^ mit AJ; ihm ent- 
spricht auf B^ durch die Kollineation (oder Projektivitat) der B^' 
und korrespondierend zu A ist der zweite Schnitt von B^B^' mit 
Bq. Ferner seien B^, A^ zu A^, B^ in der Kollineation A homolog, 
also auch A^Ä^ und B^B^, Die in A homologen Punkte dieser Ge- 
raden sind in hezug auf G* korrespondierend; und A^, A^Ä^ setzen 

die Kurve a', B^, B^B^ die Kurve 6* des allgemeinen Falls zusammen 
(Nr. 231). 

Sollten aber auch A^, B^ in der Kollineation A homolog sein, 
so sind jede zwei in dieser homologe Punkte in bezug auf G^ kor- 
respondierend. 

Wenn aber wieder die Kollineation A sich nur auf G^ erstreckt, 
und A^, -4^; JBg, B^ beliebig zugefügt sind, so erhalten wir auf 

AJ, Bq zwei projektive Punktreihen, deren entsprechende Punkte in 
bezug auf G^^. korrespondieren, und ebenso zwei für G.^y Die beiden 

Paare entsprechender Punkte, die ihnen gemeinsam sind, liefern in 
bezug auf G' korrespondierende Punkte; und sind B^, B^, Ä^, Ä^ 
den Jß, A^, B^, B^ in A homolog, so liefern die Punkte (A^Ä^y -^7-^7)? 
(JBg^e, BjB^) das dritte Paar (Nr. 233). 

Das ist ebenfalls ein Spezialfall, in dem die Ermittelung dieser 
drei Paare nur quadratisch, nicht kubisch ist. 

Bei zwei Kegelschnitten, die in einer Korrelation entsprechend 272 
sind, ist die Punktreihe des einen dem Tangentenbüschel des andern 
projektiv, daher auch die Punktreihe desselben. Liegen also zwei 
projektive Punktreihen auf Kegelschnitten vor, so besteht 
eine Korrelation, in der jedem Punkte des einen die Tan- 
gente des entsprechenden Punktes des andern korrespon- 
diert (Nr. 268). 

Zwei Dreiecke heißen in einer Korrelation polar, wenn 
den Ecken des einen die Seiten des andern polar sind ur 
daher auch den Seiten des ersten die Ecken des zweiten. 

Sturm, Oeometr. Verwandtschaften. IL ''l 
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Es seien 

AyA^A^y A^A^A^ 

B^B^Bi, B^B^B^ 

zwei Paare polarer Dreiecke. Sind dann C5, C^ die Schnitte von 
B^B^ mit den Polaren B^{B^^ B^ von A^y A^^ also die Pole von 
Ä^{Ä^y A^)y 80 ist wegen der Korrelation: 

A,{A,yA,yA,yA,) A B,B,C,C, A B,B,C,C, A B^{B,yB^yB„B,y, 

ebenso: 

MÄ„ J,, A^, A,) A 5o(^, B,, B„ B,). 

Daraus folgt, wenn A ein beliebiger Punkt auf dem Kegelschnitte 
{A^ . . . A^) ist: 

A{A„ A,, A,, A^, A,) A ^oC^i, ^, ^., 5«, ■^); 

und ebenso ; wenn JB ein beliebiger Punkt des Kegelschnitts 

(JBi . . . JB5) ist: 

5(JB„ 5„ ^3, B^y B,) A A(^, ^, A, A, ^). 

Also sind .i^, J^q die Punkte , die wir im Problem der ebenen Pro- 
jektivität den beiden Gruppen: 

B,B,B,B^B, 

zugeordnet fanden; und die sechs Punktepaare A^y B^\ . , . A^y B^] 
A^y Bq sind sechs linear unabhängige Punktepaare (Nr. 228). 

Also: Die Ecken von zwei Paaren polarer Dreiecke einer 
Korrelation bilden sechs linear abhängige Punktepaare^ 
wobei in jedem Paare jede der beiden Ecken der Polare der andern 
in dem betrefifenden Dreiecke gegenüber liegt 

Natürlich gilt, weil die Figur in sich dual ist, dasselbe auch 
für die Seiten. 

In zwei vollständigen Vierseiten 

bilden die Ecken in folgender Paarung: 

a^ag, a^a^y a^a^, a^a^, a^a^y a^a^ 
\hj W7 hhf hhf h\y hh 

_ • 

ein System von sechs linear abhängigen Punktepaaren und zwar ein 
spezielles, da fünf von den Paaren nicht in beliebiger Lage gegeben 
sind (Nr. 228). Wir wollen die Punkte wie dort benennen: 

-^1, ^f -^3, A^, A^y A^ 
^ij ^17 ^Z} ^17 ^by ^0 
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nnd zeigen, daß, wenn in einer Korrelation die Punkte Ton 
fünf Paaren, etwa der fünf ersten Paare konjugiert sind, 
dies auch für diejenigen des sechsten Paares gilt. 

Seien in der Korrelation SSn SS^ die Pole Ton a^, a^, die also, 
weil 99^ $2 ^^ Polare von A^^ a^a^ ist, mit B^ in gerader Linie 
liegen; es sind dann 81(^2 > -ßi); ^«(A; ^b) ^® Polaren von A^, Ä^, 
A^, ^5, femer S9,= (JB^JB,, JBjöi) und "^^^{BJb^y JBß«,) die Pole 
von efj, a^, also 99, SS^ die Polare von A^, Nun sind aber die beiden 
Dreiecke B^B^S^^ und B^BJb^ perspektiv, mit dem Zentrum jB,; 
mithin liegen SSj, 894, -ßo^'C^iA; B^B^^h^ in gerader Linie; 
d. h. jBq ist konjugiert zu A^, 

Daraus wird sich später noch auf andere Weise ergeben, daß die 
sechs Paare linear abhängig sind. 

Man nennt zwei Yierseite o^a^a^a^j ^i^s^s^« polar^) in 273 
einer Korrelation, wenn a^a^ und &,&4, a^a^ und h^^y usw. kon- 
jugiert sind. Dann liegt das polare Dreieck b/b^'b/Ton a^^^^ 
wo &/ die Polare von a^a^ ist usw., zu h^^^ perspektiv mit 
64 als Axe. In der Tat, es gehen n. V. 6/, ftg'; ^«' durch fc^ft^, ft^ft^, 
&S&4, oder &i2^/, &8&s^ ^^b^ liegen auf b^. Ebenso ist das polare 
Dreieck a^a^a^ Ton ^^bg^s zu a^a^a^ perspektiy, mit a^ als Axe. 

Umgekehrt, wenn h^Jb^ zu dem polaren Dreiecke h^h^'h^' 
von a^a^a^ perspektiy liegt, so liegt auch a^a^a^ zu dem 
polaren Dreiecke a^'a^a^' von \h^}>^ perspektiv. Denn es liegen 
in gerader Linie die drei Punkte W, ^^W» ^sW? ^^^ laufen deren 
Polaren, die Verbindungslinien von a^'a^' und 0,03, ... in einen Punkt 
zusammen; die Dreiecke a^a^a^ und a^a^^a^ sind perspektiv. 

Nun folgt, daß man zwei polare Vierseite folgendermaßen 
konstruieren kann. Man geht von einem beliebigen Dreiseite 
a^a^a^ aus, konstruiert das polare 'b^^h^h^ und zu diesem ein per- 
spektives b^Jb^y mit der Axe 6^; es ist nun von selbst dessen polares 
Dreieck a^a^a^ zu a^^^^ perspektiv, und wenn a^ die Axe ist, so sind 

polar. In der Tat, a^a^ hat b^' zur Polare; diese trifiFt sich mit b^ 
auf 6^; also sind a^a^ und b^b^ konjugiert, usw. 

Die Korrelation besitzt c»^^ Paare polarer Vierseite (und 
ebenso viele Paare polarer Vierecke). Denn üiO^a^ kann in 00^ Lagen 
gewählt werden und zu b^b^'b^ gibt es 00^ Perspektive Dreiecke. 

1) „Eoigagiert*^ scheint zunächst richtiger, aber die Benennung „polar*' 
wird sich später rechtfertigen. — Vgl. hierzu Bosanes Jn«i * . Bd. 90, 

S. 315 und Bd. 95, S. 240. Es sind diese Yierseite wo^ n von 

einem Vierecke und einem Yierseite, die im eigentliolM bei 

denen die Ecken des ersten zu den Seiten des zweiten 
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Und weil in den beiden Feldern oo' ^ Paare tod Yierseiten Torhanden 
sind, so ist es eine fünffache Bedingung für zwei Yierseite 
(Vierecke), polar in einer gegebenen Korrelation zu sein, 
nnd Yon den oo^^ Paaren polarer Yierseite, die zu einer Korrelation 
gehören, gehören oo* noch zu einer zweiten Korrelation zwischen 
denselben Feldern. Also: 

Zwei Korrelationen zwischen denselben Feldern haben 
(»• Paare polarer Vierseite (bzw. Vierecke), gemein. 

Polare Dreiecke besitzt eine Korrelation oo*; so daß die 
Bedingung, weil die Anzahl Ton Dreieckspaaren oo'* isi^ eine 
sechsfache ist, und zwei Korrelationen zwischen denselben Felden 
nur eine endliche Anzahl von gemeinsamen Paaren polarer Dreiecke 
haben; wir werden finden: ein Paar. 

§ 40. Metrische Eigenschaften kollinearer Felder, 
Fluchtgeraden, gleiche Punktreihen, Herstellung der Perspektiven Lage, 

gleiche StrahlenbuscheL 

274 Wir sind schon mit dem Begriffe der unendlich fernen Gerade einer 

Ebene vertraut und schließen daher sofort: Jedes Ton zwei kolli- 
nearen Feldern Z, Z' besitzt eine Fluchtgerade r, bzw. q, 
die der unendlich fernen Gerade r'*, g* des andern entspricht 
Sind die Felder in perspektiver Lage, so wird in jedes die Flucht- 
gerade durch die Ebene eingeschnitten, welche durch das Perspek- 
tivitatszentrum parallel zur Ebene des andern geht; denn zwei ent- 
sprechende Geraden liegen immer in einer Ebene durch dieses Zentrum. 
Beide Fluchtgeraden sind dann zur Schnittlinie der Ebenen paralleL 

Eine Strecke AB in Z, deren Endpunkte zu verschiedenen Seiten 
von r liegen, geht in die Strecke Ä • S über, und ein Dreieck ABCj 
von dessen Ecken Aj B auf der einen, C auf der andern Seite von 
r liegen, geht in ein Dreieck A'B' - C über, wie es in Nr. 43 be- 
schrieben wird. Sein Umfang geht zweimal „durch das Unendliche^; 
wie der von jenem zweimal über r. 

Parallelen Geraden des einen Feldes müssen also im 
andern Geraden entsprechen, die durch einen Punkt auf der 
Fluchtgerade gehen. Machen wir uns dieses wichtige Eigebnis 
direkt klar. Parallele Geraden in Z schneiden in zwei beliebige 
Geraden dieses Feldes ähnliche und Perspektive Punktreihen ein. 
Diese gehen zwar nicht in ähnliche Punktreihen über, denn die Ähn- 
lichkeit (oder Proportionalität) ist keine projektive Eigenschaft, wohl 
aber in projektive Punktreihen; die Perspektiviiat jedoch, die Eigen- 
schaft, daß der Schnittpunkt sieh selbst entspricht, ist projektir. 
Also ergeben sich in Z' projektive Punktreihen in perspektiver Lage: 
die Geraden, welche entsprechende Punkte verbinden, bilden einen 
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Büschel. Das sind die den paraUelen Geraden yon Z entsprechenden. 
klso entspricht jedem Parallelstrahlen -Büschel von Z in Z' ein 
Büschel um einen (im allgemeinen endlichen) Punkt^ der dadurch dem 
mendlich fernen Scheitel jenes Büschels entsprechend wird. 

Wir nehmen nun zwei Büschel Äy B in T und lassen die paral- 
lelen Strahlen in ihnen entsprechen^ also den gemeinsamen Strahl 
AB sich selbst, so werden die Büschel dadurch gleich und perspektiv. 
Sie gehen durch die Kollineation über in zwei Büschel Ä', B\ welche 
projektiv (im allgemeinen nicht mehr gleich) und in perspektiver 
Lage sind. Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen von Ä\ B\ 
ilso derer, welche durch die Kollineation parallelen Strahlen von 
4, B entsprechen, erzeugen eine Gerade; d.h. die Punkte von Z', 
«reiche den unendlich fernen Pimkten von Z entsprechen, oder besser, 
lie Scheitel derjenigen Strahlenbüschel von Z', welche den Parallel- 
itrahlen- Büscheln von Z entsprechen, erfüllen eine (im allgemeinen 
mdliche) Gerade. Die Büschel Ä, B enthalten aUe Richtungen in Z. 

Je nachdem ein Kegelschnitt (insbesondere ein Kreis) des 
nnen Feldes die Fluchtgerade desselben nicht (reell) schnei- 
let, berührt, (reell) schneidet, hat der entsprechende Kegel- 
schnitt das nämliche Verhalten zur unendlich fernen Gerade 
leines Feldes, ist Ellipse, Parabel, Hyperbel. 

Der Pol der Fluchtgerade jenes Kegelschnitts geht 
iber in den Mittelpunkt dieses^). 

Da zur Festlegung einer Kollineation Geraden gegeben werden 
können, so kann man jede Gerade zur Fluchtgerade machen, indem 
nan ihr die unendlich ferne Gerade des andern Feldes zuordnet. 
Tut man dies z. B. mit einer Diagonale eines vollständigen Vierecks, 
\o geht es in ein Parallelogramm über. An diesem sind die har- 
nonischen Würfe einfacher zu erkennen; man kann sie also „durch 
ä[ollineation" für den allgemeinen Fall beweisen. 

In den projektiven Punktreihen auf zwei entsprechenden Geraden 275 
t, a kollinearer Felder sind die Schnitte ar, a q mit den Flucht- 
Graden ersichtlich die Fluchtpunkte. Wird daher a zu r parallel, 
o wird der Fluchtpunkt auf a unendlich fem; d. h. auf a und a 
ntsprechen sich die unendlich fernen Punkte gegenseitig, die Punl 
eihen auf ihnen sind ähnlich, und der Fluchtpunkt a ([ auf d 
kUch unendlich fern; auch a ist zu g' parallel. 

Wenn eine Gerade zur Fluchtgerade ihres Feldes parall 
st, so gilt dies auch für die entsprechende Gerade. Sj 
ragen dann und nur dann ähnliche Punktreihen 



1) Die Aufgabe, eine Ellipse und einen Punkt iu ihrem 
[reis und seinen Mittelpunkt zu projizieren, behandelt soi 
\. Buche der Collectio. 
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Bei perspektiy gelegenen kollinearen Feldern werden solche ent- 
sprechenden Geraden darch Ebenen aus dem Perspektivitatszentrum 
eingeschnitten, welche zur Schnittlinie der beiden Tragerebenen parallel 
sind, zu der in diesem Falle ja auch die beiden Flachtgeraden paral- 
lel sind. 

Um zu ermitteln, ob es unter den Paaren entsprechender Oeraden, 
die zu r, bzw. q parallel sind und ähnliche Punktreihen tragen, solche 
gibt, bei denen die Punktreihen gleich sind, ziehen wir in I zwei 
parallele Geraden a, b, zwischen denen dann auf den Parallelen zu r 
Strecken von konstanter Länge liegen; a, h gehen über in auf q sich 
schneidende Geraden a\ h\ Diese schneiden auf den Parallelen zn q 
Strecken von verschiedener Länge ein, von bis oo. Auf zweien s 
und s/, die zu beiden Seiten von q' in gleicher Entfernung liegen, 
wird daher jene konstante Strecke eingeschnitten. Sind s und s^ die 
ihnen entsprechenden Geraden von Z, so haben wir auf s und 5, ^ 
und s/ ähnliche Punktreihen mit einmal zwei gleichen entsprechenden 
Strecken, also durchweg gleichen entsprechenden Strecken, gleiche 
Punktreihen. Natürlich haben auch s und s^ gleiche Entfernung Ton 
von r. 

Es gibt mithin in Z zwei (stets reelle) gleichweit von r 
entfernte Parallelen s, s^ zu dieser Fluchtgerade r, denen 
eben solche Parallelen s\ 5/ zu q entsprechen, so daß die 
auf s und s\ s^ und 5/ gelegenen Punktreihen gleich sind*). 
276 Zwei derartige entsprechenden Geraden mit gleichen 

Punktreihen ermöglichen die Herstellung der Perspektiven 
Lage der beiden kollinearen Felder. Denn wir brauchen nur 
zwei solche gleichen Punktreihen mit ihnen entsprechenden Punkten 
aufeinander zu legen, was wegen der Gleichheit möglich ist, so haben 
wir kollineare Felder, bei denen jeder Punkt der Schnittlinie ßich 
selbst entspricht; wir wissen aus Nr. 265, daß solche Felder in per- 
spektiver Lage sind. 

Entsprechende Kurven liegen dann stets auf demselben Kegel 
aus dem Perspektivitatszentrum. Da wir nun einen beliebigen 
Kegelschnitt und einen Kreis zu entsprechenden Kurven in kol- 

1) Gefunden wurden diese ausgezeichneten Geraden von Möbins (Bary- 
centriBcher Calcul, § 320): H. Smith nennt sie in einer interessanten Abhand- 
lung über die „Fokaleigenschaften*' kollinearer Felder (Proceed. London Math. 
Society, Bd. 2, S. 196; Mathematical Papers, Bd. 1, S. 646) equisegmeniftl axea, 
was wohl mit „gleichstreckigen Geraden" wiedergegeben werden kaniL 
An diese Smithsche Abhandlung knüpft eine von Reye an, Math. Annalen 
Bd 46. S. 423. — Vgl. auch Kilbingers Straßburger Dissertation Ton l88ii 
und das Progr. des (Tymn. zu Saargemünd 1888, sowie Marc. Großmann« 
Züricher Dissertation von 1902 und Fiedlers Darstellende (Geometrie und G«o- 
metrie der Lage. 
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inearen Feldern machen können, so können wir sie also auch auf 
lenselben Kegel bringen. Und wir sehen, daß die Ton uns 
Kegelschnitte genannten Kurven 2. Grades (die Erzeugnisse 
>rojektiyer Strahlenbüschel oder Punktreihen) in der Tat 
nit diesem Namen ^^Kegelschnitte'' benannt werden können, 
(reichen die Griechen den ebenen Schnitten eines Kegels 
iber einem Kreise gegeben haben. 

Die Fluchtgerade der Ebene Z des Kreises ist die Schnittlinie 
ler Ebene 0', welche durch die Kegelspitze, das Perspektivitätszentrum, 
)arallel zur Ebene Z' geht, in der der Kegelschnitt liegt; und dieser 
st nach obigem Ellipse, Parabel, Hyperbel, je nach dem diese 
^uchtgerade den Kreis nicht schneidet, berührt oder schneidet, oder 
e nachdem die genannte Parallelebene 0' zu Z' durch die 
Spitze den Kegel nur in der Spitze trifft und die beiden Halb- 
näntel zu verschiec^enen Seiten sind, oder den Kegel berührt^) oder 
hn (beide Halbmäntel) in zwei Kanten schneidet. Diese Kanten 
lind dann zu Z' parallel und liefern die unendlich fernen Punkte 
ier Hyperbel; diese entsprechen den beiden Punkten S, T des Kreises, 
lurch welche jene Kanten gehen. Von den beiden Bogen ST des Kreises 
liegt der eine auf derselben Seite von 0' wie Z', der andere auf der 
indem. Von den Kanten des Kegels, die nach den Punkten des 
ersteren Bogens gehen, trifft diejenige Halbkante, die den Kreis trifft, 
luch Z', und enthält den entsprechenden Punkt der Hyperbel. Diesem 
Bogen entspricht derjenige Ast der Hyperbel, welcher mit dem 
Bereise auf dem nämlichen Halbmantel liegt; von den Kanten 
lach dem andern Bogen trifft die andre Halbkante die Z', und diesem 
Bogen entspricht der auf dem andern Halbmantel gelegene 
\.st der Hyperbel. Die unendlich fernen Punkte vermitteln 
len Übergang von einem Aste zum andern; und der kontinuier- 
ichen Durchlauf ung des Kreises entspricht die kontinuierliche 
3urchlaufung der beiden Aste des Hyperbel*). 

Den beiden Tangenten des Kreises in Ä, T entsprechen, da die 
jie aus der Kegelspitze projizierenden Ebenen nicht zu Z' parallel 
jind, endliche Tangenten der Hyperbel, aber mit unendlich 
:*ernen Berührungspunkten S\ T'\ die Asymptoten der Hyperbel, 
wie die Griechen sie schon genannt haben. 



1) Es ist inkorrekt, zu sagen, wie es häufig geschieht: eine Ebene schneidet 
vfXB dem Kegel eine Parabel, wenn sie zu einer Kante parallel ist; mindestens 
nuß gesagt werden: zu einer und nur zu einer Kante; da ja eine Ebene, die 
5ine Hyperbel ausschneidet, auch zu Kanten parallel ist. Wesentlich besser ist, 
wie oben gesagt wurde. 

2) Nur langsam sind sich die Griechen der Zusammengehörigkeit der beiden 
Xete bewußt geworden; bei Apollonius bricht die Erkenntnis durch, wenn er 
auch den Namen „Gegenschnitte" noch beibehält. 
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in bezog auf q hervor, wobei die gleichbezeichneten Punkte je auf 
derselben Seite der Symmetrieaxe liegen mögen. 

Die Brennpunkte F^ F^ und F\ F^ liegen ungleichartig 
zu den Parallelstreifen ss^y bzw. s's/. Dies folgt aus: 

RS^Q'F\ RF^Q'S\ 
welche den Formeln: 

RY^^Q'X', RX^Q'Y,' 

von Nr. 57 entsprechen. Und ebenso auf der andern Seite: 

RS,^Q'F,\ RF,^Q'S,\ 
Demnach: 

FF,^S'S^\ ss,^rF,\ 

oder: 

FF, = («XO, 

(SS,) = rF,'. 

Die gleichwinkligen Punkte des einen Feldes haben die- 
selbe Entfernung Toneinander wie die gleichstreckigen 
Geraden des andern. Beide Strecken sind also in beiden Feldern 
enthalten; Smith nennt ihre Hälften die Parameter der beiden 
kollinearen Felder, und zwar, die Entfernungen der Brennpunkte 
bevorzugend, RF den Parameter des ersten, Q'F' denjenigen 
des zweiten Feldes. 

Die beiden Punktreihen FSRS.F^ und S'F'Q'FiS^' sind 
gleich; wobei FF^>(ss^) angenonunen ist. 

Wenn (ss^) =» (s'Si'), so fallen F, J\, F\ F^ auf 5, s^, s\ 5/ in 
die Punkte 5, . . . . 

Bei perspektiver Lage der beiden kollinearen Felder ergeben 
sich die Brennpunkte als die Schnitte der Ebenen Z, If mit den 
Loten, welche aus dem Perspektivitätszentrum auf die Halbierungs- 
ebenen der Flächen Winkel dieser Ebenen gefällt sind. Aus betrachtet, 
sind die einen gleichen Strahlenbüschel gleichlaufend, die andern un- 
gleichlaufend, daher ähnliche, unähnliche Brennpunkte (similar, 
dissimilar foci, Smith). Die einen gleichstreckigen Punktreihen s 
und s' vereinigen sich in der Schnittlinie; die andern s^, s^ ergeben 
sich durch den Büschel @ aus in der Ebene, welche zur Yerbindungs- 
ebene der in diesem Falle zueinander parallelen Fluchtgeraden parallel 
ist; die Schnitte mit Z, Z' sind parallel zu r, q', daher normal zu 
den Hauptgeraden n, w', welche durch die Symmetrieebene der Figur, 
die Ebene durch senkrecht zu Z und Z', eingeschnitten werden. 
Li jeder Ebene durch einen Strahl jenes Büschels @ ist derselbe 
parallel zu der einen Diagonale des Parallelogrammes, das sie aus "" 
Z' und den beiden Parallelebenen durch ausschneidet; folglich 1 



ft 41. t\.Ul.'i 



ti-cimn-ii <l>-r Krtllim-fttion. 



tt in iltT Mitte '/.u'iBi'lien Ut-n entsprechenden Punkten, welche <lcr 
Struhl ciiisi-hiieidet: (liiruus* oreilit ^ioli die Gleichheit und der ungleirhe 
Silin diT rmiktreili.il aufs,. >■,'. 

Ks ist leicht, für diese La^ die Gleichheit vi>n Pfi und F'F.^ 
mit o'sj'l mul i'i.'', I zu Wst;itijren 



§ 11, Puk&lelgeQ8ctian«D ' der Kollineation. MetrisciLe EigaoBcliaftai 
der Korrelation. 
< Die Si'liiiitl|n;ukte /.' = rn. y'^-y'w' nennt Smith die Mittel- 

|iiinKte ilei" ImmiIimi k^illiuvart^n Felder, uml nicht mit Unrecht. 
Mi'iiii riiieliiiror.ide -.uii llitiiptireradt' teilen jedes Feld in 
vier kongruente V u'riell'elder, welche denen des andern kor- 
rt>!<|Mindi<'ron .Itvi--* lier VierteltVIder von Z ist eingeschlossen von 
riiirin Ti'iie Vi'u »t, omev.: Teile vor. r und von einem Teile von j'. 
hIhii iniitt lins ent.-'prev'hendr von i-inem Teile von »/, einem von r" 
und einem IVilo vo;- .^ em^ »•'hl»«s>'n <ein, ist dither eins der dorcb 
ii' und 1/ v;t'l>iMfte:i Vu-vteliVlder. F.rsichtlicli korrespondieren die 
luMtloii von .« >lur>'i:f ogt'ne:: Felder /. // den beiden von ^' 
durcli/oneiuMi l . II . üv-i ebens.i die beiden Ton äi durch- 
r.i)Keni>u »'//. /'' ■.'.'';■. vor < durchzogenen ///', 71". Aber 
wmiii /// uelien II .:::>! IV neben / liegt, so gilt im andern 
t'eldo uioht dK»olbe: ä^u:: fjnt :u '' senkrechten und //, III dnrcli- 
»iehttmlim tionide i-ms['r.oh:. we:l V '■^''^ unendlich fernen Punkt de^ 
M<ll>itu lu>tuoUtj: i«t. eit^e durv-r. V > ^^ •'^^^ ^^' i°s Scheitelfeld gehende 
li'fHd«. uud lll ift i±t Soheitelfeld von II' und 71" du 
Jktilwirold von / 

' VMiMi wir mx-k ilurh f. fi die Panillelea f. f^ zu r and duid 
R T,' i** PitnU«iMi /". t\' ta f '. so cntapT«chen den ParaUelstret^ 
*/; /"* ••■. 'N' *if»r\9* ^ Stmfeo «T. /"'*'. *'•■■% r"s,', s^'f^'Jii- 
HUvvw MA ^'^ «•■> «twa X dem Brennpunkte T'' n&her 
tl««n i**,, iittJ daher .\' dem f näher, dann di( 
»hl»« ^,A. F^X. mtl F,K biw- F, F' gleiche Winkel 
r *'X. fX' mit FF,, F'F, supplementäre Winkel 
liitta T%»n der Brennpunkte F, 7^,; F, Fi 
I •« t«icht, an jedem X den eutspreoheodci 
|j»y^% Zoaichrt an6 aber eatacfai«den werden, ff 
■fa« aolL Eat du geacbeben, so ergibl 
mcfaiMB Wiakclbeeiebnugen eindentill 
hHB r dar r. An uefa ist die KoUi- 
ftjK* irr Bkmaponki« sweideutig br- 



» ^■.■.«iwb« «liMclN GigH^riMfteB «aoauit 



Art des Entsprechens kollinearer Felder. AuBgezeichnete Involutionen. 27 

Ferner einem Punkte Ton Z^ der innerhalb oder außer- 
halb ss^ liegt, entspricht ein Punkt von Z' außerhalb oder 
innerhalb s's^, einer Gerade Ton Z, welche F und F^ auf yer- 
schiedenen oder auf derselben Seite hat (oder FF^ bzw. JP« F^ 
trifft) entspricht eine Gerade, welche F, jF\' auf derselben 
oder verschiedenen Seiten hat. 

Zwei projektive Punktreihen auf Sy s^ werden von einem außer- 
halb ssj^ gelegenen Punkte X durch projektive Büschel projiziert, die 
ebenso gleichlaufend oder ungleichlaufend sind wie die Punktreihen; 
die entsprechenden Strahlenbüschel um X' sind ebenso, aber, da X' 
innerhalb s's^ liegt, so schneiden sie uDgleichlaufende bzw. gleich- 
laufende Punktreihen in s\ %' ein. 

Zwei in F, F^ gellte projektive Büschel, die gleich- oder un- 
gleichlaufend sind, bewirken auf einer Gerade x von Z, welche F, F^ 
auf derselben Seite hat, ebensolche projektive Punktreihen; die ent- 
sprechenden Punktreihen auf x' sind gleichfalls so beschaffen, und da 
nun F'f F^ auf verschiedenen Seiten liegen, so sind die projizieren- 
den Büschel umgekehrt beschaffen. 

Wird z. B. über FF^ als Durchmesser ein Ejreis konstruiert, so 
bewirkt dieser um jP, F^ gleiche und gleichlaufende Büschel; ihnen 
entsprechen in F\ F^ gleiche, aber ungleichlaufende Büschel, also 
entsteht eine gleichseitige Hyperbel; denn, parallel ineinander ge- 
schoben, geben diese Büschel eine gleichseitig-hyperbolische Involution. 
Die Rechtwinkligkeit zwischen Tangente und Durchmesser bei JP, F^ 
geht über; also sind F\ F^ die Scheitel der Hyperbel. Eine Hyper- 
bel mußte entsteheu, weil der Kreis die r reell schneidet. 

Der rechtwinkligen Involution im Büschel F entspricht die recht- 279 
winklige im Büschel F'\ diese beiden Involutionen schneiden in die 
Fiuchtgeraden r, q die elliptischen Involutionen (r), {q') ein, welche 
den absoluten Involutionen (r'*), (g*) entsprechen, nach denen 
ja die rechtwinkligen Involutionen in j", F gehen; aber ebenso auch 
die in F^ und F^. Zwei rechtwinkligen Geraden von Z, welche durch 
ein Paar von (r) gehen, entsprechen zwei rechtwinklige Geraden in 
Z', weil sie durch das entsprechende Paar von (r"^) gehen; sie gehen 
auch durch ein Paar von {q\ dasjenige, welches dem Paare von (g*) 
entspricht, durch welches jene gehen. Den beiden Involutionen (g*), 
(r) ist eine dritte Involution verbunden auf der Gerade, welche die 
dem Schnittpunkte g*r gepaarten Punkte verbindet (Nr. 82), also 
auf n, die auf r im Zentralpunkte R von (r) senkrecht steht. Jede 
zwei Geraden, welche durch ein Paar von (g'*) und eins von (r) gehen, 
also zwei rechtwinklige Geraden, denen wiederum rechtwinklige Ge- 
raden korrespondieren, — es sei gestattet, sie pernormale Geraden 
zu nennen — schneiden auch ein Paar dieser dritten Involuti 
ein, und die entsprechenden rechtwinkligen Geraden ein P 



. ■■ / I .1 .1 .1 .;-■)/■- / .-■ 
: .f I .1 '\-u -tri»}.;'-:, i,-.- / : 

V.-.' '.■-.'> 'J«;ii fn-ifativuii Sinn., die /' 1 



1« Z, zu »(flrlir-ii (n als luvol-l::- 's.-.-'z.z'.^—' 
/*(.'>rt. p^'-liin III Ki:K<-l-Jihnittf; iilmr, welcL'? d:e s":?:I:ne I 
hui / ' y.'ir /.riKili^iri^iTn liiihrri, ulso in KreU«: -ia )-~^~ j' 
0t ((*'(«lrl, zu ilii!H'-ii ilir IiiviiliitLiin iif\. So ergibt siei: : 
'!«/ FdMiir «j(i KrfiisliLi»i;licl. dem in der Kc>lliii«&' 
«»dvr« iiritN|irii:)i1.: Kokulkreise. Die endliv^'ben Grsn 
«IMil iniKKiiillr, iliirrli dio vlli;iti:4chen Involation«! 
rfarKonliIlt; r, 7' Niinl iiIhu <liR Potnazliaien; und beide BG; 
I in Kwni Itiijlimi iiiif dnr einen und andern Seite Ton r 
(Inr ii)iiiolut«n Involution (7'), das auf r, n I 
I Nuf / dar iinondlii^h ferne Punkt und </, also ist 
«fftlpniilrt Toa (v') und li von (rj. Daher sind n au 
/»rrlrnUa dir baiden BUsohel. Irgend ein rechter Wink 
ikr )ii tfopMill' Punkte in (r) einsohneidet, lelirt, daß die Pe 
\f\ kIiiI«Ii - ni*'' iii Die Yom KreiBbQBchel in £ in die Z 
vliigwaoliiiltliti)« luTolaMaB ist die den beiden Involutionen (r) 
ltM)U||liMt«r l'iiiikta, Ik den Kreisen des BüBchels gemeina 
irlninili'iMi »lol »W» «rw ILbsto lurolution (n) (Nr. 134) and 
2iiHtr»tt>itiiU Mii' tr), aktt eDtg^föigeaetzt gleiche 
yy, HS). [M" ||i'ii>P<i<>>»ni*' Satans Ton ^ in besag 
.lo« |in*.<l)»>u Ol iÜ-'K Damus folgt, daS J? 

(»uuiKlvn Umuf) kle des Bitocfaeis sind, 

SiiiMlirtil^i I r<vin< vnn isotropen Gel 




Zwei entsprechende ExeiBbüscheL 29 

wegung in den Büscheln über; entsprechende Kreise schließen also 
entsprechende Brennpunkte ein. 

Sind A, B] Ä', B' die Durchmesser -Endpunkte, auf n, w', ent- 
sprechender Ejreise, so ist, wie eben gefunden: 

RARB^ RF\ Q'Ä - Q'B' - Q'r\ 

Dazu tritt wegen der Potenz der Punktreihen auf n und n: 

RA'Q'A=RBQ'B\ 
oder: 



EA BB 



m, 



Q'B' Q'A' • '"^' 

also: 

BA^BB _ BA^BB 

Q'B'— Q'Ä " Q'B'+Q'Ä"'^'' 

links steht das Verhältnis der Radien r, r der beiden Kreise, rechts 
dasjenige der Entfernung dj d' der Mittelpunkte von JR, bzw. Q'; 
also r : r = d : d' == m. Aus den obigen Gleichungen folgt aber, daß 

(absolut) auch ^t^ = ni ist. 

Daher verhalten sich sowohl die Radien entsprechender 
Kreise der Büschel, als auch die Entfernungen der Mittel- 
punkte von den Fluchtgeraden wie die Parameter RF und 
Q'F\ und werden gleich, wenn diese gleich sind, so daß entsprechende 
Kreise dann zur Deckung gebracht werden können. 

Es seien X, Y die Schnitte eiues Fokalkreises k mit einer Gerade 
durch den Brennpunkt F^, der zunächst der ausgeschlossene sei, so 
daß k auf der andern Seite von r liegt, und X', Y' die Schnitte des 
entsprechenden Kreises k' mit der entsprechenden Gerade durch jP/, 
der ebenfalls ausgeschlossen ist. Wenn Y entfernter von r ist als X, 
so ist Y' näher an q' als X'. Die Winkel von F^^XY mit n und 
von F^YX! mit n sind gleich, hingegen bilden FX und F'X' 
supplementäre Winkel mit jPjPj, bzw. F'F^ und ebenso FY und 
F'T, so daß XFY^ Y'FX\ Die Doppelpunkte F und F^ der 
Schnittinvolution des Büschels mit n sind konjugiert in bezug auf ky 
daher halbiert die Senkrechte in F auf w, welche Polare von F ist, 
den Winkel XFY und ebenso die Senkrechte in F' auf n den Winkel 
X'F' Y\ Daher ^F^FX^ F;F'Y% F^FY ^ F^F'X'-, die gleich- 
namigen Dreiecke sind ähnlich, also auch AXFY^ Y'F'X\ Und 
das nämliche gilt, wenn F^ und J\' eingeschlossene Brennpunkte sind. 

Wenn wieder X und X' den Brennpunkten F und F' näher 281 
liegen, so sind, wie wir fanden, in den Dreiecken XFF^ und X'F'F^ 
die Winkel F^ und F^ gleich, die Winkel F und F' supplementär; 
also liefert der Sinussatz, auf beide Dreiecke angewandt: 

FX __ F'X' 
F^X'~ F,'X" 



30 ni- § 41. FokAlnigtrnscbatVii d».'r Kollintration. 

Zwei entsprechende Punkte haben also proportionale 
Brennstrahlen. 

Wir fBhren die Hanptgeraden m, n als Abszissen- und die Flnciit- 
geraden r, // als Ordinatenaxen ein; so daß wenn XN, X'P' die 
Lote auf die letzteren sind, x =» JVX, z' = P'X\ y «= JRJT. y = ^'P'. 
Sind F, W die Schnitte von f 'X mit r und Ton KX' mit q\ also 
die Fluchtpunkte auf diesen entsprechenden Geraden^ so ist: 

vX'W'X'^vF'Wr, 

oder wenn proportionale Größen eingesetzt werden: 

XX'P'X'^ RF'Q'F, 

d. h. gleich dem Produkte der Parameter, so daß wenn diese nun 
mit c und c bezeichnet werden: 

1 ) XX = cc. 

Die Vierecke X/7i.V und F'X'P'Q' sind ähnlich. Also ist: 

2) xy = cy 
und yx' = vyx 

welche aber aus 1) und 2) folgt. 

Das sind Chasles' kanonische Gleichungen der Kolli- 
neation^). 

Zwei Kurven k und Z in Z mögen sich in P berilhren: mit der 
Tangente /; entsprechend seien ä:', T, P', /'. Durch P sei eine Gerade 
unter kleinem Winkel gegen t gezogen, welche A:, l in den dem P 
nahe gelegenen Punkten ÜT, L triö't: entsprechend seien wieder X', Z- 
Die Kreise, welche t in P berühren und durch X", bzw. i gehen, 
seien konstruiert, ihre Radien verhalten sich wie PK : PL\ auf der 
Grenze werden sie die Krümmungskreise in P an /r, J; und ähnlich in T. 

Es seien ds und rfsj die Bogenelemente PX, PZ, rfs', d^' die 
entsprechenden, qp, qp' die Winkel der PXi, P'K'L' gegen die 
rr-Axen «, w', x, t' die Abszis.sen von P, P' und dXy dx^, dx) i^\ 
die den Bogenelementen entsprechenden Differentiale, so ist: 

ds ' cos cp =» dXj ds- cos qp' = da:, dSj cos qp = dx^, ds^'cos <p'- rf^l- 

/ / / 

Da j;'— , so ist dx' = — - dx', dx/ ^ — - da?,. 

Sind nun p^ p^; p', p/ die Krümmungsradien, so ist: 



p_ 
Pl 




ds 

-dB, 


dx 
^ dx^' 
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Pl 
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dx' 
^ dx/ 


dx 



^ «iip6neiiie, Nr. öiS. 
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Kanonische Gleichungen; Erümmungarftdien ; ähnliche Dreiecke. 31 

Die Krümmungsradien zweier sich berührender Kurven 
im Berührungspunkte yerhalten sich wie diejenigen der ent- 
sprechenden Kurven^). 

Um in zwei entsprechenden Büscheln X, X! entsprechende gleiche 
(nicht supplementäre) Winkel zu erhalten, schneidet man durch einen 
Kreis, der durch X und den näheren Brennpunkt F geht, die Flucht- 
gerade r in Y, Z, denen die imendlich fernen Punkte Y', Z' korre- 
spondieren; weil X und F auf derselben Seite yon r liegen, ist: 

^ FXZ- YFZ^ TF'Z'^ TX'Z'-, 

F^ würde zu einem supplementären Winkel geführt haben. 

Schneidet man zwei entsprechende Geraden Xy x mit ^ und r in 
©, 91, mit s\ q in @', D', so ist 91© • D'@' die Potenz der projek- 
tiven Beziehung, und die hyperbolische Involution auf Xy welche 91 
zum Zentralpunkte und das ^- fache dieser Potenz zu ihrer Potenz 
hat, liefert die Strecken auf Xy welche ^-mal so groß sind, als die 
entsprechenden auf x' und zwar im engeren Sinne (Nr. 57). 

Damit sind wir imstande, ähnliche entsprechende Dreiecke 
zu konstruieren mit gegebenem Ahnlichkeits-Yerhältnis ^ 
und so, daß die endlichen Seiten einander entsprechen. Wir 
konstruieren, nach dem eben Gesagten, zwei entsprechende Strecken AB 

und A'B' ^ — ABy tragen in A und A' an ABy A'B' die einzigen 

entsprechenden gleichen Winkel an. Da der Halbstrahl AB dem 
A' W entspricht und unsere entsprechenden Winkel von entsprechen- 
den Halbstrahlen durchlaufen werden, so sind auch die freien Schenkel 
entsprechende Halbstrahlen. Die einzig möglichen entsprechenden 
Strecken ACy ÄC\ welche beide endlich und das Verhältnis jn haben, 
fallen also entweder beide auf diese Halbstrahlen oder beide auf die 
ergänzenden. Die Dreiecke ABCy AB'C sind in der gewünschten 
Weise ähnlich. 

Ein Kegelschnitt in Z, der in einem Brennpunkt F der 282 
Kollineation seinen einen Brennpunkt hat, geht in einen 
andern Kegelschnitt über, der im entsprechenden F' einen 
Brennpunkt hat; weil dem Brennpunkt eines Kegelschnitts in bezug 
auf denselben eine rechtwinklige Involution konjugierter Strahlen zu- 
kommt*). 

Ist der erste Kegelschnitt ein Kreis um F, so ergibt sich für 
den zweiten q als zum Brennpunkte F' gehörige Direktrix. Die 

F* X' FX 

Exzentrizität dieses Kegelschnitts ist y^p/ , was «= ^„ ist infolge 

1) Gefunden von Smith, mit ansführlicherem Beweise bei Beje. 

2) Vorläufig verweisen wir, um dies nicht zu verschieben, auf Steiner- 
Schröters Vorlesungen, § 85; wir kommen in Nr. 317 beim FolA^xt^V^«^ ^2^ ^% 
Fokaleigenschaften dea Kegekchnitta zu sprechen. 



:;■.' m. S<1. K.,k«l.iu<-n-rl,iirt-ii .l.-r Kollm.-«tiou. 

.>■ .'1'i.vii Ähiili.-lik.'it von Xl-hX und F'X'F'Q': sie ist ab-j 
i.v\K\\ ili'in Vcrliiiltiiis iIcti Itiuiiiia des gegebeuen KreJBflB zum Pan- 

IViiM>-lii<<ii wir nun A\i-- Hehnr konfoknler Kegelschniut 
}'. h\\ wi'l.-li- /■■ lind /■; 7u (trpnnpunkten hat. Sie geht 
.it'or tu .li.> S.-har konf.ikiil.T Keg.'ischnitte (i-", f",), und 
;w;ir ilif i:ili|isi'n und IlypiTltcln in die Hj-perKeln und 
Klhpsfii: lU'nii wi." Jimh- sich zu r vpriialteii. aufweiche alle Neben- 
*\<'ii talU-n. si> viTli;i1ti>n «ich diese zur uneodlit-h fernen Gerade r". 
Oii> luv»luti<>iii-n iii'), ih'i ^ind die foknlmvolutionen. welche di« 
rt>t';'.ii; nri'nnp! Ulkte di-linitTfii, iiml n'. iq'< definieren die im^aämL 
/.wt'i jn'rnormidc l!i'r;idi>n dfs ersten Keldes. welche durch I'aare toe 
•- wvA •• i:i'li.'n, siiiil rerlitwinklijj konjinriert iu bezug auf alU 
Ki.,-tUi'lit;;tio dtT ^i-!iar 1 1\ /■', 1. und die entäp rech enden in beiug 

.1;:: 1.11.- von /■. /■;' . 

Sind .1. .1 cntsiirecliciulf Schfitel auf den Ha-iptasen n, »', 

/;.l - V-' - A7-' V/': 

.U.S Tro .■.:-. kl d> r h;»lbi>n llauptaxeii emsprecheaier Kurren 
A-.:> >:.oj:v. *.:;;.r--!i ist irl.i.-h dvui Pr-riusir- -i-rr Parameter 
dir ii; '.t-a Felävr. Schreibt man dies ::: der F:7=.: 



;:« e*. oaB 



Esz.-: 



Kurven 



jtcfi K:e= i:e ':*;.>.:: Kurven aus öi-r i-etreft-iTü S;iL- redest. Dw 
d W^irh SoroMleD u HjperM 1 




1,-IÄ'^'fr*. 



Entsprechende Scharen konfokaler Kegelschnitte. 33 

Aus der in Nr. 281 gefandenen Proportion p : pi= p': p^' folgt aber, 
daß die links stehenden Produkte gleich sind, also ist: 



/ _ / 1 ü, a 






CL^o^ = (i!(ij, oder 

Die Hauptaxen zweier ungleichartigen Kurven der einen 
Schar sind umgekehrt proportional denen der entsprechen- 
den Kurven der andern Schar, direkt proportional denen 
der gleichartigen unter diesen entsprechenden. 

Kommen X und X.' in entsprechende Scheitel auf den Haupt- 
axen, so wird: 

I(P + Pi)(Pi'- pO - i(Pi- P)(P' + PiO = ^F- Q'F'=- cc. 

Folglich ist cc der gemeinsame und konstante Wert von 
a^a^ und a^^a^y aber auch der gemeinsame Wert der beiden 

gleichen Produkte \{p +Pi)(Pi'— pO iind }(pi— p)(p'+Pi'); wenn 
p, . . . wieder die Fokalstrahlen aus beliebigen entsprechen- 
den Punkten sind. 

In den entsprechenden Büscheln X, X' sind w, und n/ die 
Halbierungslinien der Winkel FXF^y F'X'F^y nicht entsprechende 
Schenkel der entsprechenden rechten Winkel; daher ist, wenn wir 
die Winkel der Dreiecke FXF^, F'X'F^ nur durch die Ecken be- 
zeichnen, die Potenz der projektiven Beziehung: 

cotg ^X . cotg i X'= tang ^(F+ F,) • tang ^(i^'H- F^) 

= tangK^ + FO tangKTr-i^+i^O = tangi(F+i^,) cotgi(F-F,) 
_ tangi(F +FJ ^ _ tang^K+F/) . 

- tangKi^-i^,) ^^ ^^^""^"^ tangl(F'-F/) ' 
also: 

P + Pi ^ P'+Pi ' 
Pi — P Pi' — Pi' 
wie wir schon wissen. 

Zwei korrelative Felder T, J! enthalten zwei ausgezeich- 283 
nete Punkte i?, Q\ welche je der unendlich fernen Gerade 
/*, g* des andern Feldes entsprechen und die Mittelpunkte 
der Felder genannt werden. Ein Parallelstrahlen-Büschel in T geht 
über in eine Punktreihe auf einer Gerade durch Q', und zwei Büschel 
'Ay B, deren parallele Strahlen einander zugeordnet sind, werden pro- 
jektive Punktreihen in perspektiver Lage mit dem Zentrum Q\ 

Je nachdem R innerhalb, auf oder außerhalb eines Kegelschnitts 
in T liegt, ist der entsprechende in T' Ellipse, Parabel, Hyperbel; 
die Polare von R in bezug auf jenen geht in den Mittelpunkt von 
diesem über, und dem Mittelpunkte des ersteren entspricht die Polare 
von Q' in bezug auf den zweiten. Den absoluten Involutione 

S t a r m , Geometr. VerwandtsohAften. IL ^ 



34 m. § 42. Affinität, Ähnlichkeit, Kongruenz. 

(g*), (r'*) entsprechen elliptisclie StrahleninTolutionen (Q'), 
(jB). Sei Sf*r* das Paar von (j*), welchem das rechtwinklige Paar 
s't' von (Q') entspricht; so sind 2JS* und 2JT* die Polaren^ in der 
Korrelation, der unendlich fernen Punkte von s\ f, die ihrerseits ein 
Paar in (r *) bilden; also bilden jB(S*, T*) das rechtwinklige Paar 
st in (R). Die Geraden s, t des einen rechtwinkligen PaarB 
in den Involutionen (B), (Q') sind daher den Geraden s\ ( 
des andern konjugiert (Nr. 267). 

Ein Kreis in Z geht in einen Kreis über^ wenn ihm die 
Involution (22) als Involution konjugierter Strahlen zuge- 
hört, dem entsprechenden Kreise gehört dann (Q^ zu. Zn 
der Involution (iZ) gehören zwei Systeme von Kreisen ^ welche die 
Mittelpunkte auf den Schenkeln s, t des rechtwinkligen Paars haben, 
und zwar, wenn t innerhalb des stumpfen Winkels eines and dann 
aller Paare liegt, führen deren Punkte zu reellen Kreisen Ä^, während 
die von s, die innerhalb der spitzen Winkel liegt, imagiiuLre Kreise 
Ä, liefern (Nr. 116). 

Wenn M auf s oder t liegt, so ist die Polare von iJ in bezog 
auf den zugehörigen Kreis von M senkrecht zu s, bzw. ti It und 
diese seine Polare gehen durch die Korrelation über in die onendlidi 
ferne Gerade r"^ und den Mittelpunkt des entsprechenden Kreises; da 
jene Polare durch T*, bzw. S* geht, so liegt dieser Mittelpunkt 
auf fy bzw. s\ In Z' trägt also s die Mittelpunkte der reellen Kreise 
Äi', die den Ä^ entsprechen, und f die der imaginären Ä/', welche den 
S, korrespondieren, also liegt s' in den stumpfen Winkeln der Paare 
von (Q') und t' in den spitzen Winkeln. 

Den Übergang von den reellen ^^ zu den imaginären ^, bilden 
der Nullkreis um R oder das Paar der isotropen Geraden aus R und 
das Paar der absoluten Punkte auf g*, denen durch die Korrelation 
das Paar der absoluten Punkte auf r'* und der Nullkreis um Q' 
entsprechen. 

§ 42. Besondere Fälle der Kollineation: Affinität, Ähnlichkeit, 

Kongruenz. 

284 Die Kollineation wird Affinität genannt^), wenn die unend- 

lich fernen Geraden sich gegenseitig entsprechen: q*^ und g'*. 
Es gibt dann keine endlichen Fluchtgeraden und die Ergebnisse der 
vorangehenden Betrachtungen, welche solche voraussetzen, gelten nicht. 
Jedem endlichen Punkte entspricht ein ebensolcher, sich 

1) Den Namen hat wiederum Möbius geschaffen: Barycentrischer Calcol, 
^ 147. Er erwähnt, daß von affinen Kurven schon Euler in der Introdnctio 
Ajialysin infinitomm gesprochen habe (Bd. 11, Kap. IS). 
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Zwei affine Felder haben also steta und nur dann zwei 
reelle Paare entsprechender Richtungen mit entsprechenden 
gleichen Strecken, — gleichstreckige Richtungen — , wenn 
TOD den beiden konstanten VerhältnisBeu, welche zu den 
beiden Paaren entsprechender Richtungen gehören, die bo- 
wohl in dem einen als im andern Felde rechtwinklig sind, 
dsi eine echt, das andere unecht ist^). 

Das bedeutet fDr einen Ereis und seine entsprechende Ellipse, 
da£ a'>r>V. 



Weil die beiden Teilverhlltnisse 



Bintfl 



entg^engesetzt gleich sind. 



M riod die beiden Geraden g,, g, durch i? zu den rechtwinkligen 
Gamden ], i harmonisoh, und ebenso in der andern Ebene. 

Wenn affine Felder keine entsprechenden gleich- 
'eckigen Geraden haben, so können sie nicht in perspek- 
■e Lage gebracht werden. 
^Jm andern Falle aber ist, weil die Perspektivmachung zu 
' endlicben Schnittlinie führt, daB Perspektivitätszentrum 
tjicb fern; in der Tat, wenn die Punktreihen ABU . . .E und 
ff ähnlich sind ond E' mit E sich auf der Scboittliaie 
lud AJÜ, BB; CC, . . . paraUel. 

tider haben im altgemeinen keine entsprecben- 

~t die absoluten Involutionen entsprechen einander 

^0 tritt der gpezieUe Fall der Affinität, den wir 

neo werden und in dem dann jedem Kreis 

p^lächeninbalte zweier entsprechen- S 
r ivt konstant. 
LjDreiecke des einen Feldes mit einer 
j/tD' die entsprechenden Dreiecke; 
tand E-=(A'B', CD') der ent- 
Vorzeichen nach: 
-.DE, 

, C'D'E' ähnlich sind; 



^ folgt, daß die 
in beiden 
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Der Mittelpunkt eines Kegelschnitts geht in denjenigen des ent- 28t) 
sprechenden EegeUchnitts Ober, and da schon bei der allgemeinen 
Kollineation konjugierte Elemente in ebensolche (ibergefaen, so gehen 
jetzt bei der Affinität konjugierte Dnrchmesser in konju- 
gierte Durchmesser, bei einer Hyperbel die Asymptoten in 
die Asymptoten der entsprechenden Hyperbel über. 

Drei Paare entsprechender Punkte oder drei Paare ent- 
sprechender Geraden, also zwei entsprechende Dreiecke be- 
stimmen, neben den unendlich fernen Geraden, die Affinität toU- 
ständig und eindeutig (Nr. 264, 266). 

Um zwei Ellipsen affin zu machen, lasse man den 
Mittelpunkt und zwei Punkte der einen, nach denen kon- 
jugierte Durchmesser gehen, dem Mittelpunkte und zwei 
eben solchen Punkten der andern entsprechen; in der dadurch 
IlMtimraten Affinität entspricht der ersten Ellipse eine Ellipse, die 
mit der zweiten den Mittelpunkt und zwei konjugierte Halbmesser 
gemeinsam hat, also, weil eine Ellipse dadurch eindeutig bestimmt 
wird, mit ihr identisdi ist. 

Zwei Hyperbeln macht man affin, wenn man die Asymp- 
toten and eine Tangente der einen den Asymptoten und einer 
Tangente der andern entsprechen läßt; denn durch diese Ele- 
Ute ist die Hyperbel eindeutig bestimmt. 

Zwei Parabeln macht man affin, indem man einen Durch- 

■ser der einen, seine Eiidpunktstangente und eine zweite 

J|te ebensolchen Elementen der zweiten zuordnet; 

rum bestimmen diese Elemente die Parabel eindeutig. 

■ondete kann man jede beliebige Ellipse und einen 

rtspiechenden Kurven ia affinen Feldern machen. 

f Anwendung der Affinität, hieraus und aus dem 

(gröBte und kleinste Figuren einige interessante 

Un gleichseitiges Dreieck eingeschrieben ist, 

ergänzenden Halbmesser desjenigen, der 
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gilt dasselbe, denn diese Eigenschaften 

i^keit aber nicht. Und wenn diese 

ib aingeBchriebenen Dreiecke für eine 

gleiohseitig und die Eigenschaft 

^egenecken. 

sohziehene Dreieck, in welchem 

ber den nach der (regenecke 

eser Ecke parallel ist, geht 

Ereise entspricht, in ein 

tr daa in bezug auf die 
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Seite und die Gegenecke, welche jenen entsprechen^ dasselbe gilt, 
welches infolge dessen ein gleichseitiges Dreieck ist und bei dem 
diese Eigenschaften dann auch für die beiden andern Seiten und 
Gegenecken eintritt; so daß letzteres wiederum auch für die Ellipse gilt. 

Der Mittelpunkt des Kreises ist der Schwerpunkt des gleichseitigen 
Dreiecks; die Halbierungen, die ihn als solchen charakterisieren, 
bleiben bei der Af&nität erhalten, so daß der Mittelpunkt der Ellipse 
ebenfalls Schwerpunkt des eingeschriebenen Dreiecks ist. 

Konstruieren wir nun alle derartig der Ellipse eingeschriebenen 
Dreiecke, so erhalten wir im andern Felde alle dem Kreise ein- 
geschriebenen gleichseitigen Dreiecke. Diese sind von demselben 
Inhalt und größer als alle andern dem Kreise eingeschriebenen Drei- 
ecke^). Folglich gilt dasselbe auch für die der Ellipse in der obigen 
Weise eingeschriebenen Dreiecke. Wir erhalten: 

Es gibt cx)^ einer Ellipse eingeschriebene Dreiecke, 
welche, untereinander gleich, größer sind als alle übrigen 
eingeschriebenen Dreiecke und alle den Mittelpunkt der 
Ellipse zum Schwerpunkte haben. Jeder Punkt X der Ellipse 
liefert eins; ist nämlich XMX^ der nach ihm gehende Durchmesser, 
so ziehe man zu der Tangente in X durch die Mitte des Halbmessers 
MX^ die Parallele, welche die Ellipse in den beiden andern Ecken 
Y, Z schneidet. Bei jedem dieser Dreiecke ist auch ZX parallel zur 
Tangente von Fund halbiert MY^, XF parallel zur Tangente von Z 
und halbiert MZ^. 

Ebenso erhält man aus dem Satze, daß unter allen einem Ki^ise 
umgeschriebenen Dreiecken die gleichseitigen den kleinsten Inhalt haben, 
folgenden Satz für die Ellipse. Es gibt oo^ einer Ellipse um- 
geschriebene Dreiecke, welche, untereinander gleich, kleiner 
sind als die übrigen umgeschriebenen und alle den Mittel- 
punkt zum Schwerpunkte haben. Jede Tangente x liefert eins; 
der Halbmesser MX^ nach ihrem Berührungspunkte X^ werde über 
den Mittelpunkt so weit bis X verlängert, daß JlfX — 2XiJf; die 
Tangenten aus X sind die beiden andern Seiten, und für jede von 
ihnen und die Gegenecke gilt dasselbe wie für x und X. 

Und ähnlich: 

Die Parallelogramme, welche in den Endpunkten zweier 
konjugierten Durchmesser einer Ellipse ihre Ecken haben, 
haben gleichen Inhalt und sind größer als alle andern ein- 
geschriebenen Parallelogramme. 

Die Parallelogramme, welche mit ihren Seiten eine 
Ellipse in den Endpunkten konjugierter Durchmesser be- 

Eb kommt uns hier nicht auf den Beweis dieses Kreissatzed an, den wir 
ont vorauBsetzen, sondern nur aaf seine Übertragung auf die Ellipse. 
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rQbren, haben gleiclien Inhalt und sind kleiner als alle 
andern umgeschriebenen Parallelogramme. 

Und auch: 

Die Sehnen, welche von einer Ellipse Segmente gleichen Inhalts 
absebneiden, umhdllen eine ihr konzentrische EUipse mit derselben 
lüTolution konjugierter Durchmesser. 

Denjenigen speziellen Fall der Affinität, in welchem das kon- 387 
ttante Verhältnis entsprechender Flächen 1 ist, bezeichnet Möbias als 
Gleichheit^). 

Zwei höhengleiche Dreiecke legen eine Gleichheit fest. 

Sind die Dreiecke, durch deren Entsprechen die Affinität 
feitgelegt wird, äbnlieh, so gilt dies fUr jede zwei ent- 
■preebenden Figuren. 

Die gegebenen Dreiecke seien ABC = abc und A'B'C ^ a'b'c'. 
Die entoprechenden Geraden x und x' mögen b, c ia Y, Z, b', c in 
T", 2' eohneideiL Wegen der ähnlichen Punktreihen auf b und b', 
C waA 4 giU: 

AY-. A'T~ AG-.A'C, AZ: A'Z' = AB-.A'B'; 
vegen der vorausgesetzten Ähnlichkeit ist: 

AC-.A'C'^ABiA'B'; 
also: 

AYiÄT^AZ-.A'Z'. 

Ferner ist ^ YAZ •= Y'A'Z'. Denn wegen der auch dem Vorzeichen 
aaoh geltenden Proportionalität in den ähnlichen Punktreihen auf b 
lind b' liegen Y und Y' beide auf dem'enigen Seiten von A und A', 
auf denen C und C liegen, oder beide auf den andern, und ebenso 
I Z und Z' auf c und <■'; daher sind YAZ und Y'A'Z' beide 
Vinkel yon ABC und A' B'C oder beide deren Scheitelwinkel oder 
i AaBenwinkel, also jedenfalls gleich. Demnach i»t Axbc^ afb'c, 
r a und a durch x und x' ersetzt haben; ebenso ist xyc "^ x'y'c' 
tya'^Xfl'/. Das sind beliebige entsprechende Dreiecke. Zwei 
ihende Polygone mit mehr Seiten teilt man durch enteprecbende 
titlen in Dreiecke; folgli<;h bestehen die beiden Figuren aus 
ii!>n und, wie in Nr. 2Sb erkiumt wurde, ähnlich geleerten Teil- 
t - und Niod selbst ähi lieb. Zwei tou krummen Linien um- 
mde Figu a haben die Eigenschai^, daß jedem 
. Fig eingeeohrieben ist, ein der andern 
tplU ^enen Ecken den Ecken des ersteren 
1 llinlioh iat Die Figuren sind 
die Definition ähnlicher Figuren, 
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Während bei der allgemeinen Affinität das Verhältnis 
k entsprechender Strecken sich ändert, wenn Ton zwei ent- 
sprechenden Richtungen zu andern übergegangen wird, ist 
es im jetzigen Falle konstant. Denn seien b und V, c und c 
beliebige entsprechende Geraden mit den Schnitten A^be, A ^ h'c 
und den entsprechenden Punkten C und C auf den ersteren, B und 
B' auf den letzteren , so ist für b und V und ihre Richtungen 

^•^= .^ , für c und c und ihre Richtungen Ä:^»= y^ . Aber wegen 

der Ähnlichkeit von ABC und ÄB'C ist Ä'^— Ä'^—A-. 

Und diejenige absolute Konstante, die schon bei der allgemeinen 
Affinität vorkommt, das Verhältnis entsprechender Flächen, ist 
das Quadrat dieser nunmehr auch absoluten Konstante h 

Dieser Spezialfall der Affinität heißt Ähnlichkeit. Die Ähnlich- 
keit entsprechender Figuren bedingt durchgängige Gleichheit 
entsprechender Winkel, durchgängige Gleichheit entspre- 
chender Büschel. 

Wenn zwei affine Felder ein Paar entsprechender Büschel haben, 
welche gleich sind, so ist es möglich, diese Büschel parallel zu 
stellen, d. h. jeden Strahl des einen parallel zu seinem entsprechenden. 
Die beiden Ebenen sind auch dann parallel. Die entsprechenden un- 
endlich fernen Geraden decken sich und zwar entspricht jeder Punkt 
dieser Gerade sich selbst, weil immer zwei entsprechende (Jeraden 
aus den beiden Büscheln nach ihm gehen. Folglich müssen auch 
zwei andere entsprechende Geraden der beiden Felder den unendlich 
fernen Punkt gemeinsam haben, also parallel sein. In der Tat, wenn 
die beliebige Gerade x des ersten Feldes mit der Gerade y des obigen 
Büschels in diesem Felde parallel ist, dann sind, wegen der Affinität^ 
auch X und y parallel; y und y haben wir parallel gesteUt, also 
sind auch x imd o:' parallel. 

Weil aber in der jetzigen Stellung der beiden Ebenen jede zwei 
entsprechenden Gerader parallel sind, so sind stets zwei entsprechende 
Winkel gleich, zwei entsprechende Dreiecke ähnlich; die AffiniiÄt ist 
Ähnlichkeit, und daran ändert die Zurückverlegung der Ebene in die 
ursprüngliche Lage nichts. Also: 

Wenn zwei affine Felder ein Paar entsprechender Büschel 
besitzen, welche gleich sind, so gilt dies durchweg: es liegt 
Ähnlichkeit vor. In zwei affinen Feldern, die nicht ähnlieh 
sind, gibt es keine gleichen entsprechenden BüscheL 

In ähnlichen Feldern entspricht, eben wegen der Ähnlichkeit; 

ledem Kreise wieder ein Kreis; also sind die einen absoluten Punkte 

■I «»dem abeolnten Punkten entsprechend, weil diese Punkte Schnitte 

Klirren mit entsprechenden Geraden sind. Die ib- 
"■- je ab Doppelpunkte, die absolute Involotioa. 
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Bs entspricht daher auch der einen absoluten Involution 
^die andere^ und in der Tat^ wegen der Gleichheit entsprechender 
'Winkel; entsprechen zwei rechtwinkligen Geraden des einen Feldes 
'^"iwei eben solche im andern, den unendlich fernen Punkten jener die 
'''unendlich fernen Punkte dieser, also jedem Paare der einen absoluten 
-^InYolution ein Paar der andern. 

Und umgekehrt, das Entsprechen der absoluten Punkte, 

-- oder, was dasselbe ist, der absoluten Involutionen ist Eenn- 

seichen der Ähnlichkeit. Denn zunächst sind die Träger dieser 

^ Involutionen entsprechend, also liegt Affinitat vor; femer entsprechen 

/ ja^ wegen der Korrespondenz der beiden Involutionen, rechtwinkligen 

Geraden wiederum rechtwinklige Geraden. Einem Quadrate des einen 

Feldes, d. h. einem Parallelogramme, bei dem die einen Gegenseiten zu 

den andern und auch die Diagonalen zueinander rechtwinklig sind, 

entspricht ein ebenso beschaffenes Parallelogramm, also ein Quadrat; 

* daher sind entsprechende Teildreiecke dieser Quadrate ähnlich; wir 

haben Ähnlichkeit. 

Oder, einem Kreise K des einen Feldes, als einem Kegelschnitte, 
SU welchem die absolute Involution desselben als Involution kon- 
jugierter Punkte gehört und der daher durch ihre Doppelpunkte geht, 
entspricht ein ebenso zur andern absoluten Involution und ihren Doppel- 
punkten sich verhaltender Kegelschnitt im andern Felde, mithin ein 
Kreis K\ Seien ABC und AB'C ihnen eingeschriebene entspre- 
chende Dreiecke, und ifefSl, MSd, M^ zu BC, CA, AB parallele 
Radien von Z, so entsprechen ihnen, wegen der Affinität, zu JB'C, 
CA, AB' parallele Radien M'%\ Jtf'S', M'^'. Nun ist, ebenfalls 
wegen der Affinität, B'C'iBC^ M'W:M% . . .; femer ist ersichtlich: 

Jf a : ilf S3 : Jf e = M'%': Jlf' 85': Jlf' 6'; 

daher auch: BCiCAiAB^ BV : CA' : AB'-, also A ABC ^^ AB'C, 

Durch zwei Paare entsprechender Punkte A, A\ B, B' 
ist die Ähnlichkeit zweier Felder festgelegt, aber zweideutig; 
denn wenn im ersten ein dritter Punkt C gegeben ist, so kann der 
entsprechende C\ der mit AB' ein dem ABC ähnliches Dreieck 
bilden soll, in zwei Lagen genommen werden, die symmetrisch zu- 
einander sind in bezug auf AB' oder von denen jede durch Um- 
klappung der andern um AB' sich ergibt. Ist dann eine dieser 
Lagen gewählt, so ist fär jeden weitern Punkt D nunmehr der ent- 
sprechende D' eindeutig bestimmt; wiederum soU AB'If zu ABB 
ähnlich sein, aber es müssen AB'U und AB'C gelagert sein wie 
ABB und ABC, d. h. ebenso in gleichem oder ungleichem Sinne 
umlaufen sein oder auf derselben oder verschiedenen Seiten ^'"•^ ^'B' 
liegen, wie es bei ABB und ABC der Fall ist. 
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dorcb diese Deckang parallel; also müssen die Felder ähiilich 
sein. Folglich können nicht ähnliche affine Felder nur 
darch Aufeinanderlegen endlicher gleicher entsprechender 
Punktreiben in Perspektive Lage gebracht werden, und sind 
solche nicht vorhanden (ifr. 284), so ist Perspektive Lage 
nicht möglich. 

Man kann sie dann durch zwei Perspektive Lngen verbinden, 
indem man das eine Feld X aus einem endlichen Zentmin auf eine 
nicht parallele Ebene Z" projiziert, wodurch allgemeine Kollineation 
mnächflt zwischen Z und Z" und infolgedessen auch zwischen Z" 
and Z' entsteht, und dann Z' und Z" in Perspektive Lage bringt. 

§ 43. Ebene Kollineation. 
Eben wollen wir eine Kollineation oder Korrelation von "289 
Feldern nennen, wenn sie in der nämlichen Ebene sich be- 
finden. D» stoSen wir bei der Kollineation auf die Fri^ nach 
■ieli eelbat entsprechenden Elementen, bei der Korrelation auf 
nach inzidenten entsprechenden Elementen, bei beiden 
! die Frage nach doppelt, in beiderlei Sinne oder involu- 
(jech sich entsprechenden Elementen und ob es ganz in- 
■vtorische Verwandtschaften gibt. 
L Wenden wir uns zu der Kollineation, Wir bemerken zuerst, daß 
gerade a = b' der Ebene zwei entsprechende Geraden a, b hat, 
"* »lier auf ihr zwei entsprechende Punkte ab,a'b'; 

'Zwei Paare wiirde sie zu einer sich selbst ent- 
I machen. Ebenso hat jeder Punkt A ^ E^ zwei 
^Ä'f S, und es gehen durch ihn zwei entspre- 

itHprechender Punkt oder Koinzidenz- 

■den projektiven Büaebeln um zwei ent- 

iloge Strahlen durch ihn; also liegt er 

Kegelschnitt, und ebenso auf jedem 

iden Kegelschnitte. Zwei derselben, 

haben ersichtlich den Punkt 

weitere; nach jedem von ihnen 

von A, Ä' und zwei von 

ist er sowohl ab, als ah', 

Ebene haben im all- 
'). Durch sie gehen 
ten Kegelschnitte. 




— 1 


44 --^ 


^^■^^ 


Wenn .1 ■ ^— -~i^ 


^ M ■ T ■ IUI 










- 








amm^^ m wini Ktl- 


Man k:i'" 




J[,4'gehe:. 


. ._ . ^ 


gewisBen j\ 




Bei k<.: 


^ 


den Gerad, 


rsar-sar: 


kongruent 


— :=«■ & Ä 


Geraden n,i 




Aber .M, 1 ^ 
Punktreih.M ,,: —— =- - 
8prechend.-ii l'i, ^^^^^ 


^^ ■ 


~ - -^^^MB^. 


DadoTch |> ^^^^^^^^^^^^^ 


r^ M 


entsprechende Gemdfl^^^^^^^^^^^^^^^^ 


^ 


unundfl^^^^^^^^^^^^P 




Da ^^^^^^^^^^K 


S^.^31 


das Perspektivl^^^^^^^^H 


^^V ^ «as» 


Feldern *^^^^^^^^^^^^^H 




Vereinigung J^^^^^^^M 


^^^^^^^^^^^^^^fl 


Punkte wir^^^^^^^^^^H 


^^^^^^^^^^^H 


Z\^^^^^^^^^^^H 


^^^^^^^^^H 


zu ^^^^^^^^^B 


^^^^^^^^^^^H 


koni^ruenten B^^^^^^^K 


"^^^^^^M 


entsprechende Geraden ^^^^^^^^B 


^^^^H 


einander gflegt werduO:^^^^^^^^L 


^^^^^1 


dann fe^^^^^^^^^k 


^1 


tung zu der H a 1 b i e r u n g H^^^^^^^^^^H 


L J 


der Ebenen, von 9^^^^^^^^| 


^^v- ^ii^^^^H 


schlössen ^^^^^^^^H 


^^^^^^^^^^^H 


Umgekehrt ist unmittelba^^^^^^^^H 


^^^^^^^^^^^H 


lelen Ebenen, die in perspekti^^^^^^^H 


^^^^s^^^^^^l 


und kongruent werden, wenn daHI^^^^^^H 


^ ^^^^1 


und daß zwei beliebig gelegene ^''^^^^^| 


^^M ^^H 


Zentrum unendlich fem liegt in l<>-'^^^^H 


^^m ^H 


beiden Halbierungaebenön der II.. i ^^B 


^^K ^H 


Endlich, w^'nn die un>Mj.!! ^ 


^H 


Felder gleich siad, d. h. mit <i ^ 


^^^^ ^M 


Deckung gebracht werden können, .^ ^ä 


^V" ■ 


1) Bei Mübiua Gleichheit und Ähnli.h 


^^^J 


^J 


^^^^^1 



I)i'r Wurf diT Kollineatiou uud dir Juvariaiili-ii. 47 

Iren gleicher entsprechender Strithlenbüschel zweior kol- 
eurer Felder werden, wenn diese ineinander gflegfc werden, 
des einen gleich-, die des andern ungleichlaufend. Eine 
»ige Verschiebung der Felder inoinuider, aus der Lnge, wo iliv 
\ Koinzidenzpunkte reell sind, in eine solche, wo nur einer es isl 
er omgekehrti, ändert daran nichts. 

In Nr. 166 erzeugten wir eine Kurve 4. Ordnung durch zwei 
jektive Kegelschnitte derselben Ebene, indem die entsjirecliendeii 
igentan geschnitten wurden. Durch diese Projektivität t-ntütelien 
. 268) in der Ebene kollineare Felder, in denen lioiuologe l'iiiikte 
. TiDgaiten der beiden Kegelschnitte ebenfolle homolog sind. Die 
i Koinddenspunkie, ron denen jeder zwei Tangenten au beide 
'ven sendet, ron welchen die einen den andern entsprechen, sind 
drei Doppdpunlcte der erseagten Kurve, auf die a. a. 0. aus dem 
hleehte derselben geschlosaen wurde. 

Wir Tsrwerten die Sätie aber das Fünfeck (Nr. 270) für die 290 
und das Fünfeck aus den drei Koinzidenz- 
ei entsprechenden Punkten, 
[pke, für alle Paare entsprechender Punkte 
Vürfe, und man kann daher 
ecben^). 

■ntsp rech ender Punkte. Die 

X und X' erzengen einen 

und ebenso die um }', )."; 

^er Schnittpunkt entsprei'hen- 

I Punkt dec ersten 
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Ebenso haben eie, wie der duale Beweis l> ' 
geruileu u, c, w, welche VOD allen durch ai> 
erzeugten Kegelschnitten berührt verden. 

Aber ersichtlich sind diese Geraden 
Punkte, und ihr Dreieck (oder Ürei 
zidenzdreieck (oft auch Hagptdr. 
lineation. 

Weil der Punkt (AB. I / 
allgemeine Fälle: das g>i 
Ecke V önd die Gege 
dann durch die Involutio 
welche den beiden Kegclw 
«■, t' durch die zu ihr pei 

Die beiden Kegelsch:n)|| 
diese eine Gerade gern ei 
viele in gerader Linit) 
diesen Hpe?.iellen '. 

Ifan kann z 
daß sie drei reelle 1 
Endpunkte zwei 
entsprechender I 
erhaltenen Koinzidi 
selber reell; e 
der perspektis 
sich selbst entspl 
nun G oncl G' i 
sprechender BUfl 
Torhanden sindj 
Krei:); G' 
gehenden iliuij 
der Kreis i 
mit dem ; 
ein Kreis gel 
und reell hm 
uud G' gehta 
dem Kreis f 
Ks gibt =. 
gleichliii:|4 
als vierte 
neben '!■-■ 

Khii- 
Healiiiit 
zweite ! ' 
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iiihlea ao9 dem Schaitt- 
(ittcli U, r, IT sind, der 

■ «ntFprpchender Cieradeii, so können 

t dea darch die beiden Büschel um 

Sjr, .V— j-'m' erzeugten Kegelschnitts 

(ftht, BO wie durch xx', yy'. Proji- 

i Punkten diu (üal andero, so ergibt sich: 

<y'(u, r, w,x;x) 

.utiK bsviusen. Vhr zugebüriK^ Itrumme Wurf 
ini!« KegelBohrnttsI ist uvwxx'. Also ist; 

jEywa-'jr steht, weil X und X' auf jr und x' 

[ Punkt Würfe f^FH'X'X und kommt aus 

boliaitts; dtuin x and x' sind ent- 

■la X und .V, folglich liegt xx' 

Witte, der durch .V, A", U, V, W 

mictwuri' UVWX'X tragende 

liolien den beiden dualen 
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X„^ und X^^ die beiden gleichartigen Invarianten seien, welche 
a) beide echt oder b) beide unecht sind, aus V auf t; in die Reihe 
F, Yj, F,,... und aus W auf u? in die Reihe Z, Z^, Z,, . . ., so 
daß X,«(Fr,, WZ^. 

\^^^(JJWYY^ ist die Invariante der beiden konjektiven Punkt- 
reihen auf V] daher ist der Konvergenzpunkt der Reihe der T der 
Punkt W im FaUe a), der Punkt V im FaUe b) (Nr. 147). Ebenso 
ergibt sich, weil X^^= {VUZZ'), als Konvergenzpunkt der Reihe der 
Z in jenem Falle ü, in diesem F. Nun ist {VW, WU)^ F, 
(Fü, Wr)'^V. Daher ist Konvergenzpunkt der Reihe X im Falle 
a) der Punkt W, im Falle b) der Punkt F. 

Wird aber mit einem Punkte des zweiten Feldes angefangen, so 
vertauschen sich auf v und u? die Eonvergenzpunkte und daher auch 
die der Reihe der X; es ergibt sich im ersten Falle F, im zweiten 
W. Diese Konvergenzpunkte entsprechen also den Zeigern 
der dritten ungleichartigen Invariante X^^; und für den Über- 
gang vom ersten zum zweiten Felde, f&r den die Bezeichnung der 
Invarianten eingerichtet ist und die wir vorzugsweise ins Auge fassen, 
entspricht der Konvergenzpunkt dem hintern, bzw. vordem 
Zeiger, je nachdem diese dritte Invariante unecht oder echt 
ist. Macht man denselben Prozeß mit den Geraden, deren Invarianten 
ja die reziproken Werte haben, so ergibt sich fQr den Übergang vom 

ersten ins zweite Feld, Konvergenz nach w, wenn r — unecht, 

folglich X,^ echt ist, und Konvergenz nach t;, wenn X^„ unecht ist 

Wenn also z. B. X^^ unecht ist und die beiden andern echt sind, so 
konvergiert die Reihe der Pimkte nach TT, die der Geraden nach v, 
die mit W inzident ist. Das ist notwendig; denn wir können ja 
von zwei inzidenten Elementen X und x ausgehen; es besteht die 
Inzidenz durchweg und daher auch für die Konvergenzelemente. 

Die Konvergenzelemente für die Punkte in dem einen, für die 
Geraden in dem andern Sinne liegen im Koinzidenzdreiecke einander 
gegenüber. 

Bleiben wir bei der Voraussetzung: X^^ unecht, X^,^, X„^ echt und 
beim Übergang aus dem ersten ins zweite Feld. Die Fluchtgerade r 
des ersten Feldes treffe u, v, w in R^, R^y R^] dann ist, wenn wir 
die Invarianten bzw. auf u, v, w vermittelst dieser Fluchtpunkte her- 
stellen: 

X r= (WVR R! \^ J^^ X — ^^"^ X = ^^^ 

Folglich ist W weiter von jR^ und von r entfernt als F, W weiter 
als U, U weiter als F; der Konvergenzpunkt W ist am weitesten von 
tfemt. 
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Der EonTergeuzpankt ist derjenige Eckpunkt des Koin" 
zidenzdreiecke, der von der Fluchtgerade dea Feldes, von 
dem ausgegangen wird, am weitesten entfernt ist, und an 
der Fluchtgerade q des andern Feldes ist er der näctiste^). 

Denn 

Der dritte Eoinzidenzpunkt JJ ist Eonrergenzpunkt des Schnitt- 
punktes der beiden Geraden x,*, x^', welche aus x in dem einen mid 
in dem andern Sinne sich ergeben; denn x^ konvergiert nach v, x^" 
nach IC, der Schnitt also nach V. Ja, man braucht nicht einmal von 
deraelben Gerade auszugehen: U ist Eonvergenzpunkt von x^^^, y,~. 

Bei zwei affinen Feldern der nämlichen Ebene ist die unendlich 
fsme Gerade eine Eoinzidenzgerade u, so daß V der (reello) endliche 
Koinsidenzpankt ist. Das eben besprochene auf die FInchtgeraden 
besQgliche Eeonzflicbeo verse^; wir gehen auf die X zurQck und 
UUm) X,h~ vm ^^ % ^ut~ zTf ^°^ "'' ^^"^^ beide gleicher Art, 
■0 und beide Konvergenzpunkte unendlich fem; sind sie ungleicher 
At^ io üt der eine endlich, der andere unendlich fern. 

g 44. Ebene Ähnllcbkelt und EongraenK. 

Die unendlich ferne Gerade ist bei der ebenen Ähnlich- % 
keit eine Seite des Eoinzidenzdreiecks; es bleibt also nnr 
ein endlicher Eoinzidenzpunkt TJ, der (seit Euler, 1777) Ähn- 
lichkeitspunkt genannt wird. Mit je zwei entsprechenden Sti-ecken 
bildet er ähnliche Dreiecke, sie werden ans ihm unter gleichem 
' Winkel gesehen. 

I Zwei entsprechende Strecken Ji'B, Ä'B' bestimmen zwei Ahidich- 

keiten, bei der einen sind entsprachende Figuren durchweg in dem- 
aelben Sinne, bei der andern durchweg in entgegengesetztem Sinne 
tunUafen, bei jener sind entsprechende StrahlenbUschel gleich und 
ifeud, bei dieser gleich und ungleichlaufend (Xr. 387); daher 
ttacheiden wir gleichsinnige und ungleichsinnige Ähn- 
■eit and die Ähnlichkeitspnnkte als U^, U^- 

niebtlißh der unendlich fernen Koinzidenzpunkte V, W gilt 
Im Falle der Gleichiinnigkeit erzeugen zwei ent- 
^,»i.t^kno«v.»i nr^Q gieidi and gleichlanfead, einen Kreis; 

n Lokdon mitgeteilt; vgL Jahreabericht 
rahig.ll,B.H4; dort wird Amodeo, 
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da ein derartiger Kegelschnitt dem Koinzidenzdreiecke umgeschrieben 
ist, so sind T. IT die absoluten Punkte. 

Im Falle der Ungleichsinaigkeit erhalten wir um U^ kon- 
zentrische, gleiche und ungleichlaufende Strahlenbüschel ^ also eine 
gleichseitig -hyperbolische InvolutiMr. (Xr. 74 r. Daraus folgt, daß 
auf der unendlich fernen Koinzidenzgerade u und um l\ 
involutorisches Entsprechen statt hat, vom Ahnlichkeits- 
punkte L\ zwei reelle und zueinander rechtwinklige Koinzi- 
denzgeraden H'f V ausgehen, welche in die unendlich ferne 
Gerade die in diesem Falle reellen V, IF einschneiden. 

Die srenannten Gentden ?r, r halbieren die Winkel aller ent- 
sprechenden Strahlen aus L\, als Doppelstrahlen jener Involution. 
Und da in einer gleichsei tig-hyper'oi »tischen Involution auch die beiden 
isotropen Strahlen ein Paar bilden, so entsprechen die absoluten 
Punkte involutorisch einander. 

Die Eigenschaft, daß bei ähnlichen Feldern die einen absoluten 
Punkte den andern entsprechen, srestaltet sich, wenn die Felder inein- 
ander gelegt werden, derartig. daB im Falle der Gleichsinnigkeit jeder 
der beiden absoluten Punkte >ich selbst entspricht, im Falle der 
üngleichsinnigkeit die>e Punkte involutorisch einander entsprechen. 

In letzterem Falle sind die durch entsprechende Büschel erzeugten 
Kegelschnitte- immer gleichseitiire Hyperbeln. 

Konstruieren wir nunmehr aus zwei entsprechenden 
Strecken Ali, A' B' die beiden Ahnlichkeitspunkte U^, L\ 
Diese beiden Punkte ergeben sich zunächst als Schnittpunkte Ton 
zwei gewissen Kreisen Kü,^K^\. Ihre Entfernungen von A und il', 
von B und B' haben das Ahnlichkeitsverhältnis ABiA'B', Liegen 

also 21 und ^tj so auf AA\ daß j * = — aJ ™ rs"' '"^^ ebenso 

93 und 93, auf BB\ so befinden sich Ui und U^ sowohl auf 
dem Kreise A^ über 2(2(^ als Durchmesser, als auf dem 
Kreise A'^ über 58^8, als Durchmesser. 

Im Falle der Üngleichsinnigkeit sind die Koinzidenzgeraden 
w, V die Halbierungslinien der Winkel Al\A' und BU^B'; die eine 
halbiert die Winkel selbst und geht durch 9^, 9)^, die andere die 
Nebenwinkel und geht durch 31, 35: also sind 389, Äi®, diese 
Koinzidenzgeraden und ihr Schnitt ist l\. 

Alle Punkte S. (I|, aus irgend zwei entsprechenden Punkten C, C 
hergestellt. liegen auf diesen Koinzidenzgeraden. 

Bei Gleichsinnigkeit sind die Winkel ü^AB^ U^A'B' gleich 
und von gleichem Sinne: ist dann «S der Schnitt der beiden Geraden 
ABf A B\ so folgt aus jener Eigenschaft, daB die vier Punkte A^ X 
C|, S auf demselben Kreise liegen. Je nachdem A^ A' auf ihm sn 
Ugj S hjperbolisch oder elliptisch liegen, stimmt der Winkel AS'A 
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in Größe und Sinn überein mit dem Winkel (AB, A'B'), d. i. dem- 
jenigen Winkel an S^ dessen Schenkel die Sinne AB, A'B' haben, 
sowie mit AUiA', oder er ist zu beiden supplementär und von un- 
gleichem Sinne; so daß AUiA' und (-4jB, ÄB') jedenfalls gleich 
und gleichsinnig sind. Ebenso liegen By B\ U^, S auf einem Kreise, 
und BU^B' stimmt ebenfalls mit (-4jB, ÄB') in Größe und Sinn 
überein. 

Daher ist Ux der zweite Schnitt der Kreise AA'Sy BB'S^). 

Wenn AB^ A'B' parallel sind, so gehen diese Kreise in die 
Geraden AÄ^ BB' über und ü^ ist deren Schnitt, wie unmittelbar 
zu erkennen ist. 

In diesem Falle vereinigen sich 31, 83 oder ä^, SBi in t^i= {AA', BB')y 

je nachdem AB und A'B' gleichen SiDu haben oder nicht; damit wird 

U^ nicht unbestimmt, er bleibt der zweite Schnitt der Kreise JT«, K^. 

Zwei gleichsinnige ähnliche Felder kann man durch eine Drehung 
des einen um C/^, durch welche die gleichen und gleichsinnigen 
Büschel um diesen Punkt in identische übergehen, in Perspektive 
Lage oder, wie man in diesem Falle gewöhnlich sagt, in ähnliche 
Lage bringen, bei welcher immer zwei entsprechende Punkte mit U^ 
in gerader Linie liegen. Jeder unendlich ferne Punkt ist nun sich 
selbst entsprechend, und entsprechende Geraden sind parallel. Diese 
ähnliche Lage ist in zwei Weisen herzustellen, die man als direkte 
und inverse ähnliche Lage unterscheidet; bei der einen liegen ent- 
sprechende Punkte durchweg auf derselben Seite von XJ^ und ent- 
sprechende Strecken haben denselben Sinn, bei der andern liegt ü^ 
zwischen entsprechenden Punkten und entsprechende Strecken haben 
ungleichen Sinn. Der XJmlaufongssinn entsprechender Figuren aber 
ist in beiden Fällen der nämliche. 

Die Ähnlichkeitspunkte 3Ä, 9D?i zweier Kreise (Jfcf), {M'\ 
welche MM' von außen und innen nach dem Verhältnisse der Radien 
— dem Ahnlichkeitsverhältnis — teilen, sind Ähnlichkeitspunkte 
für ähnliche Lage, direkte, inverse; beidemal besteht Gleichsinnigkeit. 

Aber die beiden Kreise können ähnlich sein, ohne in 
ähnlicher Lage sich zu befinden, und zwar sowohl gleichsinnig 
als ungleichsinnig. Immer sind die Mittelpunkte entsprechend; 
und außerdem kann man einem festen Punkte des einen Kreises jeden 
Punkt des andern zuordnen, wobei dann jedesmal noch beide Ähnlich- 
keiten eintreten können. Weil aber M und M' entsprechend sind, so 



1) Für (Tj , ü^ gilt noch folgendes. Die ähnlichen Punktreihen auf AB, 
A'B' erzeugen eine Parabel F\ zu deren Tangenten AB, ÄB\ AA\ BB\ 
2L9, SljIBi gehören. Die Kreise AÄS, BB'S, die sich in ü^ schneiden, sind 
Tangentendieiseiten von P' umgeschrieben; daher ist U^ der Brennpunkt di' 
Kurve; und ü^ liegt auf der Direktrix, weil in ihm die rechtmiikli%«&. T^s^gi 
HIB, Äi t9| lieh schneiden. 
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ist der Kreiß Kn Ober aWäR, als Diini.- 
immer C/', und (7, betinden miissen; af l** 
kreis der beiden Kreise. Er (H _ 
Punkte von (M) und ii«"), ili-.n 
Ähnlicbkeiteo, in denen er Bich •< ' 
13 Wir wenden uns zur Ki- 

Funkte 9, !0 sind unendlich l'< 
AA', Uli', also ist [/, der un-- 
Kreise ^s und K^ sind In > 
^-4', Sli' Übergegangen; 
und immer noch der zweit« i 
nicht ausgeartet sind. 

Bei der direkten äbnli4| 
während sie bei der inreri 
sind. 

Kongruente ungln 
liehen Koinzidenz.punl 
Koineidenzgeradon IiaU 
endlichen gelegeuetn i 
geblieben ist. Der biiil 
liegt unendlich fern « 
Falle unendlich forutt 
linie UtV die endlich] 

Wir verlegen Alf 1 
von niSi und irii^. In t 
und SQ^d' gleich, parallid I 
also gilt dieü auch für VI^I 
sr.henkligen Dreiecke AHB 
von Ali und Aß^■. folglid 
gleiehainnige Projektionen i 

Wir können alst 
diese Projektionen sich de* 
w gleich sind inid Ruf 1 
die aus Ji und B', so koinioa 
A' 11 in symmetrische 
ist klar, dal) w sich selbst ( 
rechten Geraden. Durch i 
und diese Geraden behalten i 
der früheren l/ago «■ und ( 
zu ihr sich selbst eutaprechei 
Koinzidenzpunkt IT, der 
gehfirt zu der dazu senkrecht* 



1) Vgl. Bnltzer, ElemecU dei I 



^ 
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■ii »ufih 7A1 einer InTariante {s]xz'), wo j der 

r.c' mf s uacli S ist; schoeiden wir aber x 

niitisstrable in A', X', so ergibt eicb, wegen 

i:z')-lBSXX')'-l:(SQXX'y, so daß die 

jPj^unktinvariaDt*" reziprok ist, wie das wegen 

fcMt. Wir kilannu ime mit (SSXX') begniigeu. 

r üod r* BChneiden sich auf 5. 

KcrRJen r, q' homologischer Felder sind zur 

jiix.'m /«utrumsstrable noch R, Q' die Schnitte mit 
-Intakt« cItT konjektiTeu Punk treiben, so bekommt die 

i(5. ^g die Potenz der konjektiveu Piinktreihen. 
•ßr) {s<i, 

1 Sotferuangeit bedeuten. Daraus folgt: 
5, («./)- (rS). 

i^ffOm Zentrum nacb der einen 

t'Dberein mit der von der 

ad Axe 9ichließ(<ii beide 

naolidem die Invariante 



r dann aucb 



I durcli 8 
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Man hat diesen Spezialfall auch Perspektive ebene Eollineation 
genannt; aber es ist besser, das prägnante Wort Poncelet's (ebene) 
Homologie^) zu gebrauchen; s heißt dann die Aze und S Zen- 
trum der Homologie. Man verfahrt undual, die Pan kt v erwa ndt- 
schaft bevorzugend, wenn man die Strahlen durch S HomologieetraUen 
nennt und nicht auch den Punkten auf 8 einen entsprechenden Namen 
gibt; nennen wir jene Strahlen Zentrums strahlen, diese Punkte 
Axenpunkte. 

Wenn für eine ebene Eollineation vier sich selbst entsprechende 
Punkte gegeben werden, von denen keine drei in gerader Linie liegen, 
so ist sie eindeutig bestimmt; die Konstruktion von Nr. 264 zeig^ dann, 
daß jeder Punkt sich selbst entspricht und es sich um Identiüt 
handelt. 

Liegen aber drei in gerader Linie, so wird diese eine Koinsidenz- 
gerade mit lauter sich selbst entsprechenden Punkten, und außerhalb 
ist noch der vierte Koinzidenzpunkt, dessen samtliche Strahlen dann 
auch sich selbst entsprechen. Wir haben eine Homologie, aber nur 
Axe und Zentrum, wodurch sie noch nicht bestimmt ist^ wir wissoi, 
daß Af By C, D und -4', JB', C, 2)', von denen sowohl jR, C, 2), als 
B'f C'j ly in gerader Linie liegen, eine KoUineation noch nicht be- 
stimmen (Nr. 264). 
295 Die Homologie besitzt oo^ Koinzidenzdreiecke mit fester 

Ecke S und fester Gegenseite 5, auf der die andern Ecken beliebig 
gewählt werden können. 

Werden entsprechende Punkte X, X! auf einem ZentnunsatraUe 
bewegt, so bleibt (iSSXX') konstant (Nr. 71) wegen der Eigenschaft 
konjektiver Punktreihen; liegen X, X' und F, Y auf yerschiedenea 
Zentrumsstrahlen, so schneiden sich XFund X'Yj als entsprechende 
Geraden, auf s; die beiden Punktwürfe SSXX' und 8®^YY sind 
perspektiv. So stellt sich (iS@XX') als Invariante herauL 
Sie steht aber in Zusammenhang mit den in Nr. 290 besprocheoen 
Livarianten; in der Tat, nimmt man irgendeins der Koinzidenzdreiecke^ 
von dem U in Sj V, W auf s liegen, so ist X^^— 1 und verliert 

dadurch an Wert; unsere Invariante ist sowohl X^^— r— , als \ ] so 

daß wir auf eine Invariante (oder zwei reziproke) reduziert sind. 

Man hat (5@XX') auch Charakteristik und Modulus genannt 
Umgekehrt, nehmen wir an, eine der Invarianten, etwa X^^ sei ^ 1, 
wodurch X„^=X^„ wird, so folgt daraus, daß alle Yerbindongslinien 
XX' die V und u* in demselben Punkte, also in U treffen; es liegt 
Homologie vor. 



1) Traite des propri^s projectives 1S22 (Zweite Ausgabe 1866, Bd. I.) 
2^r. 297. 



Homolop^ache Afönität, Ähnlichki^it; Rjmmi'trii'Ji. 
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Auch im allgemeinen Falle der Symmetrie sind ent- 
irechende Figuren flächeugleieh. Denn bei zwei entspreeheu- 
& Dreiecken mit zur Axe parallelen Orundlinieu sind diese und die 
Shell g;teich: und audere Figuren kann man ja in solche Dreiecke 
rlegSD- In bezug auf jeden Durchmesser ist ein Kegelschnitt in 
jIi symmetrisch, wobei die Verbindungslinien symmetriscber Punkte 
m konjugierten Durchmesser parallel sind. 

Bei normaler Symmetrie sind entsprechende Strecken und 
inkel gleich, entsprechende Figuren kongruent; ea liegt un- 
«iobflinnige Kongruenz vor. Ein Kreis geht nlsn in einen 
reis fiber, und absolute Punkt«n entsprechen sich iiivolutorisch. 
irch ümklappuQg am die Ase kommen die Felder zur Deckung. 
Wird itber dii^ Axe s nnendlich fern, »o duQ olle mieudlich 
Punkte sich selbst entsprechen und enisprecfaeuJe Ueradun 
J9 liegt hoRiologische Ähnlichkeit oder Ahnlich- 
^» mit Shnitflher Lage (Kr :Ji*S) vor. S ist der 
nkt und die Invariante ist .^-^ , dae Ähnlicli- 




i in. 8 46. 1 

Sine Homologie ist volktSudig bell 
Zentrnm, die Aze nnd die Invariante gegebl 
letzterer, zwei Punkte auf einem Ze 
Geraden dnrcli einen Azenpunkt, die sich t 

Von letzterem ist äpezialfall, daS eis« 4 
ZOT Axe) gegeben ist. 

Sind z. B. S, s, r gegeben, bo ergibt nol 
x' als die Parallele dorch sx zu dem T 
nacli dem obigen Satze leicht konstniia 
als Kontrolle, daB der Strabl aus S i 
Ist X gegeben, bo sei j- durch ihn ) 
SX in X' geBchnitten. 

Wenn S, 8, X, X' (auf einem 
so liegt der za T gehörige 1" sf "" 
s schneiden; fällt also X' mit .V z> 

Man irende diese Koiistruktimi 
5 und s inzidieren. 

In einer involutori sehen Hoii 
selbst entsprechend, wenn ein I'i' 
Aze sind. 

K und Kl seien zwyi K „'. i ■ 
sich reelle befinden; S sei t:ii\<::- ■ 
involutorische Homologie [S, > 
gemeinsamen Punkte von A" und j 
durch S gibt, welche s m eiviem I 
nisch zugeordnet ist in bezug auf^ 
^und K^. 
296 Wenn die unendlich ferne Gen 

daher keine Fluchtgeraden vorband« 
Zentrumsstrahl oder die Ase sein. Im | 
S unendlich fern, und wir habei^ 
die luTariante {SSXX') ist in da: 
gegangen. Die parallelen Strecken i 
Punkten werden in diesem Verhältn 
aze 8 geteilt. Je nachdem es p 
entsprechende Punkte auf derse 
Seiten von s liegen, haben eutspri 
oder ungleichen Unilaufungssinn. 

Ist die Invariante wiederum — 1, 
Beziehung Symmetrie in bezug auf di 
gemeinen Falle schräge Symmetrie, im ' 
XX' zu s normal sind, normale Symmeti 
hin. Entsprechende figüten. aind u 
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Auch im allgemeinen Falle der Symmetrie sind ent- 
sprechende Figuren flächengleich. Denn bei zwei entsprechen- 
den Dreiecken mit zur Axe pandlelen Grandlinien sind diese und die 
Höhen gleich; und andere Figuren kann man ja in solche Dreiecke 
zerlegen. In bezug auf jeden Durchmesser ist ein Kegelschnitt in 
sich symmetrisch, wobei die YerbindungsUnien symmetrischer Punkte 
dem konjugierten Durchmesser parallel sind. 

Bei normaler Symmetrie sind entsprechende Strecken und 
Winkel gleich, entsprechende Figuren kongruent; es liegt un- 
gleichsinnige Kongruenz yor. Ein Kreis geht also in einen 
Ejreis über, imd absolute Punkten entsprechen sich involutorisch. 
Durch Umklappung um die Axe kommen die Felder zur Deckung. 

Wird aber die Axe 8 unendlich fern, so daß alle unendlich 
fernen Punkte sich selbst entsprechen und entsprechende Geraden 
parallel sind, so liegt homologische Ähnlichkeit oder Ähnlich- 
keit verbunden mit ähnlicher Lage (Nr. 292) vor. S ist der 

Ähnlichkeitsp'unkt und die Invariante ist ^^y das Ähnlich- 

keits-Verhältnis. Die ähnliche Lage ist direkt oder invers, je 
nachdem die Invariante > oder < ist. In beiden Fällen sind 
entsprechende Figuren gleichsinnig. 

Ahnliche und ähnlich gelegene Figuren konstruiert man mit 
Hilfe des Pantographen oder Storchschnabels (Scheiner, 1631). Auf 
drei Seiten AB, AD, BC eines Parallelogramms, in dessen Ecken 
sich Scharniere befinden, liegen drei Punkte (Stifte) S,XyX' in gerader 
Linie. Sie bleiben in gerader Linie und 8X : SX' bleibt konstant, 
wenn das Parallelogramm in den Scharnieren bewegt wird; denn 
8X : SX' ^SAiSB^AX: BX\ Wird S festgemacht, so be- 
schreiben X und X' ähnliche Figuren, die in bezug auf S ähnlich liegen. 

Der Wert — 1 führt zu kongruenten Feldern mit glei- 
chem ümlaufungssinne entsprechender Figuren; man nennt 
diese Verwandtschaft Symmetrie in bezug auf das Zentrum. 
Das Wort „symmetrisch" wird oft für zwei solche kongruente Figuren 
derselben Ebene gebraucht, die durch bloßes Verschieben in der 
Ebene nicht zur Deckung gebracht werden können. Symmetrisch in 
diesem Sinne sind entsprechende Figuren bei der (normalen) Sym- 
metrie in bezug auf eine Axe, nicht aber bei dieser Symmetrie in 
bezog auf ein Zentrum. 

Bei dieser gleichsinnigen Symmetrie entspricht jeder der absoluten 
Punkte sich selbst. 

Es können beide ausgezeichneten Elemente £•, s unend- 
lich fern sein, wobei sie inzidieren. Entsprechende Fv^mt^x^. 
sind dann ehenfalla gleichsinnig kongruent. 
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In den Fällen ohne Fluchtgeraden ergab sich, daß entsprechende 
Figoren durchweg gleich- oder durchweg nngleichsinnig sind. Im all- 
gemeinen Falle ist beides möglich. Es seien ABC nnd A'B'C zwei 
entsprechende eigentliche Dreiecke , d. h. jenes ganz auf einer Seite 
Yon r gelegen^ und daher dieses ganz auf einer Seite Ton q\ 

Nehmen wir an, sie haben gleichen Umlaufungssinn, so mögen 
-4, JB, Äy B' festgehalten werden, während C, auf derselben Seite 
Ton AB bleibend, etwa auf seinem Zentrumsstrahle bewegt wird über 
r weg; C geht dann durch das Unendliche, und A'B'C ändert 
seinen Umlaufangssinn. Freilich entspricht nunmehr dem eigentlichen 
Dreieck ABC nicht mehr das eigentliche, sondern A'B' • C; aber dies 
hat keinen bestimmten Umlauf ungssinn; vielmehr, wenn es konti- 
nuierlich durchlaufen wird: oo A'B' oo Ccx), so hat oo A'B'oo den 
einen Sinn, oo 0' oo den andern, ebenso wie die beiden Äste einer 
Hyperbel bei kontinuierlicher Durchlaufung. 

297 Die involutorische Homologie ist die einzige ebene 
Eollineation, welche durchweg involutorisch ist^). 

Es sei A=^B' und B^ Ä ein involutorisches Paar; dann ist 
AB^ AB' eine Eoinzidenzgerade und trägt, wegen jenes Paares, 
involutorische konjektive Punktreihen. Es sei weiter C^Ify D=i(j 
ein zweites involutorisches Paar, auf einer andern Gerade gelegen, 
für die dann dasselbe gilt. Es ist S^(AB, CD) mit S'^{A'B\ C'iy\ 
T^{AC,BD)m\ir^{BD\AC'),U^{AD,BC)miiTr^(B'C\AB) 
identisch; auf der Verbindungslinie s^TÜ haben wir vier sich 
selbst entsprechende Punkte: T, U und die Schnitte mit AB, CDj 
also eine Gerade s mit lauter sich selbst entsprechenden Paukten 
und daher einen Punkt, nämlich S^ mit lauter sich selbst entsprechen- 
den Strahlen, also Homologie, und das vollständige Viereck AB CD 
lehrt, daß es harmonische Homologie ist. 

Wenn in einer ebenen Eollineation zwei gleichartige 
Paare involutorisch entsprechender Elemente, nicht auf 
derselben Gerade gelegen oder durch denselben Punkt 
gehend, vorhanden sind, so ist sie durchweg involutorisch 
und involutorische Homologie. 

Dagegen können wohl die Punktreihen auf einer Eoinzidenz- 
gerade, und dann zugleich die Büschel um den gegenüberliegenden 
Eoinzidenzpunkt, involutorisch sein, ohne daß das für die ganze Ver- 
wandtschaft gilt. 

Zu einer involutorischen Homologie sind wir schon beim Pro- 
blem der ebenen Projektivität gekommen (Nr. 230). 

298 Bei der Homologie fallen die einen entsprechenden 
gleichen Punktreihen 5, s (Nr. 275) in die sich deckenden 



1) St AU dt, Geometrie der Lage, 'Ni. %^1. 
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Punktreihen auf der Axe 5; für die andern gleichstreckigen Ge- 
raden s^y $1 gilt: 

(sr) = (r5i), (sq') = (qs^y, 
da abör (Nr. 295): 

(sr) - (qS), (sq') - (rS), 

so ist auch: 

(q'S) - (rs,), (rS) - (qs,'), 

ttlflO * 

(.q'S) - (qs,-) - (r«0 - (r5) 
oder: 

so daß die beiden parallelen Geraden s^ und 5/ daB Zentrum 
^ in der Mitte zwischen sich haben; woraus folgt, daß die 
beiden gleichen Punktreihen auf ihnen ungleichen Sinn haben. 

Aus (q'S) =« (r^i), (rS) = (qs^) ergibt sich: 

Bei der inyolutorischen Homologie, bei welcher r und q' 
sich vereinigt haben, fallen s^ und s/ in die Parallele durch 8 
zu 5 zusammen; auf ihr bilden, wie wir schon bemerkten, die kon- 
jektiyen Punktreihen eine gleichseitig-hyperbolische Involution, d. h. 
sie sind gleich. 

Bei ihr ist also {ss^) » (^'^i')* ^^^ beliebigen kollinearen 
Feldern sind diese Entfernungen zwischen den gleichstreckigen Ge- 
raden nicht gleich. Daher können beliebige kollineare Felder 
im allgemeinen nicht in involutorische Lage gebracht werden. 

Haben aber zwei kollineare Felder die Eigenschaft, daß 

(ss,) = (ss^y 

und infolgedessen auch FF^ = F'F^\ so daß F und F^ auf s und s^, 
F' und F^ auf s' und s^ fallen (Nr. 277), so lege man sie so auf- 
einander, daß die gleichen Punktreihen s und s' sich Punkt für Punkt 
<iecken und die Geraden 5^ und s^' aufeinander fallen. Wegen der 
Punktreihe s mit lauter sich selbst entsprechenden Punkten entsteht 
Homologie. Die sich selbst entsprechende Gerade s^ = s^ muß durch 
das Zentrum gehen; weil sie der Axe parallel ist, liegen auf ihr zwei 
gleiche Punktreihen mit einem endlichen Koinzidenzpimkte (ß) und 
einem unendlich fernen (auf s), folglich bilden sie eine gleichseitig- 
hyperbolische Involution und sind ungleichlaufend. Die Invariante 
der Homologie ist daher — 1. Zwei kollineare Felder mit der 
obigen speziellen Eigenschaft {ss^ ^ {s's^^ und nur solche 
lassen sich involutorisch machen. Andern muß man erst, 
etwa durch eine Ahnlichkeitstransformation, gleiche Para- 
meter verschaffen. Zwei perspektiv gelegene Felder z. B., von 
denen das Perspektivitätszentrum gleiche Entfernung hat, J 
gleiche Parameter. 
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In den Fällen ohne Flnchtgeraden ergab sich, daß ei 
Figuren durchweg gleich- oder durchweg angleichsinnig s 
gemeinen Falle ist beides möglich. Es seien ABC und . 
entsprechende eigentliche Dreiecke, d. h. jenes ganz auf 
Yon r gelegen, und daher dieses ganz auf einer Seite voi 

Nehmen wir an, sie haben gleichen Umlaufungssinn 
-4, JB, Ä\ B' festgehalten werden, während C, auf der 
Ton AB bleibend, etwa auf seinem Zentrumsstrahle bewe( 
r weg; C geht dann durch das Unendliche, und Ä. 
seinen Umlaufangssinn. FreUich entspricht nunmehr dem 
Dreieck ABC nicht mehr das eigentliche, sondern A'B' - ( 
hat keinen bestimmten Umlauf ungssinn; vielmehr, wen 
nuierlich durchlaufen wird: co A'B' <x> C (x>y so hat ex. 
einen Sinn, oo C c» den andern, ebenso wie die beider 
Hyperbel bei kontinuierlicher Durchlaufung. 

297 Die involutorische Homologie ist die einz 
Eollineation, welche durchweg involutorisch ist^] 

Es sei A^B' und B^ A ein involutorisches Pas 
AB ^ AB' eine Koinzidenzgerade und trägt, wegen j( 
inyolutorische konjektive Punktreihen. Es sei weiter C = 
ein zweites involutorisches Paar, auf einer andern Gen 
fftr die dann dasselbe gilt. Es ist S^(AB, CD) mit S' = ( 
T'^{AC,BD)mitr^{BD\A'C'), U={AD, BC) mit U'^ 
identisch; auf der Verbindungslinie s=TU haben ¥ 
selbst entsprechende Punkte: T, U und die Schnitte r 
also eine Gerade s mit lauter sich selbst entspreche) 
und daher einen Punkt, nämlich S, mit lauter sich selbs 
den Strahlen, also Homologie, imd das vollständige V 
lehrt, daß es harmonische Homologie ist. 

Wenn in einer ebenen KoUineation zwei 
Paare involutorisch entsprechender Element 
derselben Gerade gelegen oder durch den 
gehend, vorhanden sind, so ist sie durchweg 
und involutorische Homologie. 

Dagegen können wohl die Punktreihen auf e 
gerade, und dann zugleich die Büschel um den ge 
Eoinzidenzpunkt, involutorisch sein, ohne daß das f 
wandtschaft gilt. 

Zu einer involutorischen Homologie sind wir 
blem der ebenen Projektivität gekommen (Nr. 230) 

298 Bei der Homologie fa^ e eina 
gleichen Punktreihen s, ^ »n^ 

1) Staudt, Geometrii 
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l'i'ojiziert werden, was nticli Nr. 48 Immer möglich ist. 

1 iKl) (lies Viereeit; sind dann P= (AB, CD), Q=(BC, AD) 

:U[>unkte der Gegenseiten oder die dritten Gegenecken des 

li'^en Vierseits, so liegen die Punkte F, Q zu den Schnitten 

;^rtfr Verbindungslinie mit E{A, C) elliptisch. Wir mach«n 

1:' Fluchtlinie r der Homologie, während das Zentrum S in 

der Schnitte der beiden Kreise Über PQ und TU uls Durch- 

'-;'U gelegt wird, welche wegen der elliptischen Lage reell sind. 

.:i A', . . .E' den A,...E entsprechen, so sind A'B' und CD' 

SP, B'C nnd D'A' zu SQ parallel und diese zu jenen recht- 

mklig; daher ist A'B'C'D' ein Kechteck; da ferner E'A' und E'C 

ST and Sü parallel werden und auch rechtwinklig sind, so föllt 

' auf den dem Rechteck A'B'C'D' umgeschriebenen Kreis, von dem 

'C ein DorchmeBser ist. 

Wenn fSnf Geraden a, b, e, d, e gegeben sind, eo bilden wir eus 
in Tiar Geraden a, b, e, d eia solches einfaches Viereck ABCD, 
iB dia mgehfings TollatänJige Viereck tou h in einer elliptischen 
natotion geschnitten wird. Wiederum seien die Schnittpunkte 
AB, CD), Q - (BC, DA) der Gegenseiten und der Schnitt- 
' {AC, BD) der Diagonalen konstruiert; die Schnitte F, G 
t AB, CD liegen elliptisch zu den Schnitten von c mit den 
vACf BD, also liegen auch die Schnitte T, U von PQ 
t zo denen V, W mit MF, M G nlliptisch. Nimmt 
} als Fluchtgerade r der Homologie und als 
ineUen Schnitt« der beiden Kreise Über den 
t wird A'B'C'D' ein Parallelogramm mit 
} ein Rhombus; M' ist der Mittelpunkt 
Ferner schneidet e' die Gegenseiten 
ZF'JifG' ein rechter ist Dsraas 
Ittm wenn H' und /' in bezug auf 
', BO ist F'G'HT ebenfalls ein 
seine Gegenseiten J'F", G'H', 
nT(Ü)ren den Ereis; also tun es 

1. -im), daß jeder Kegel- 

.:<inde kollineare Fei- 30Q. 
ann man durch 
linie s, bis sie sich 
>ingen. 

suchen alle Punkte 

Mktb. und Phya., 




fUr Mktb. u 
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Im Zentrum 8 jeder Homologie liegen zwei entsprechende 
Brennpunkte F^F' übereinander, so daß die gleichen Strahlen- 
büschel sich Strahl für Strahl decken, und umgekehrt, indem 
man entsprechende gleiche Strahlenbüschel zur Deckung bringt, macht 
man koUineare Felder homologisch. Die andern Brennpunkte jP^ und 
F^' liegen auf dem Lote aus S auf s symmetrisch zu /S in bezug auf 
r, bzw. q'y und vereinigen sich im Fußpunkte ^^ desselben, wenn die 
Homologie involutorisch ist; die gleichen, diesmal ungleichlaufenden 
Büschel bilden dann eine gleichseitige hyperbolische Involution. 

Die isotropen Strahlen aus dem Zentrum S schneiden 
in die Fluchtgerade r^q' die den absoluten Punkten ent- 
sprechenden Punkte 3^, 3_ ein, und die darstellende Involution, 
durch die rechtwinklige Involution um S eingeschnitten, ist die der 
absoluten entsprechende. Die Kreise durch diese Punkte, oder mit 
dieser Involution als der zugehörigen Involution konjugierter Punkte, 
bilden einen Büschel mit dem Zentrum 5 = F und jenem Fußpunkte 
%^ als Grenzpunkten. Sie gehen durch die involutorische Homologie 
in sich selbst über; denn S und s sind für sie Pol und Polare. Von 
der genannten Involution auf r ist der Fußpunkt des Lotes aus S 
auf s und r der Zentralpunkt; daher ist dieses Lot die Zentrale des 
Ereisbüschels. Wenn P und P^ in der Involution gepaart sind, so 
gehen SP, SP^ nach zwei unendlich fbrnen Punkten Q, Q^, welche 
in bezug auf alle Kreise der Ebene konjugiert sind. P und P^ sind 
es fär imsere Kreise; also sind, nach dem Satze von Hesse (Nr. 112), 
auch 8 = (PQy PiQi) und (PQi, PiQ) ftlr diese Kreise konjugiert 
Der letztere Punkt liegt, als vierte Ecke des Rechtecks PSP^, auf s; 
also ist s die Polare von S, 

Diese in sich selbst übergehenden Kreise durch ^^, 3. 
sind die einzigen Kreise, welche wiederum in Kreise über- 
gehen. Folglich gibt es bei der involutorischen Homologie 
keinen Kreis, der in einen von ihm verschiedenen Kreis 
transformiert wird. 

Es ergibt sich auch: 

In die Mittelparallele zwischen Pol imd Polare in bezug auf 
einen Kreis schneidet die rechtwinklige Involution um den Pol die 
Involution der konjugierten Punkte ein. 
299 Man kann fünf gegebene Punkte oder Geraden (von denen 

keine drei in gerader Linie liegen, bzw. durch denselben Punkt gehen) 
in Punkte oder Tangenten eines Kreises projizieren oder, 
was dasselbe ist, eine Homologie herstellen, in der jenen Ele- 
menten solche Elemente entsprechen. 

Es seien fünf Punkte gegeben: Ä, B, C, D, E, Wir bilden aus 
Aj Bj C, D ein solches einfaches Vierseit, daß die Gegeneckenpaare 
des zugehörigen vollständigen Vierseits aus E durch eine elliptische 
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Involution projiziert werden, was nach Nr. 48 immer möglich ist. 
Es sei ABCB dies Vierseit; sind dann P = {AB, CB\ Q = {BC, AB) 
die Schnittpunkte der Gegenseiten oder die dritten Gegenecken des 
ToUstaodigen Yierseits, so liegen die Punkte P, Q zu den Schnitten 
Ty ü ihrer Verhindimgslinie mit E(A, G) elliptisch. Wir machen 
PQ zur Fluchtlinie r der Homologie, während das Zentrum 8 in 
einen der Schnitte der beiden Kreise über PQ und TU als Durch- 
messern gelegt wird, welche wegen der elliptischen Lage reell sind. 
Wenn J.', . . . E' den A, . , . E entsprechen, so sind A'B' imd C'B' 
zu SP, B'C und B'A' zu SQ parallel und diese zu jenen recht- 
winklig; daher ist A'B'C'B' ein Rechteck; da ferner E'A' und E'C^ 
zu ST und SU parallel werden und auch rechtwinklig sind, so fallt 
E' auf den dem Rechteck AB'C'B' umgeschriebenen Kreis, von dem 
A'C ein Durchmesser ist. 

Wenn fünf Geraden a, h, t, d, e gegeben sind, so bilden wir aus 
den vier Geraden a, h, c, d ein solches einfaches Viereck ABCB, 
daß das zugehörige vollständige Viereck von e in einer elliptischen 
Involution geschnitten wird. Wiederum seien die Schnittpunkte 
P = (ABy GB), Q = (PC, BA) der Gegenseiten und der Schnitt- 
punkt M =^ (AC, BB) der Diagonalen konstruiert; die Schnitte P, G 
von e mit AB, CB liegen elliptisch zu den Schnitten von e mit den 
Diagonalen AG, BB, also liegen auch die Schnitte T, U von PQ 
mit den Diagonalen zu denen F, W mit MF, MG elliptisch. Nimmt 
man daher auch hier PQ als Fluchtgerade r der Homologie und als 
Zentrum S einen der reellen Schnitte der beiden Kreise über den 
Durchmessern TU, VW, so wird ÄB'G'B' ein Parallelogramm mit 
rechtwinkligen Diagonalen, also ein Rhombus; M' ist der Mittelpunkt 
des eingeschriebenen Kreises. Femer schneidet e die Gegenseiten 
AB' und GB' so in F', G\ daß <^ F'M'G' ein rechter ist. Daraus 
folgt, daß e jenen Kreis berührt, ' denn wenn H' und 1' in bezug auf 
M' zu F' und G' symmetrisch sind, so ist F'G'K' T ebenfalls ein 
Rhombus, mit dem Mittelpunkte Jf' ; seine Gegenseiten VF, G'H\ 
in den Geraden AB', GB' liegend, berühren den Kreis; also tun es 
auch die beiden andern F'G' und E' I'^), 

Beide Ergebnisse lehren von neuem (Nr. 268), daß jeder Kegel- 
schnitt in einen Kreis projiziert werden kann. 

Zwei in verschiedenen Ebenen liegende kollineare Fei- 30^ 
der Z, Z', die in perspektiver Lage sind, kann man durch 
Drehen der einen Ebene um die Schnittlinie s, bis sie sich 
mit der andern vereinigt, in Homologie bringen. 

In der Tat, in der Perspektiven Lage entsprechen alle Punkte 



1) Vgl. Schlömilch, Pelz und Schur, Zeitschr. für Math, und Phys.» 
Bd. 39, S. 117, 245, 247. 
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«uf der Schnittlinie sich selbst, und umgekehrt, wenn dies der Fall 
ist^ besteht Perspektive Lage. Durch die Drehung wird diese Eigen- 
schaft der Punkte der Schnittlinie nicht aufgehoben; mithin findet 
in jedem Moment der Drehung Perspektive Lage statt und, 
wenn die Vereinigung erreicht ist, Homologie^ weil bei der 
dann eingetretenen ebenen EoUineation eine Gerade ^ vorhanden ist 
mit lauter sich selbst entsprechenden Punkten (NTr. 294). 

Es sei das Perspektivitätszentrum in der Ausgangslage, Z die 
Ebene, welche gedreht wird, Zq ihre Lage, wenn sie mit Z' vereinigt 
ist, die Parallelebene durch zu Z, welche in Z' die (zu s parallele) 
Fluchtgerade q einschneidet. Diese O drehen wir in demselben Sinne 
xim q' derartig, daß stets Z imd O parallel sind und gleichzeitig mit 
Z' sich vereinigen. Ein beliebiger Punkt X von Z, dem X' in Z' 
entspreche, und das Zentrum komme durch die Drehung von Z 
und nach X^ und Oq in Zq = Z', so daß X^ von Z^ und X' von 
Z' in der Homologie entsprechend sind. Bei den Drehungen be- 
schreiben X und Kreisbogen in parallelen Ebenen, die senkrecht 
zu s und q' sind, um Mittelpunkte, die auf diesen Geraden liegen, 
und mit gleichen Zentriwinkeln, Neigungswinkeln der gleichen Flachen- 
winkel ZZ', 0Z', durch welche gedreht wird. Da sie parallele Schenkel 
haben, so sind auclf die Sehnen XX^, OOq parallel; projiziert man 
also die drei in gerader Linie liegenden Punkte X, X', in der 
Bichtung dieser Sehnen auf die Z', so ergeben sich drei wiederum 
in gerader Linie liegende Punkte X^, X', Oq. Alle Verbindungs- 
linien XqX' in der Homologie entsprechender Punkte gehen durch 0^; 
dieser Punkt ist das Zentrum, während s die Axe ist 

Die Fluchtgerade r in Z wird von der Parallelebene durch zu 
Z' eingeschnitten*, sie ist parallel zu s, bleibt dies und Fluchi^rade, 
wenn sie mit Z nach r^ in Zq gedreht wird. Die in Nr. 295 ange- 
gebene L^e von s, Oq, r^y q geht hier aus der Eigenschaft des von 
Z, Z' und den beiden Parallelebenen durch eingeschlossenen paral- 
lelopipedischen Raumes hervor. Mit der Ebene @ des Bogens 00^ 
— oflFenbar einer Symmetrieebene unserer Figur — schneiden wir 
5, r, g' in /S, jR, ^'; die letzteren Punkte iJ, Q* entsprechen den un- 
endlich fernen Pimkten auf den von @ eingeschnittenen Geraden 
SQ\ SR, den Hauptgeraden n\ n (Nr. 277). ist der Schnitt der 
Parallelen durch jß zu n' und durch ^' zu w. In einem gewissen 
Momente der Drehung sei R nach R^ gekommen; dieser entspricht 
demselben unendlich fernen Punkte von Z' wie vorher JR; dem Q' 
aber entspricht der unendlich ferne Punkt auf SR^, in den der auf 
SR durch die Drehung übergegangen ist. Der Schnitt der Parallelen 
durch R^ zu SQ\ durch Q' zu SR^ ist das diesem Momente zujfe- 
hörige Perspektivitätszentrum 0^; es ist ^'O^ = Si?^ « SiJ «= ^'0, 
und da R^ und die genannten Parallelen in @ liegen, so gilt dies 
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auch f&r 0^; also liegt er auf dem Kreise , zu dem der Bogen OOq 
gehört, und dieser Bogen OOq wird von dem Perspektivitäts- 
Zentrum durchlaufen» 

In dem Büschel um Oq decken sich gleiche entsprechende Strahlen- 
büschel der vereinigten Felder Z^ ^^^ ^') ^o ist also der eine 
Brennpunkt F von Z', und wenn die Gerade 00^= OF' die Z 
(in der ursprünglichen Lage) in F trifft, so ist dies der entsprechende 
Brennpunkt. Diese Gerade FF\ von der Richtung der oben er- 
wähnten Sehnen, steht senkrecht auf der Halbierungsebene des Flachen- 
winkels ZZ', durch den die Drehung erfolgt. Wird von diesem 
Flachenwinkel ausgeschlossen, so sind die Büschel F, F\ aus be- 
trachtet, gleichlaufend, also F und F' ähnliche Brennpunkte (Nr. 277); 
im andern FaUe vereinigen sich unähnliche im Homologiezentrum. 
F' und F^ liegen symmetrisch in bezug auf q^\ es ist also ^F'F^ 
"^ (^oSO = (fii)' I^iö i'^ ^ vereinigten gleichstreckigen Geraden seien 
s und s, die andern s^ und s^\ s und s^ sind symmetrisch in bezug 
auf r, also ist ^{ss^ = {sr) ^{Oq^ und so zeigt sich auch hier: 
iss,) - F'F,'. 

Wir wollen nun die Punktreihen auf s^ und s^' zur Deckung 
bringen und richten imsere Aufmerksamkeit vorzugsweise auf den 
Schnitt mit @, in der ja S = S', ü, Q' und die F liegen. Ihre 
Schnitte mit ^ und s^' seien 5^, S^'. Indem wir nun S| als Si auf 
Si' legen, stellen wir« der Einfachheit halber, da es auf den Winkel 
der Ebenen nicht ankommt, Z als Z parallel zur früheren Z; S^ sei 
als Si auf 8j^ golegt. Vorhin, wo s und s' Punkt für Punkt ver- 
einigt waren, waren s^ und s^' imgleichlaufend (Nr. 277); folglich 
muß die Ebene Z in sich um S^ = S,' um 180® gedreht werden, 
damit die Punktreihen auf s^ und s^ sich decken. Wir wissen, q' 

halbiert den Streifen (b's^") =^8S^), also O den Raumstreifen ZZ; 
femer liegt auf S^S^^S^Si und in 0, also halbiert er diese 
Strecke. Daraus folgt, daß durch jene Drehung das Feld Z symme- 
trisch zu Z in bezug auf geworden ist; also ist S^R gleich imd 
von entgegengesetztem Sinne mit S^ ü, demnach gleich und von gleichem 
Sinn mit SR] also^ fällt das Perspektivitätszentrum, der Schnitt der 
Parallelen durch R zu S/ Q' und durch Q' zu S^ iJ, in denselben 
Punkt wie vorhin. Die Brennpunkte in Z' liegen auf Q'S^' in der 
Entfernung Q'O, sind ja dieselben wie vorhin; und die entsprechen- 
den F und Fl sind die Schnitte von OF' und OF^' mit Z, also 
symmetrisch, in bezug auf 0, zu den Schnitten F, F^ derselben Ge- 
raden mit Z; jene Punkte sind die neuen Lagen dieser Punkte. 

Ein endliches Perspektivitätszentrum fQhrt zu einem endlichen 
Homologiezentrum 0^; soll daher durch die im vorangehen^d^w 
beschriebene Umlegang homologische A.?i\TYV\.«iiVi ^\^V ^x 

Sturm, 00om0tr. V^rwuidtiohMtten. IL b 
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geben, so muß unendlich fern sein. In der Tat, dann sind 
die Strahlen XX\ YY% . . . parallel, die Sehnen der Bogen XX^, 
TTq, . . . sind es immer; folglich sind es auch die Ebenen XX' X^, 
YY'Yq . . . und ihre Schnitte X'Xq, Y'Yq, . . . mit Z', also ihr Kon- 
kurrenzpimkt Oq unendlich fem. 

Perspektiy gelegene Felder in parallelen Ebenen sind ersichtlich 
ähnlich. Die Drehungskreise XX^, . . . haben unendlich ferne Mittel- 
punkte, auf der Schnittlinie s der beiden Ebenen, bekommen, und 
sind in die geraden Linien übergegangen, welche auf den beiden 
Ebenen normal sind. Die „Drehung^' der Ebene Z in die Ebene I', 
durch welche Ähnlichkeit in ähnlicher Lage erzielt wird, ist diejenige 
Bewegung, bei welcher die Punkte sich auf diesen Normalen bewegen; 
auch beschreibt ein solches Lot und das Zentrum Oq (Ahnlichkeits- 
punkt) ist der Fußpunkt desselben in Z'. Li der Tat^ wenn X in I, 
X' in Z' mit in gerader Linie liegen, so liegen auch die Ortho- 
gonalprojektionen Xq und Oq von X und auf Z' und X' in ge- 
rader Linie. 

Die beiden Felder werden kongruent, wenn unendlich fem ist 
oder in der Mitte zwischen den parallelen Ebenen Z, Z' liegt. Die 
genannte Verschiebung macht sie homologisch -kongruent mit unend- 
lich fernem Zentrum, bzw. symmetrisch in bezug auf die Projektion 0^. 
801 Wenn zwei Kegelschnitte in einer Homologie einander 

entsprechen, so ist das Zentrum S ein Umbilikalpunkt 
(Nr. 269), denn die Tangenten aus ihm an den einen Kegelschnitt 
müssen auch den andern berühren, und die Axe $ eine gemein- 
same Sekante, denn ihre Schnitte mit dem einen Kegelschnitte 
liegen auch auf dem andern. Oder wenn wir nur mit reellen Ele- 
menten operieren wollen: die Involutionen konjugierter Strahlen 
um das Zentrum und diejenige konjugierter Punkte auf der 
Axe sind den beiden Kegelschnitten gemeinsam. 

Dieser Umbilikalpunkt und diese gemeinsame Sekante 
sind korrespondierend in dem in Nr. 269 erläuterten Ghasles- 
sehen Sinne und, wie dort erkannt wurde, gleichzeitig reell, weil 
die Kegelschnitte es sind. Denn weil S auf einer Seite des gemein- 
samen Polardreieeks liegt, müssen seine beiden Polaren durch die 
Gegenecke, ihren gemeinsamen Pol, gehen; sie sind aber in der Homo- 
logie entsprechende Geraden und schneiden sich auf der Axe 5; also 
ist diese eine der diesem Umbilikalpunkte S korrespondierenden ge- 
meinsamen Sekanten. 

Umgekehrt, wenn zwei (gleichzeitig reelle) Kegelschnitte 

k und k' vorliegen, und S ein reeller Umbilikalpunkt, s eine 

dann auch reelle korrespondierende gemeinsame Sekante 

ist, so kann man die Kegelschnitte zu homologischen Figuren 

machen. Man bestimme die Homologie durch S und $ als Zentrum 
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und Axe and die beiden Polaren pj p' von Sy die sich ja auf s^ in 
der Oegenecke der Seite des Polardreiecks; auf welcher S liegt, schnei- 
den, als entsprechende Geraden (oder die beiden Pole von s als ent- 
sprechende Punkte). Die Involutionen konjugierter Punkte , welche 
den beiden Kegelschnitten auf p und p' zugehören, sind zu der ihnen 
gemeinsamen Involution konjugierter Strahlen um S perspektiv; folg- 
lich sind sie auch in der Homologie entsprechend. 

Daher hat der Kegelschnitt, in welchen h durch die Homologie 
übei^eht, mit k' sowohl die Involution konjugierter Strahlen um 5, 
welche nicht verändert wird, als auch die Involution konjugierter 
Punkte auf p' gemeinsam, so daß diese Kegelschnitte in den Doppel- 
punkten der letzteren eine doppelte Berührung eingehen mit den 
Doppelstrahlen der ersteren als Tangenten; sodann aber haben sie 
auch die Involution konjugierter Punkte auf s (oder ihre Doppel- 
punkte) gemeinsam. Daraus folgt die Identität der beiden Kurven. 

Es ergibt sich weiter, daß jeder Strahl durch 5, welcher die eine 
Kurve reell trifft, auch die andere so schneidet. Wenn die gemein- 
samen Tangenten aus S imaginär sind, ist das selbstverständlich; bei 
reellen Tangenten aber könnte die eine Kurve in dem einen, die andere 
in dem andern (vollen) Winkel derselben liegen; was reelle Schnitt- 
punkte ausschließt. Aber dann wären die beiden korrespondierenden 
gemeinsamen Sekanten nicht reell; denn eine reelle gemeinsame Sekante 
fuhrt mit einem reellen korrespondierenden Umbilikalpunkte zu einer 
reellen Homologie, in der die Kegelschnitte entsprechend sind und 
gleichartig von den Strahlen durch das Zentrum geschnitten werden 
(vgl. Nr. 269). 

Die vier reellen Homologien zwischen zwei Kreisen haben einen 
der Ähnlichkeitspunkte zum Zentrum und entweder die unendlich ferne 
Gerade oder die Potenzlinie zur Ajc; im ersteren Falle entsteht Ähn- 
lichkeit in ähnlicher Lage (direkte beim äußern, inverse beim innem 
Ähnlichkeitspunkte). In den andern Homologien sind die sogenannten 
„potenzhaltenden'* Punkte der beiden Kreise entsprechend; die Tangenten 
in ihnen schneiden sich auf der Potenzlinie als der Axe; also sind 
sie gleich lang und man sieht, daß in potenzhaltenden Punkten die 
Kreise von einem dritten berührt werden können. 

Wenn die beiden Kegelschnitte h und Ic sich doppelt be- 302 
rühren, dann ist dem Berührungspole S als Umbilikalpunkt die Be- 
rührungssehne s korrespondierend, in welche die beiden korrespon- 
dierenden gemeinsamen Sekanten sich vereinigt haben; sie ist stets reell, 
hat aber auch die beiden Polaren p, p in sich aufgenommen, so daß 
diese nicht mehr zur Verfügung stehen für die Festlegung einer reellen 
Homologie zwischen den Kegelschnitten, und es ist ersichtlich, daß, 
wenn die Tangenten reell sind und die beiden Kegelschnitte in ver- 
schiedenen vollen Winkeln derselben liegen, reelle I1otclo\o^\ä i^dt^ 
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eintreten kann. Werden aber, bei reeller doppelter Berührung, 
beide Kegelschnitte Ton denselben Strahlen durch den Be- 
rührungspol 8 reell getroffen, oder ist die doppelteBerührung 
imaginär, wo dann alle Strahlen durch S beide Kurven treffen, so 
kann reelle Homologie hergestellt werden und zwar, je nach- 
dem man die Schnitte entsprechen läßt, auf zwei Weisen. 
Wenn A, jB; A, B' die Schnitte mit einem (reell schneidenden) 
Strahle durch S sind, so sei die Homologie (/S, s) hergestellt, in der 
A und A entsprechend sind. Sie führt k in einen Kegelschnitt 
über, der durch Ä geht und dem die k und k' gemeinsamen Involu- 
tionen konjugierter Elemente auf 5, um S, weil sie zu k geboren, 
d. h. dem die Berührungen auch zukommen, der also mit V identisch 
ist; so daß auch B und B' einander entsprechen. Daher ist die 
Invariante der Homologie 

X - {SBAÄ) - (SBBB'), 

wo ® der Schnitt mit s ist. Ein zweiter Strahl durch S treffe ia 
^1, jB^; A\, B\y so seien A^ und ^\, B^ und B\ in der Homologie 
entsprechend. Daher treffen sich AA^ und Ä A^ , BB^ und B'B^ 
auf Sj als entsprechende Geraden der Homologie, aber auch AA^ 
und JBJ?i, ÄA^ und B'B^ tun es, weil S und s in bezug auf beide 
Kegelschnitte polar sind; folglich gehen alle vier Verbindungslinien 
durch den nämlichen Punkt auf s, und es ist: 

{ABA'B')^{A^B^A^B,'). 

Die beiden Kegelschnitte werden also von allen Strahlen 
durch S nach konstantem Doppelverhältnisse geschnitten. 
Wir wissen (Nr. 5) : aus (FGHA) ^ a, (FGHB) = ß, {FGHC) - T, 

(FGHD) « b folgt: (ABCD) « J^ • ^2^-; nun ist: (SBAA) - 1, 

{SeAB) = ^l,(S®AA')^K(S@AB')^{S®AAy{SSA'B') — X; 
also ist 

so daß die beiden Punktepaare hyperbolische Lage haben. 

(S(3AB')=^(S@BA)^^\ 

ist die Invariante der zweiten Homologie, in welcher A und J5', B 
und A' entsprechend sind. 

303 Wenn aber die — immer noch reell vorausgesetzten — Kegel- 

schnitte in verschiedenen vollen Winkeln der reellen Tangenten liegen, 
so daß die Strahlen durch den Berührungspol nicht gleichzeitig reell 
treffen, so sind beide Homologien imaginär, also auch ihre Invarianten, 
daher auch, im allgemeinen, das Schnitt -Doppelverhältnis (AB AB') 
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bzw. {ABB'A'). Nur wenn X = ± f ist, wird dies Doppelverhaltnis 
reell =■ — 1. Umgekehrt, wenn die Schnitte -4, 5; Ä\ B' harmonisch 
werden, muß (Nr. 85), weil beide Paare auch zu Sy ® harmonisch 
sind, das eine Paar reell sein, das andere reell- imaginär^). 

Man nennt dann die Kegelschnitte harmonisch zuge- 
ordnet, bisweilen Kegelschnitte in InTolution. 

Die Überführung des einen von zwei harmonisch zugeordneten 
Kegelschnitten in doppelter Berührung in den andern vermittelst der 
beiden imaginären Homologien, welche Berührungspol und Berührungs- 
sehne zu Zentrum und Axe und die Invariante ± i haben, hat 
Chr. Wiener^) Imaginärprojektion genannt. Es ist leicht, den 
einen Kegelschnitt aus dem andern reell zu konstruieren. Ist Tc der 
gegebene und S und s in bezug auf ihn polar, zunächst so, daß S 
außerhalb liegt, so konstruiere man auf einem durch S gehenden 
Strahle 7, welcher A: nicht reell schneidet, in der elliptischen Involution 
konjugierter Punkte das stets reelle Paar CD, dessen Punkte zu S 
und Q » Is, welche selbst ein Paar der Involution bilden, harmonisch 
sind (Nr. 114). Diese Paare CD, auf allen derartigen Strahlen l her- 
gestellt, bilden den gesuchten Kegelschnitt. 

In der Tat, es seien Z7, V die — infolge der Annahme reellen — 
Schnitte von s mit Ä:, V der Strahl durch Sy der zu l konjugiert ist in 
bezug auf k und daher reell schneidet: in Ä, B und B der Schnitt T«; 
80 sind die andern Diagonalpunkte C == {ÜAj VB), D — (ÜB, VA) die 
gesuchten Punkte. Denn BCDy als Diagonaldreieck von UV AB, ist 
Polardreieck von Z:; also geht CD, als Polare von 22, durch S und 
ist konjugiert zu V =« SB, daher die l. Die C, D sind femer kon- 
jugiert in bezug auf A:, also jener Involution auf l angehörig, aber 
auch harmonisch zu S und Q, weil QAB Diagonaldreieck von 
ÜVCD ist. 

Daß C, D einen Kegelschnitt h' erzeugen, welcher in TJ, V die 
nämlichen Tangenten hat wie k, erhellt daraus, daß sie Schnitte ent- 
sprechender Strahlen der projektiven Strahlenbüschel 17, V sind, welche 
die involutorischen Punktreihen auf k (mit S als Zentrum) projizieren. 

Man sieht, wie k in derselben Weise aus k' entsteht. 

SQB ist gemeinsames Polardreieck für beide Kegelschnitte; also 
sind BC, BD die Tangenten von k' in C, D. Weil aber BCD Polar- 
dreieck für k ist, so hat jeder der beiden Punkte C, D von ¥ die 
Tangente des andern zur Polare in bezug auf k] d. h. k' ist zu sich 
selbst polar in bezug auf Ä; und jeder Punkt von k' und der 
Berührungspunkt der polaren Tangente sind entsprechend 



1) Vgl. Steiner-Schrötere Vorlesungen, 3. Aufl., Nr. 269, 260. 

2) Lehrbuch der Darstellenden Geometrie, Bd. I, Nr. 400 ff. — Vgl. auch 
V. Retali, Memorie dell'Istituto di ßologna, Ser. IV, Bd. 7. 
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in der involutorischen Homologie (S, 5), welche k' in sich 
selbst transformiert. Ebenso ist k zu sich selbst polar in bezog 
auf k'. 

Der bekannteste Fall ist der von zwei konjugierten Hyperbelüy 
bei denen S der gemeinsame Mittelpunkt und s die unendlich ferne 
Gerade ist. Wiener gebraucht daher das Wort konjugiert auch 
im allgemeinen FallC; und nennt S und s Zentrum und Axe der 
Konjunktion. 

Wenn aber S im Innern Ton k liegt, ü, V also imaginär sind, 
80 ist die Involution konjugierter Punkte auf allen Strahlen durch S 
hyperbolisch und C, D, gepaart in dieser InTolution und zu 8^ Q har- 
monisch, sind immer konjugiert imaginär (Nr. 85), also k' reell-ima- 
ginär. Dies gilt z. B. für die konjugierte Kurve einer Ellipse in bezug 
auf den Mittelpunkt als Zentrum der Konjunktion. 

Indem die gegebene Kurve k auch in bezug auf diese imaginäre 
Kurve k' zu sich selbst polar ist, hat jeder Punkt Ä von k die 
Tangente im zweiten Schnitte B mit SA zur Polare in bezug 
auf k\ Folglich kann zunächst fQr jeden äußeren Punkt von k 
die Polare nach k' konstruiert werden, und dann auch für jeden 
innem Punkt. 

Dies weist hin auf die Polarität in bezug auf eine reell- 
imaginäre Kurve, mit der wir uns bald genauer besclmftigen werden. 
Weil jeder Strahl durch den BerOhrungspol zwei harmonisch zu- 
geordnete Kegelschnitte ungleichartig schneidet, so ist, wenn die 
Berührung imaginär ist, der eine Kegelschnitt reell, der andere reeU- 
imaginär; ist sie reell, so ist die endliche Strecke UV für die eine 
Kurve Außen-, für die andere Innensehne; also muß, da nur die Hy- 
perbel Außensehnen besitzt, mindestens eine der beiden Kurven Hy- 
perbel sein, so daß nur folgende Zusammenstellungen harmo- 
nisch zugeordneter Kegelschnitte möglich sind: 

Zwei Hyperbeln, Hyperbel und Ellipse, Hyperbel und reell- ima- 
ginäre Kurve, Ellipse und reell -imaginäre Kurve. 

Jedes Paar polarer Elemente S, s für k liefert einen 
diesem Kegelschnitte harmonisch zugeordneten, und er besitzt 
deshalb <x>^. 

Die beiden Tangenten in den Punkten A und B auf k, die in 
gerader Linie mit S liegen: die Polaren von A in bezug auf k und 
k\ werden durch S und s harmonisch getrennt; durch S geht die 
Polare von A in bezug auf das Geradenpaar der gemeinsamen Tan- 
genten, s ist die Polare in bezug auf das Punktepaar der Berührungs- 
punkte; daher sind diese vier Polaren harmonisch. 

Also sind zwei harmonisch zugeordnete Kegelschnitte 
in ihrer Büschel-Schar harmonisch zu den beiden ausgear- 
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teten Elementen desselben, dem Geradenpaare und dem 
Pnnktepaare. 

Was f&r jede zwei Kegelschnitte einer Büschel- Schar sich doppelt 
berührender Kegelschnitte gilt, daß nämlich die beiden Polaren eines 
Punktes sich auf der Berührungssehne, der Polare nach der Doppel- 
gerade des Büschels, schneiden (Büschel -Eigenschaft) und die Pole 
einer Gerade mit dem Berührungspole, dem Pol nach dem Doppel- 
punkt der Schar, in gerader Linie liegen, (Schar-Eigenschaft) das 
gilt speziell für zwei harmonisch zugeordnete Kegelschnitte. 

§ 46. Hermitesche ebene Kollineation. 

Aus Nr. 268 folgt, daB zwei ineinander liegende Felder so kolli- 304 
near gemacht werden können, daß ein gegebener Kegelschnitt K^ sich 
selbst entspricht. Die Koinzidenzpunkte der durch die Kollineation 
auf ihm entstehenden konjektiven Punktreihen sind Koinzidenzpunkte 
der KoUineation, und weil in entsprechenden Punkten entsprechende 
Tangenten berühren, so sind die ihnen zugehörigen Tangenten — die 
Koinzidenzstrahlen der Projektivität, die im Tangentenbüschel ent- 
steht, — Koinzidenzgeraden der Kollineation. 

Ein Kegelschnitt, der in einer ebenen Kollineation sich 
selbst entspricht, geht durch zwei Ecken des Koinzidenz- 
dreiecks und berührt in ihnen die Seiten, die nach der dritten 
Ecke gehen. 

Jene Ecken seien F, PT, also die zugehörigen Tangenten tc, v ; 
sind dann X und X' entsprechende Punkte auf K^, so ist wegen 
der Kegelschnitt-Eigenschaft: 

r(r, TT, X, X') = w(v, w, x, xo 

oder: 

r(w, u, X, xo - w{u, V, X, X'). 

Sind also wieder U, SB, SB die Schnitte von XX' mit u, v, w, so ist: 

(2BUXX')«(U»XX') 



oder: 



^WU ^UP' 



Eine ebene Kollineation transformiert nur dann einen 
Kegelschnitt in sich selbst, wenn zwei ihrer zyklisch ge- 
bildeten Invarianten gleich sind, also im allgemeinen keinen. 

Diese Gleichheit: 

(2BUXX') =. (U3JXX') = (SBUX'X) 
bedeutet, daß: 

UU, »SB, XX' 
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in InYolution sind, oder, weil die gerade Pniiktreilie US 893 XX' der 
Kegelschnitt -Punktreihe UVWX'X projektiv ist (Nr. 270), daß: 

ÜU, VW, XX' 

in Involution sind^). 

Umgekehrt, diese Bedingung: 

WU U9 

werde erfüllt, so sei auf einem Kegelschnitte, der in F, TF die tr, v 

berührt, X ein beliebiger Punkt und X' der korrespondierende in 

der KoUineation, so sind UU, 933B, XX' in Involution. Ist dann 

X^' der zweite Schnitt von XX' mit dem Kegelschnitte, so finden 

wir wie oben: 

ViV, W, X, X,') = W{V, W, X, X/), 
also: 

(aasuxXi') - (usxx,') - (Jbux/x); 

somit sind UU, 93 SB, XX/ in Involution, also ist X/ mit X' identiscL 
Jedem Punkt unseres Kegelschnitts entspricht daher ein diesem eben- 
falls angehöriger, also der Kegelschnitt sich selbst, und so jeder 
Kegelschnitt der Büschel- Schar sich in F, TF doppelt berührenden 
Kegelschnitte mit den Tangenten tc, v. 

Wenn daher bei einer ebenen KoUineation zwei zyklisch 
gebildete Invarianten, etwa X„^ und X^^, gleich sind, so sind 
alle Kegelschnitte der Büschel-Schar sich doppelt berüh- 
render Kegelschnitte mit den Berührungspunkten F, W und 
zugehörigen Tangenten w, v sich selbst entsprechend. 

Und wenn ein eigentlicher Kegelschnitt aus dieser 
Büschel-Schar sich selbst entspricht, so tun es alle. 

Die ausgearteten Mitglieder dieser Büschel -Schar, die wir, um 
der Dualität gerecht zu werden, beide als Geraden- und als Punkte- 
paar auffassen: 

(t;, w; U, U), (tt, u; V, W), 

entsprechen sich immer selbst. 

Ferner wird jedenfalls ein Kegelschnitt dieser Büschel- 
Schar durch die KoUineation in einen andern aus ihr über- 
geführt, weil eben dieser entsprechende Kegelschnitt ebenfalls durch 
F, W gehen und dort w, v berühren muß. So entsteht in ihr eine 
Projektivität mit den in der KoUineation korrespondierenden Kegel- 
schnitten als entsprechenden Elementen. Koinzidenzen sind die ge- 
nannten Ausartungen. Kommt also noch ein eigentlicher aus der 
Büschel-Schar als sich selbst entsprechend hinzu, so wird wegen der 
drei Koinzidenzen die Projektivität Identität: jeder Kegelschnitt der 
Büschel-Schar entspricht sich selbst. 

1) Eohn, Math. Annalen, Bd. 46, S. 294. 



SoUineation mit rioli selbtt entsprechenden Kegelschnitten. 73 

Eine derartige Eollineation, welche einen sich selbst ent- 
sprechenden Kegelschnitt besitzt, und deshalb eine ganze Büschel- 
Schar solcher Kegelschnitte , und durch die Gleichheit zweier zy- 
klischen Invarianten charakterisiert wird, heißt Hermitesche KoUi- 
neation^). Zwei 'ineinander liegende kongruente Felder, die durch 
Drehung um einen Punkt der Ebene auseinander herrorgehen, sind 
in Hermitescher KoUineation. Die in sich selbst übergehenden Kegel- 
schnitte sind die Kreise um den Drehpunkt; dieser und die absoluten 
Punkte bilden das Koinzidenzdreieck; konzentrische Kreise haben ja 
die isotropen Strahlen aus dem Mittelpunkt zu gemeinsamen Tangenten 
in den absoluten Punkten. 

Wie in diesem Beispiele, so wird überhaupt gerade der Fall, wo 
V und Wy w und v konjugiert imaginär sind, also die doppelte 
Berührung imaginär ist, im folgenden wichtig sein; und es ent- 
steht die Frage, wie die Kegelschnitte der Büschel-Schar reell kon- 
struiert werden, wenn vorausgesetzt wird, daß die beiden zu einander 
Perspektiven darstellenden Involutionen für F, W] Wy t?, also die ge- 
meinsamen Involutionen konjugierter Elemente auf u und um TJ für 
alle Kegelschnitte der Büschel- Schar bekannt sind. Zur endgültigen 
Bestimmung eines dieser Kegelschnitte sei ein Punkt A (oder dual 
eine Tangente) gegeben. Der von ihm durch U, u harmonisch ge- 
trennte Pimkt B gehört dem Kegelschnitte ebenfalls an; P sei 
(tt, UäB), Aus ä und B projizieren wir gepaarte Punkte X, X^ 
der gegebenen Involution auf u durch projektive Büschel; der Schnitt 
F— (-4.X, BX^) beschreibt den Kegelschnitt. In der Tat, die Gerade u 
muß, weil sie die beiden erzeugenden Büschel involutorisch schneidet, 
durch das involutorische Zentrum Q gehen, in welchem sich die 
Tangenten des Kegelschnitts in A und B begegnen. Daher ist UÄB 
die Polare von Qy und U der Pol von PQ ^u] die Polare von X 
geht al»o durch U. 

Ist nun Z 6i,r Schnitt {ÄXY, XJT)^ so ist XZAY harmonisch, 
weil perspektiv zu PUÄB (aus XJ; folglich geht die Polare von X 
durch Z und ist ÜZX^y demnach X^ zu X konjugiert. Also gehört 
die gegebene Involution auf u als Involution konjugierter Punkte zum 
konstruierten Kegelschnitt und ebenso die zu ihr Perspektive um den 
Pol U als Involution konjugierter Strahlen: der Kegelschnitt gehört 
zur Büschel-Schar. 

Wenn die KoUineation in zwei der drei Büschel-Scharen, 305 
die zum Koinzidenzdreieck gehören, jeden Kegelschnitt in 
sich selbst überführt, so sind alle drei Invarianten gleich, imd die 
dritte Büsehel-Schar hat dieselbe Eigenschaft. 

Die drei Kegelschnitte aus den Büschel-Scharen, die durch X = Y' 



1) Hermite, Journal f Math., Bd. 47, S. 313. 
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gehen, gehen auch durch X' und F; und es muß, da sie nicht mehr als 
drei Punkte gemein haben können^ jeder von diesen Punkten die beiden 
andern zu den in beiden Sinnen entsprechenden haben, so daß, wenn 
X^ = Z ist; Z' sich mit Y deckt, die drei Punkte also einen Zyklus 
bilden, in welchem jeder Punkt den folgenden und den voran- 
gehenden zu seinen entsprechenden hat. Wir werden finden, 
daß das nur möglich ist, wenn nur eine Ecke und die Gegenseite des 
Eoinzidenzdreiecks reell sind. 

Wenn ü in der Homologie in das Zentrum S und F, W beliebig 
auf die Axe gelegt werden, so ist (Nr. 295): 

X,,«(S@XX')-X, X,,==(@SXX')-|, X,,-(SSXX0-1. 

Schließen wir die interesselosen Fälle der Identität und der Inzidenx 
von S und s (wo nur ausgeartete Eoinzidenzdreiecke vorhanden sind) 
aus, so erweist sich als Hermitesche KoUineation nur die 
involutorische Homologie, in der die beiden ersten Invarianten 
gleich — 1 sind. Wir wissen schon, daß alle oo' Kegelschnitte, fBr 
welche das Zentrum und die Axe polar sind, in sich übergehen; jeder 
tangiert in seinen Schnitten F, W mit s die Strahlen S{üy TF); und 
jedes Paar F, W auf s gibt eine Büschel-Schar. 

Diese Transformation eines Kegelschnitts in sich selbst durch 
eine involutorische Homologie, deren Zentrum und Axe polar sind, 
liefert ein von Poncelet herrührendes Kennzeichen daf&r, ob ein 
gegebener Kegelschnitt-Bogen zu einer Ellipse, Parabel oder 
Hyperbel gehört. Man zieht möglichst genau zwei Tangenten an 
den Bogen, s sei die Berührungssehne, S der Schnittpunkt, also der 
Pol von s. Die Mittelparallele zwischen S, s ist die Fluchtgerade r 
der involutorischen Homologie (5, s)\ so wie sie sich zum Bogen ver- 
hält: nicht schneidend, berührend, schneidend, so verhält sich die un- 
endlich ferne Gerade zur Kurve. 

Bei der Symmetrie in bezug auf einen Punkt werden alle K^;el' 
schnitte, die ihn zum Mittelpunkt haben, und bei der in bezug auf 
eine Gerade alle, welche sie zum Durchmesser haben, während der 
konjugierte nach dem unendlich fernen Zentrum geht, in sich selbst 
transformiert. 

§ 47. Ebene Korrelation. 

306 Jeder Punkt der gemeinsamen Ebene der beiden korrelativen 

Felder hat zwei entsprechende Geraden oder Polaren, jede Gerade zwei 
entsprechende Punkte, Pole. Uns interessieren zunächst inzidente ent- 
sprechende Elemente. 

Wenn ein Punkt auf der einen von seinen beiden Polaren 
liegt, so liegt er auch auf der andern. In der Tat, X^ Y* habe 
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die Polaren x\ y; er falle auf x'*^ aber den inzidenten Elementen x' 
und Y' des zweiten Feldes korrespondieren inzidente Elemente X 
und y im ersten, d. h. der Punkt liegt auch auf y. 

Ebenso ergibt sich oder vielmehr identisch mit dem vorigen ist: 
Geht eine Gerade durch ihren einen Pol, so geht sie auch 
durch den andern. 

Infolgedessen werden wir zu zwei Kurven geführt, welche die 
Kernkurven (Inzidenzkurven) der ebenen Korrelation heißen: 
dem Ort der Punkte, die auf die eine und deshalb auf beide 
Polaren fallen, dem Orte der Geraden, welche den einen und 
folglich auch den andern Pol enthalten. 

Bewegt sich X in Z auf einer Gerade 2, so dreht sich die Polare x 
projektiv um den Pol L' von l und schneidet, da die Felder inein- 
ander liegen, in l eine zu der Punktreihe der X konjektive Punkt- 
reihe ein: Jede Gerade trägt eine Projektivität konjugierter 
Punkte, jeder Punkt eine Projektivität konjugierter Strahlen. 
Die beiden Koinzidenzen der ersteren sind diejenigen Punkte von 2, 
welche auf ihre beiden Polaren fallen. Der erste Ort ist eine 
Kurve 2. Ordnung, ein Kegelschnitt K^: die Punkt-Kernkurve, 
und dual erkennt man, daß der zweite Ort ebenfalls ein Kegel- 
schnitt fj ist, die Geraden-Kernkurve. Die Tangenten aus 
einem Punkte von K^ an V^ sind seine beiden Polaren, die 
Schnitte einer Tangente von V^ mit E^ sind ihre beiden 
Pole^). 

Auf jeder Tangente von f, ist die Projektivität konjugierter 
Punkte ausgeartet, die Pole auf K^ sind die singulären Punkte; und 
ebenso ist um jeden Punkt von K^ die Projektivität konjugierter 
Strahlen ausgeartet, mit den Tangenten von f^ als singulären Strahlen. 
Die Kurven sind gleichzeitig reell oder gleichzeitig imaginär. Im 
ersteren Falle müssen sie so liegen, daß jeder Punkt von K^ reelle 
Tangenten an f, sendet, jede Tangente von f, den K^ reell schneidet. 

Es sei ü ein gemeinsamer Punkt der beiden Kurven; so geht 
von ihm nur eine Tangente u an fs*, seine beiden Polaren haben sich 
in u vereinigt, also haben auch die beiden Pole von u in U sich ver- 
einigt; d. h. t* berührt K^ in ?7; beide Kurven berühren einander; 
und die beiden weiteren Schnitte vereinigen sich aus demselben Grunde 
zu einem zweiten Berührungspunkte V mit der Tangente v. 

Die beiden Kernkurven berühren sich doppelt, was auch 
bei reellen Kurven imaginär erfolgen kann. Es sei w die Berührungs- 
sehne ÜVy W der Berührungspol wt;; da U und m, V und v sich in 
beiderlei Sinne entsprechen, so gilt dies auch für w und W. 



1) Zuerst gefunden von Sejdewitz: Archiv der Mathematik (1. Reihe), 
Bd. 8, 8. 1; dann Schröter: Jonmal f. Mathematik, Bd. 77, S. 105. 
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Bei jeder ebenen Korrelation gibt es drei Paare sieb in- 
Yolutorisch entsprechender Elemente üy u; V, v\ W, tv] das 
sind die beiden Berührungspunkte der Eernkarven nnd je 
die zugehörige Tangente, bei welchen zwischen entsprechen- 
den Elementen Inzidenz stattfindet und drittens: der Be- 
rührungspol und die Berührungssehne, welche nicht inzi- 
dent sind. 

Mit der Korrelation ist eine Eollineation verbunden, 
in der je die beiden Pole derselben Gerade, die beiden 
Polaren desselben Punktes entsprechend sind. In der Tat, 
wenn X im ersten Felde eine Gerade { durchlauft, so beschreibt x' 
einen Strahlenbüschel um den Pol L' derselben; ist M der mit X' 
identische Punkt, y der je mit x' identische Strahl im ersten Felde, 
so bewegt sich der Pol Y' auf der Polare m'; es sind dann X and 
Y\ l und m' in der Kollineation entsprechend. 

Und ÜVWist offenbar das Koinzidenzdreieck dieser Kollineation; 
bei den Seiten müßten dann freilich u und v ihren Namen vertauschen, 
wenn wir an der früheren Bezeichnung festhalten. 

Die Kernkurven können imaginär sein und sind es, wie ge- 
sagt, gleichzeitig; wie sie dann reell dargestellt werden, wird 
sich später zeigen. Aber auch, wenn sie reell sind, können, wie schon 
bemerkt, die Berührungspunkte U, V und ihre Tangenten u, v imaginär 
sein und müssen durch elliptische Involutionen repiüsentiert werden. 
Dagegen sind W und w^ Pol und Polare in bezug auf beide Kem- 
kurven, immer reell; wie wir gleich noch genauer erkennen werden. 
307 Jeder Punkt 3 ^^^ *ls X oder Y" zwei Polaren x\ y; 

deren Schnitt 3i ist ihm in beiderlei Sinne oder doppelt kon- 
jugiert; und da die Konjugiertheit gegenseitig ist, so ist auch diesem 
Punkte jener doppelt konjugiert, die Polaren von 3i schneiden sich 

in 3- 

Auf diese Weise erhalten wir eine eindeutige involuto- 

rische Zuordnung der Punkte 3» 3i) ^^ Eindeutigkeit ist unmittel- 
bar klar; involutorisch ist die Zuordnung, weil eben 3 ^^^ 3i g^^^^^ 
ebenso sich ergibt wie 3i ^^s 3- Wir werden bald erkennen, daB 
sie nicht linear, also keine Kollineation ist. Ersichtlich machen 
die Punkte C/, F, W, welche in beiderlei Sinne dieselbe Polare 
haben, von der Eindeutigkeit eine Ausnahme. Ihnen sind oo^ 
doppelt konjugierte Punkte, je auf u, v, w, zugeordnet. Daraus 
geht schon hervor, daß die Kurve der Punkte, welche den Punkten 
einer Gerade zugeordnet sind, durch ?7, F, W geht, die Punkte, welche 
den Schnitten der Gerade mit u, r, w zugeordnet sind, also keine 
Gerade sein kann. 

Wir haben schon die beiden konjektiven Punktreihen auf einer 
Gerade l erwähnt: die eine von einem Punkte X beschrieben^ die 
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andere von dem Schnitte IT der Polare x\ also dem zu X konju- 
gierten Punkte auf 2; X ist der Schnitt der Polare y von Y\ Liegen 
nun auf l zwei doppelt konjugierte Punkte 3? di; ^^ existiert in 
diesen Punktreihen ein involutorisches Paar; demnach sind es alle 
Paare entsprechender Punkte. Auf jeder Gerade, die ein Paar (yer- 
schiedener) doppelt konjugierter Punkte enthält, gibt es <x>^ solche 
Paare, die eine Involution bilden; der doppelt konjugierte Punkt zu 
einem jeden Punkt dieser Gerade liegt auch auf ihr. 

Jede Verbindungslinie zweier doppelt konjugierter 
Punkte trägt eine Involution von doppelt konjugierten 
Punkten. 

Folglich gibt es nur <x>^ solche Geraden; und da ein beliebiger 
Punkt nur einen doppelt konjugierten Punkt hat, so bilden sie einen 
StrahlenbQscheL Es ist dies der Büschel um W\ denn auf jedem 
Strahle durch diesen Punkt bildet er und der (von ihm verschiedene) 
Schnittpunkt mit w ein solches Paar. 

Also laufen alle diese Verbindungslinien in W zusammen. 
Ebenso ist jeder Schnittpunkt zweier doppelt konjugierten 
Geraden Scheitel einer Involution doppelt konjugierter 
Geraden; alle diese Punkte liegen auf w. 

Jeder Punkt von K^ ist zu sich selbst konjugiert, weil er auf 
beiden Polaren liegt; desgleichen jede Tangente von V^. Daher haben 
jene Involutionen ihre Doppelpunkte in den Schnitten mit K^ und 
doppelt konjugierte Punkte sind harmonisch zu den Schnitten 
ihrer Verbindungslinie mit X*, also konjugiert in bezug auf X*; 
und in diesen Involutionen sind Doppelstrahlen die Tangenten von f,, 
doppelt konjugierte Strahlen sind konjugiert in bezug auf f,. 
Aus dem Zusammenlaufen aller Verbindungslinien doppelt konjugierter 
Punkte in den Punkt W folgt die Realität dieses Punktes, und ähn- 
lich ergibt sich die von w. 

Bewegen wir nun 3(= X = Y) auf einer Gerade Z = in', so be- 
schreiben die Polaren Xy y Büschel um die Pole i', Jf, welche zu 
jener Punktreihe und daher untereinander projektiv sind. Da die 
(Gerade durch keinen Punkt wie Uy V, W geht, so haben die Büschel 
keinen sich selbst entsprechenden Strahl. Der Schnitt 3i =" ^Vf der 
doppelt konjugierte Punkt zu 3> beschreibt also einen Kegelschnitt, 
der, wie wir schon erkannt haben, durch Uy F, W geht. Jeder etwaige 
weitere solche Punkt würde auf allen diesen Kegelschnitten liegen; 
dann könnten ihrer nicht cx)* sein. 

Also sind, im allgemeinen, TJ und u, V und v^ W und w 
die einzigen sich involutorisch entsprechenden Elemente 
der ebenen Korrelation. 

Die eindeutige Zuordnung zwischen doppelt konjugier- 
ten Punkten 3, 3i i^* ^^^^ der Definition von Nr. 239 quadratisch. 
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weil einer Gerade ein Kegelschnitt entspricht; diese Kegelschnitte 
gehen alle durch die ausgezeichneten Punkte U, Vy W. Wir können 
sie auch bezeichnen als die Verwandtschaft zweier Punkte, 
die mit W in gerader Linie liegen und in bezug auf K* 
konjugiert sind. 

Ebenso ist die Zuordnung doppelt konjugierter Geraden 
eine involutorische eindeutige quadratische Verwandtschaft; 
die Kegelschnitte, welche den Strahlenbüscbeln korrespondieren, be- 
rühren alle die drei Geraden u, v, to. 

Da f) von den beiden Polaren der Punkte von K^ eingehüllt, 
oder K^ durch die beiden Pole der Tangenten von f, erzeugt wird, 
so sind diese beiden Kurven K^ und f^ in beiderlei Sinne 
polar zueinander in der Korrelation; jeder als Kurve des ersten 
oder zweiten Feldes entspricht die zweite im andern Felde. 

308 Es sei C^ ein Kegelschnitt, welcher durch eine ebene Korrelation 

in sich selbst übergeht; d. h. jeder Punkt X von (7* und seine Tan- 
gente X gehen über in eine andere Tangente x' von C^ und den zu- 
gehörigen Berührungspunkt X'; oder, wenn der Punkt X von (P 
und die (im allgemeinen ihn anderswo berührende) Tangente x' ein- 
ander entsprechen, so sind auch die Tangente x von X und der Be- 
rührungspunkt X' von x' entsprechend. Die Reihe der Punkte X 
auf dem Kegelschnitte, zum ersten Felde gerechnet, ist dem Büschel 
der Tangenten x' projektiv, folglich auch (Nr. 103) zu der Reihe der 
Punkte X'; wir haben daher zwei Koinzidenzen, d. h. zwei Punkte 
auf C", in deren jedem die in der Korrelation ihm entsprechende 
Tangente berührt. Es sei Xq einer von diesen Koinzidenzpunkten, 
Xq die entsprechende und zugehörige Tangente; dann sind auch die 
Tangente Xq von Xq und der Berührungspunkt X^' von Xq' entsprechend; 
aber Xq ist mit Xq', Xq mit X^, identisch. Dieser Punkt und seine 
Tangente entsprechen sich also involutorisch, und dasselbe gilt für 
den andern Koinzidenzpunkt und seine Tangente. Folglich handelt 
es sich um die Punkte C7, V und die Geraden w, v. 

Ein Kegelschnitt, der durch eine ebene Korrelation in 
sich selbst übergeführt wird, geht durch die beiden Punkte 
J7, V und berührt in ihnen die Geraden w, t?, gehört also zur 
Büschel-Schar der beiden Kernkurven. 

Umgekehrt, jeder Kegelschnitt dieser Büschel-Schar geht durch 
die Korrelation in einen Kegelschnitt über, der gleichfalls zu ihr ge- 
hört; denn weil jener durch U, V geht und in ihnen u, v berührt^ 
muß dieser w, v tangieren mit U, V als Berührungspunkten. Auf 
diese Weise entsteht in der Büschel-Schar eine Projektivitat, in der 
jedem Kegelschnitt, zum ersten Felde gerechnet, der ihm in der 
Korrelation entsprechende korrespondiert. In dieser ProjektivüSt sind 
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auch die Eemkoren entsprechend und zwar doppelt entsprechend; 
also ist das Entsprechen durchweg inyolutorisch: jeder Kegelschnitt 
der Büschel-Schar geht, ob er zum ersten oder zweiten Felde ge- 
rechnet wird^ durch die Korrelation in denselben andern Kegelschnitt 
über. Unmittelbar ersieht man dies Doppelt-Entsprechen bei den aus- 
gearteten Mitgliedern der Büschel-Schar: (w, v; TT, W) und (U, F; w, tv). 
Hier entsprechen diese Elemente nicht sich selbst , wie in Nr. 304; 
folglich sind die Doppelelemente der Involution, oder die sich selbst 
entsprechenden Elemente der Projektivitat, die sich daher auch in der 
Korrelation selbst entsprechen, eigentliche Kegelschnitte. 

Bei jeder ebenen Korrelation gibt es zwei eigentliche 
Kegelschnitte, die sich selbst entsprechen, sie gehören zu 
der Büschel-Schar der Kernkurven und sind in ihr zu diesen 
harmonisch. In der Involution der Büschel-Schar, von wel- 
cher jene Kegelschnitte die Doppelelemente sind, sind zwei 
gepaarte Elemente in beiderlei Sinn entsprechend in der 
Korrelation, darunter die beiden Kernkurven. 

Wenn ein reeller Kegelschnitt £^ und zwei reelle Punkte 30& 
Uy V auf ihm gegeben sind, so kann man eine Korrelation 
herstellen, für welche K^ die Punkt-Kernkurve und TJ, V die 
ausgezeichneten Punkte sind, in denen sie sich mit der 
andern Kernkurve berührt. Es seien m, v die Tangenten von CT, V 
und w ^ÜV, W^ UV Berührungssehne und Berührungspol, ferner A 
ein Punkt auf K^ und a' eine durch ihn gehende Gerade. Wir legen 
eine Korrelation: 

I UVWÄ 

u V w a 

fest; es entsprechen dann durch sie den Geraden m = Z/TT, t; = FTF", 
w ^UV des ersten Feldes die Punkte Z7= uWy F= vw, W^ uv im 
zweiten, so daß ü^ w; F, t?; W, w die drei ausgezeichneten involu- 
torischen Paare sind. Ä, auf der Polare a gelegen, gehört der Punkt- 
Kemkurve an; da diese außerdem u^ v in ü, V berühren muß, so ist 
sie mit der gegebenen Kurve K^ identisch. 

Halten wir K^ und Ä fest, bewegen Z7, V auf JT*, a' um Ä, so 
ergeben sich oo* Korrelationen, für welche K^ Punkt-Kern- 
kurve ist. 

Eine allgemeinere Konstruktion, bei welcher nicht die Realität 
von K\ ü, V vorausgesetzt wird, wird später gegeben werden. 

Es bestehe wieder zwischen der Punktreihe auf einem Kegel- 310 
schnitte K und dem Tangentenbüschel um einen andern K' Projek- 
tivitat. Wir wissen, viermal sind entsprechende Elemente inzident 
(Nr. 167). Man kann dies nun auch mit Hilfe der ebenen Korrelation 
erkennen. Wir machen K und K' zu entsprechenden Kurven einer 
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solchen und zwar so, daß wir drei Punkten Ton K ihre in der Yor- 
liegenden Projektivität entsprechenden Tangenten zuweisen (Nr. 268); 
dadurch wird diese durch die Korrelation auf ihnen herrorgerufen. 
Die vier Punkte von K^ durch welche die entsprechenden Tangenten 
gehen y sind dem K mit der Punkt -Eemkurve und die zugehörigen 
Tangenten dem K' mit der Geraden-Kemkurve gemeinsam. 

Findet daher fünfmalige Inzidenz entsprechender Punkte und 
Tangenten statt, so identifizieren sich K und K' mit den genannten 
Kemkurren, und die Inzidenz erfolgt durchweg. Das ist also nur 
bei doppelter Berührung von K und K' möglich; es entspricht dann 
auch jedem der beiden Berührungspunkte ü, V seine Tangente Uy r; 
und man erkennt nun (Nr. 167), wie die Kurve 4. Klasse, welche 
durch die projektiven Punktreihen auf K und K' entsteht, in K' 
und die Büschel fJ, V zerfällt, die der 4. Ordnung, welche von 
den projektiven Tangentenbüscheln herrührt, in K und die beiden 
Geraden t«, v. 

Man nennt die beiden Kegelschnitte in diesem Falle per- 
spektiv zueinander. 

Wenn P ein Punkt von K ist und p' die durchgehende ent- 
sprechende Tangente von K\ so sei durch K die Tragerfläche F 
zweier verbundenen Regelscharen gelegt und durch p\ die sie reell 
schneidet, die eine der dann reellen Tangentialebenen, TT. Ist femer 
Si der Schnitt der TT mit der Polare s' (nach F) der Berührungs- 
sehne s von K und K\ so berührt der Tangen tialkegel k' aus S^ 
längs eines Kegelschnitts, dessen Ebene durch 8 geht; folglich tangiert 
er die Ebene TT und in U, V die Berührungsebenen der Fläche JF, 
schneidet also die Ebene von K und K' in einem Kegelschnitte, der 
u, V in Uy V berührt und p' zur Tangente hat, demnach mit K' 
identisch ist. 

Man kann also einen Kegelschnitt K', der zu einem gegebenen 
K perspektiv ist, d. h. dessen Tangentenbüschel zu der* Punktreihe 
von K so projektiv ist, daß durchweg entsprechende Elemente inxi- 
dieren, vermittelst eines Tangentialkegels irgend einer festen durch K 
gelegten Trägerfläche verbundener Regelscharen herstellen; es ergeben 
sich so oo^ zu K Perspektive Kegelschnitte und, über ihnen stehend, 
oo® Perspektive Kegel 2. Grades^). 

Die Perspektivität zwischen der Punktreihe auf K und dem 
Tangenten büschel um K' sehen wir jetzt durch diejenige Regelschar 
von F entstehen, zu welcher die Gerade in TT gehört, die durch P 
geht. Der Punkt X von K, durch den eine Gerade dieser Schar 
geht, und die Spur x' der Tangentialebene von k\ in welcher sie 



1) Liniengeometrie, Bd. 11, Nr. 496. 
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enthalten ist, sind entsprechend. Die zweite Regelschar führt dann 
zu einer zweiten Punktreihe auf Ky zu welcher der Tangentenhüschel 
von K' perspektiy ist, und K' ist für die dadurch sich auf K er- 
gebenden konjektiyen Punktreihen die Direktionskurve. 

Und dual wird zur Punktreihe von K noch der Büschel der 
zweiten Tangenten von K' perspektiv (Nr. 116). 

§ 48. Polarität in bezng auf einen Eegelsclmitt, ebene 

Polarkorrelation, Polarfeld. 

In der Polarität in bezug auf einen Kegelschnitt haben 311 
^w\T eine durchweg involutorische ebene Korrelation. In der 
Tat, wenn wir die Punkte der Ebene als Pole zu dem einen Felde, 
die ihnen in bezug auf den Kegelschnitt zugehörigen Polaren zu dem 
andern rechnen ^ so liegt eine eindeutige Zuordnung Yor. Läuft der 
Pol auf einer Gerade, so dreht sich die Polare um einen Punkt; also 
bandelt es sich um Korrelation; dieser Punkt entspricht nun im zweiten 
Felde jener Gerade aus dem ersten. Aber wir wissen aus der Theorie 
der Kegelschnitte, daß er der Pol der Gerade in bezug auf den Kegel- 
Bchnitt ist. Also hat ein Punkt, mag er zum ersten oder zweiten 
Felde gehören, in beiden Fallen dieselbe entsprechende Gerade: die 
Polare in bezug auf den Kegelschnitt. Die Verwandtschaft ist durch- 
weg involutorisch. Sie wird gewöhnlich ebene Polarkorrelation, 
ebenes Polarsystem genannt. Sagen wir mit Böger^) einfach: 
Polarfeld, wodurch das Attribut „eben^ überflüssig wird, imd dann 
ebenso später: Polarbündel, Polarraum statt umständlicher: Bündel- 
Polarkorrelation, räumliche Polarkorrelation. 

Es fragt sich, ob das Polarfeld die einzige involutorische ebene 
Korrelation ist. 

Bei Qer allgemeinen ebenen Korrelation fanden wir den Be- 
rührungspol W der Kemkurven als den Konkurrenzpunkt aller Ver- 
bindungslinien doppelt konjugierter Punkte. 

Wenn eine Korrelation drei Paare doppelt konjugierter 
Punkte besitzt, deren Verbindungslinien verschieden sind 
und nicht in einen Punkt zusammenlaufen, so ist sie durch- 
weg involutorisch. Auf jeder der drei Verbingungslinien hat die 
Projektiviiät der konjugierten Punkte (Nr. 307) ein involutorisches 
Paar, also ist sie durchweg involutorisch; die Gerade trägt eine In- 
volution doppelt konjugierter Punkte. Schneiden wir daher die drei 

1) Ebene (Geometrie der Lage (Leipzig, 1900), auf dessen Darstellong ich 
liiermit zugleich verweise. — Der Name Involntionsnetz der älteren Auflagen 
der St einer- Sehr dt er sehen Vorlesungen ist nicht üblich geworden. „Polar- 
bündel** wurde wohl von Schröter zum erstenmale gebraucht; Jovscrci. i. ^^>t}ci.^ 
Bd. 64, S. 80. 

Sturm, O0Pm9tr. F«nrudteoli«fla2L IL ^ 
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Geraden miteinander in den Punkten A, B, C, und solche drei Schnitt- 
punkte haben sie wegen der Vorraussetzung, so hat jeder von ihnen 
auf jeder der beiden Geraden, die in ihm sich schneiden, einen doppelt 
konjugierten Punkt; deren Verbindungslinie ist seine Polare in beider- 
lei Sinne. Diese den Ä, B, C inTolutorisch zugehörigen Polaren seien 
a, &, e. Jeder Strahl durch A tragt wiederum zwei doppelt konjugierte 
Punkte, A und den Schnitt mit a, also eine Involution doppelt kon- 
jugierter Punkte, und ebenso jeder Strahl durch B oder C, und des- 
gleichen jeder Punkt auf a, h oder c eine Involution doppelt konju- 
gierter Strahlen. Demnach hat auch jeder beliebige Punkt der Ebene 
auf den Geraden, die nach zweien der Punkte Aj B, C gehen, je einen 
doppelt konjugierten Punkt, und daher entspricht ihm die Verbin- 
dungslinie derselben in beiderlei Sinne. Die Korrelation ist, wie be- 
hauptet wurde, durchweg involutorisch^). 

Nehmen wir an, daß einmal Pol P und Polarep in beiderlei 
Sinne zugeordnet und noch zwei doppelt konjugierte Punkte 
P3, ^3 vorhanden sind, so haben wir, wenn Q^, Q^ beliebige Punkte 
auf p sind, den vorigen Fall: PQi, PQ^f PzQs und können also auch 
auf eine durchweg involutorische Korrelation schließen; es darf aber 
P nicht mit p inzidieren, weil dann PQi, PQ^ nicht verschiedene 
Geraden sind, und Pf^Q^ nicht durch P gehen. 

Dual kann man die Vorraussetzung dahin verändern, daß dreimal 
zwei doppelt konjugierte Strahlen vorhanden sind mit drei verschie- 
denen Schnittpunkten, die nicht in gerader Linie liegen, oder auch, 
daß p und P, die nicht inzidieren, in beiderlei Sinne polar und zwei 
Strahlen, deren Schnitt nicht auf p liegt, in beiderlei Sinne konju- 
giert sind. 

Verlangt man, wie es Schröter*) tut, daß zweimal Punkt und 
Gerade: X= Y' und x' = y, Z~ W und ^w, die nicht inzi- 
dieren, in beiderlei Sinne polar seien, so spricht man zuviel aus, legt 
vier Bedin^ngen auf, während nur drei notwendig sind. Es genügt, 
dem Z = TT' einen Punkt auf z' =:W oder dieser Gerade einen Strahl 
durch jenen Punkt als doppelt konjugiert zuzuordnen. Es werden 
schon selber die beiden zu Z= W gehörigen Polaren identisch. 
Bei diesen vier Paaren entsprechender Elemente: X^ Z^ y, to und 
x\ /, T, W liegt nicht der in Nr. 266 erwähnte Fall der Unmögüch- 
keit der Korrelation vor; die notwendige Doppel verhaltnis-Gleichheit 
wird erfüllt: 

XZ(X, Z, y,w) = xz\x\ z\ Y\ W), weü = x'z\T, W\ x\ »y 
Wenn z. B. ein einfaches ebenes Fünfeck ABC DE gegeben ist. 



1) Math. Aonftlen, Bd. 19, S. 468. 

2) Oberflächen 2. Ordnung, § 50. 
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80 ist die Korrelation, in welcher den Ecken Ä, B, CyD als Punkten 
des ersten Feldes die Gegenseiten CD, DE, EA, AB zugeordnet sind, 
inyolutoriseli; der Ecke A = {EA^ AB) bIb Punkt des zweiten Feldes 
entspricht die Verbindungslinie der Pole C, D, also ebenfalls CD, und 
ebenso sind D und AB in beiderlei Sinne polar. Es genügt, neben 
jenem Paare von diesem nur die Punkte D und B als doppelt kon- 
jugiert anzunehmen, oder auch die drei Paare doppelt konjugierter Punkte 
A, C; A, D; B,D. -B als Punkt des zweiten Feldes hat BC zur Po- 
lare, also auch im andern Sinne. 

Nehmen wir weiter an, es sei bei einer ebenen Korrelation 312 
ein Dreieck vorhanden, dessen Ecken A, B, C, dem ersten 
Felde zugerechnet, die Gegenseiten BC, CA, AB im andern 
zu Polaren haben, dann gilt dies auch im andern Sinne; denn 
z. B. A im zweiten Felde hat, als Schnittpunkt von CA und AB^ 
die Verbindungslinie der Pole B, C zur Polare im ersten. Also haben 
wir in den drei Paaren der Ecken oder der Seiten drei Paare doppelt 
konjugierter Elemente, deren Verbindungslinien nicht durch dieselben 
Punkte gehen bzw. deren Schnittpunkte nicht auf derselben Gerade 
liegen. Daher ist die Korrelation involutorisch, und ein solches 
Dreieck ist ein charakteristisches Kennzeichen für eine in- 
Yolutoriche Korrelation. Man nennt es meistens ein Polar- 
dreieck oder -dreiseit (Poldreieck, Poldreiseit); auch die Namen: 
Tripel konjugierter Punkte oder Strahlen, wegen der konjugierten 
Ecken oder Seiten, kommen vor. 

In der eben besprochenen Fünfeck-Figur läßt sich leicht eins 
nachweisen: wir fanden A und CD, D und AB in beiderlei Sinne 
polar, also sind es auch F=^ (AB, CD) und AD, und daher iat AD F 
ein Folardreieck. 

Wenn also zwei inzidenten Elementen A, b zwei (ebenfalls inzi- 
dente) Elemente a, B involutorisch entsprechen, so gilt dies auch für 
C ^^ ab und c=^ AB, und es liegt ein Polardreieck ABC vor. 

Solcher Polardreiecke hat jede involutorische Korrela- 
tion oo'; man nehme einen beliebigen Pimkt A, seine Polare sei a 
(von der man auch ausgehen kann); die zweite Ecke B werde auf a 
gelegt, so muß, weil den inzidenten Elementen B, a wiederum 
insidente Elemente b, A korrespondieren, b durch A gehen. Die dritte 
Ecke C ist dann der Schnitt ab uud ihre Polare muß mit A, B inzi- 
dieren. Jede Ecke dieses Dreiecks hat also die Gegenseite zur Polare. 
Ä ist in (x>^ Lagen, B dann in oo^ Lagen zu wählen. Jeder Punkt 
oder jede Gerade gehört zu oo^ Polardreiecken. 

Da in einer involutorischen Korrelation jeder Punkt dieselbe 
Polare, jede Gerade denselben Pol in beiderlei Sinne hat, so sind 
jenem alle Punkte auf der Polare, dieser alle Strahlen durch den 
Pol doppelt konjugiert. Wie schon jedes Paar in dem einen, ävsm.^ 



&% 
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polarer Elemente es auch im andern ist, so ist auch jedes Paar in 
dem einen Sinne konjugierter Elemente es auch im andern; der Zusatz 
;,doppelt^y der bei der allgemeinen nichtinrolutorischen ebenen Korre- 
lation zur Bezeichnung ausgezeichneter Elemente dient, wird hier 
überflüssig; man spricht nur von polaren bzw. konjugierten 
Elementen, die aber durchweg doppelt polar, konjugiert 
sind. Die beiden quadratischen Verwandtschaften, die durch die aus- 
gezeichneten Elemente entstehen, sind nicht vorhanden. 

Die Projektivität konjugierter Elemente, die bei einer beliebigen 
ebenen Korrelation auf jeder Gerade, um jeden Punkt entsteht, wird 
hier, wo es sich um durchweg involutorisch konjugierte Elemente 
handelt, Involution. 

Bei einer involutorischen Korrelation trägt jede Gerade 
eine Involution (doppelt) konjugierter Punkte, jeder Punkt 
eine Inv,olution (doppelt) konjugierter Strahlen; während das 
bei der nichtinvolutorischen ebenen Korrelation nur für die Geraden 
durch W, die Punkte auf w gilt. Was dort für W und tc gilt, gilt 
hier für jeden Punkt imd seine Polare. 

Die Involution auf einer Gerade ist die der Eckenpaare, diejenige 
um einen Punkt die Involution der Seitenpaare aller Polardreiecke, 
zu denen die Gerade, der Punkt gehört. 

Sind ein Punkt P und eine Gerade p polar, dann sind die 
zugehörigen Involutionen perspektiv und daher gleichartig. 
In der Tat, es seien X und Xj konjugiert auf p, so sind P und X^ 
zu X konjugiert, also ist PX^ die Polare von X und PX die von Xj. 
Daher geht jede dieser Geraden durch den Pol der andern, sie sind 
konjugiert; wie also X, X^ in der Involution auf p gepaart sind, so 
sind es PX und PX^ in derjenigen um P. Aber durch jeden von 
zwei gepaarten Punkten auf p geht die Polare des andern; was man 
vielleicht mit verkehrtperspektiv bezeichnen kann. 

313 Die beiden Kernkurven einer solchen involutorischen 

Korrelation vereinigen sich. Die beiden Tangenten von einem 
Punkte X von iT* an fj vereinigen sich in die eine Polare a?, welche 
X hat, also berührt a: in X den fj. Die beiden Schnitte von x mit 
K^ vereinigen sich in den einen Pol X; daher berührte; in XdenX^ 
Das bedeutet die Identität von K^ und fj. Die Schnitte dieser ein- 
zigen Kemkurve K* = fj, insofern sie K^ ist, mit einer Gerade sind 
die Doppelpunkte der Involution konjugierter Punkte auf ihr, die 
Tangenten an sie, als fj, aus einem Punkte die Doppelstrahlen der 
Involution konjugierter Strahlen durch ihn. Also liegen die einem 
Punkte in der involutorischen Korrelation konjugierten Punkte, infolge 
der harmonischen Eigenschaft der Kegelschnitts-Polare, auf der Po- 
lare desselben in bezug auf K^, und die konjugierten Strahlen einer 
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Gerade gehen durch ihren Pol för f^; d. h. die Polare eines Punk- 
teSy der Pol einer Gerade in der Korrelation ist die Polare, 
der Pol in bezug auf K^^V^. Jede involutorische ebene 
Korrelation ist Polarität in bezug auf einen Kegelschnitt, 
djpnjenigen, in welchen sich die Kernkurven vereinigt haben, 
also ein Polarfeld. 

Auf diese spezielle Korrelation hat Poncelet, wie schon bemerkt, 
das Prinzip der Dualität oder Polarität begründet. 

umgekehrt, wenn die beiden Kernkurven sich vereinigen, 
liegt ein Polarfeld vor. Denn den Punkten dieser Kurve ent- 
spricht je nur eine Polare, die Tangente, und den Tangenten nur 
ein Pol, der Berührangspunkt. Aus einem beliebigen Punkte kommen 
zwei Tangenten; seine Polaren verbinden die einen bzw. die andern 
Pole dieser Tangenten; da aber diese mit jenen identisch sind, so sind 
es auch die beiden Verbindungslinien. 

Diesen Kegelschnitt wollen wir die Basis (Ordnungskurve 
bei Staudt imd Reye) des Polarfeldes nennen. 

Wir können aber das Polarfeld unabhängig von dieser Basis de- 314 
finieren, etwa durch ein Polardreieck ABC ^ahc und ein Paar po- 
larer Elemente P,p, also als Korrelation: 

ÄBCP 

ab cp 

Aus dieser Definition sollen nun einige in der Polarentheorie der 
Kegebchnitte schon erhaltene Sätze abgeleitet werden, also ohne den 
Basis-Kegelschnitt heranzuziehen. 

Wenn in einem Polarfelde sowohl Ä und Ä\ als B 
und JB' konjugiert sind, so sind es auch C=^{ÄB,Ä'B) und 
C'^{ÄB\Ä'B). 

Die Polaren a, h von A, B gehen durch A\ B und ihre Schnitte 
Äi, B^ mit AB sind zu A^B konjugiert, so daß AA^^^BB^ zwei 
Paare der Involution konjugierter Punkte auf AB sind. Ist C^ = ab, 
so gehen von dem Viereck A'BCfC^ zwei Paare Gegenseiten B'C, 
A'Ci] A'C'j BC^ durch jene Paare, folglich gehen auch A'B, C'C^ 
durch ein Paar der genannten Involution; d. h. C = (AB, AB') und 
[ABy C'Ci) sind im Polarfelde konjugiert; aber C^ ist Pol von AB, 
also zu dem auf AB gelegenen C konjugiert; daher ist C'C^, als 
Verbindungslinie der beiden zu C konjugierten Punkte C^ und (AB, C'C^), 
Polare von C und infolgedessen C zu (7 konjugiert. 

Oder: In den projektiven Punktreihen auf AB und A'B', in 
welchen konjugierte Punkte entsprechend sind imd von denen jede 
perspektiv ist zu dem Büschel der Polaren der Punkte der andern, 
sind die beiden dem Schnittpunkt C entsprechenden Punkte ihm kon- 
jugiert, ihre Verbindungslinie also die Polare von C; aber sie ist die 
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involutorische Axe der beiden Pnnktreihen und enthalt daher den 
Punkt (AB, Ä'B) = C, weU Ä und Ä\ B und B' in jenen Reihen 
entsprechend sind. 

Wenn also in einem Polarfelde zweimal zwei Gegen- 
ecken eines Yollständigen Vierseits konjugiert sind, so sind 
es auch die beiden übrigen. Ein solches Yierseit heißt Pol- 
yierseit des Polarfeldes. (Hesses Satz f&r das Polarfeld aus- 
gesprochen). 

Die beiden ersten Gegenecken-Paare bestimmen es; weil nun ein 
Polarfeld oo^ Paare konjugierter Punkte besitzt (der eine kann be- 
liebig gewählt werden, der andere auf einer bestimmten Gerade), so 
enthält das Polarfeld oo* Polvierseite. 

Dual: Sind in einem Polarfelde zweimal zwei Gegen- 
seiten eines vollständigen Vierecks konjugiert, so sind es 
auch die dritten. Wir haben ein PoWiereck des Polarfeldes. 

Es seien A^B^C drei Punkte eines Polarfeldes, GyhyC ihre 
Polaren; die Punkte A^ — {BCy a), B^ =- (CA^b) sind bzw. zu A^B 
konjugiert, folglich sind auch (-^jBj, jBJ^) =- C, {AB,AiB^)^Ci kon- 
jugiert; abo liegt C^ auf c oder {AB,c) liegt auf J^f^; d. h. die drei 
Punkte (JBC, a), (CJl, 6), {AB, c) liegen in gerader Linie: ABC und 
abc sind perspektiv. Offenbar sind auch die Seiten von ABC zu 
den Ecken von abc polar; wir nennen ABC und abc polare Drei- 
ecke des Polarfeldes. 

Zwei polare Dreiecke eines Polarfeldes sind perspektir^). 

Man kann den Satz auch so aussprechen: 

Die zu den Ecken eines Dreiecks in einem Polarfelde 
konjugierten Punkte je auf der Gegenseite liegen in ge- 
rader Linie. 

Die den Seiten des Dreiecks konjugierten Geraden, 
welche je durch die Gegenecke gehen, laufen in einen Punkt 
zusammen. 

Aber auch die Perspektivitätsaxe und die drei auf ihr 
gelegenen Schnittpunkte sind polar zum Perspektivitäts- 
zentrum und zu den drei durch dasselbe gehenden Verbin- 
dungslinien. 
315 Es gibt zwei wesentlich verschiedene Polarfelder. Wir 

benutzen, wie oben, zur Festlegung ein Polardreieck ABC ^ abc und 
zwei polare Elemente P,i>. 

Auf a sind konjugiert Bj C, und femer muß die Polare des 
Punktes ap durch A und P gehen, also ist sie AP und der Schnitt 
mit a ist zu ap konjugiert. Durch diese beiden Paare von Punkten 



1) Es gibt oo^ Paare; eine nichtinvolutoiische ebene Korrelation besitzt 
nur oo^ Paare polarer Dreiecke, welche perspektiv sind. 
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ist die InTolution der konjugierten Punkte auf a beetimmt^ und per- 
spektiy zu ihr ist die um den Pol Ä. Ähnlich findet man die In- 
volutionen auf hf Cy um B, C, Aus der gegenseitigen Lage je der beiden 
bestimmenden Paare schließen wir auf die Art der Involution. 

Der Punkt P liege innerhalb 'des Dreiecks; infolge dessen liegen 
die Punkte {a,ÄP\ (6, BP), (c, CP) oder 31,33,6 zwischen den Ecken. 
Dagegen können die Schnitte ap, bp, cp oder Sti, 93^, S^ zweierlei Lage 
haben: entweder alle drei außerhalb der Ecken, oder nur auf einer 
Seite ist dies der Fall, auf den beiden andern liegen sie zwischen 
den Ecken (Nr. 52). Daraus folgt, daß entweder auf allen drei 
Seiten des Polardreiecks die Involutionen elliptisch sind 
oder nur auf einer, auf den beiden andern hyperbolisch. 

Ist der Basiskegelschnitt reell, so tritt der zweite Fall 
ein, und zwar bei allen Polardreiecken. Denn wir wissen 
(Nr. 111), daß immer zwei Seiten eines Polardreiecks den Kegelschnitt 
reell schneiden, die dritte imaginär. Ferner, wenn auch nur ein reeller 
Punkt im Polarfelde vorhanden ist, der auf seine Polare zu liegen 
kommt, so haben auf allen durch ihn gehenden Geraden die Involu- 
tionen konjugierter Punkte einen, also beide Doppelpunkte reell; wir 
erhalten so c3o^ reelle Punkte mit der genannten Eigenschaft, d. h. eine 
reelle Basis. Also, wenn auch nur ein Polardreieck vorhanden 
ist, von dem zwei Seiten hyperbolische Involutionen kon- 
jugierter Punkte tragen, so ist der Basiskegelschnitt reell, und 
alle Polardreiecke sind so beschaffen. 

Wir betrachten nun ein Polardreieck ABC, dessen Seiten drei 
elliptische Involutionen konjugierter Punkte tragen: 

{BC, 21310, {CA, SB»,), {AB, 66J; 

wobei wie oben P im Innern und p außen liegt. Wegen der ellip- 
tischen Involution auf CA liegen ä^SS und p = 2li95i in verschiedenen 
Winkeln Ä^ {A, a), und wegen der Lage von P im Innern fällt Slj P 
in den ersteren und 2li33 in den Teil A^^P desselben. Wenn nun 
von dem Dreieck ABC die Ecke A und die Gegenseite a festgehalten 
wird, die Ecken B, C also die Involution auf a durchlaufen, so be- 
schreiben AC und PB, nach gepaarten Punkten gehend, projektive 
Büschel; der durch 33 (und 6) erzeuge Kegelschnitt geht durch A 
und P und berührt dort A3i^ und PSl^, der Punkt ä^ wird involu- 
torisches Zentrum für die beiden erzeugenden Büschel; die Strahlen 
durch Äi werden involutorisch geschnitten, z. B. a elliptisch -involu- 
torisch. Der Strahl von Sl^ nach dem 33, von dem wir ausgingen, 
schneidet in S diesen Kegelschnitt reell, also die Büschel hyperbolisch- 
involutorisch; also tun es alle Strahlen durch ^ in diesem Winkel 
^9}P der Tangenten; 33 bleibt in demselben, also auch innerhalb des 
größeren Winkels ^i{A, a), der ihn umfaßt, in welchem aber p nicht 
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enthalten ist; folglich bleibt die elliptische Lage Ton S^ 93 tmd p zu 
%^A und Qy demnach auch die elliptische Lage von 93 und 93| zu A 
und C. Die veränderlichen Seiten ÄC und AB tragen immerfort ellip- 
tische LiYolutionen. Mithin bleibt die Elliptizitat der LtiTolutionen 
auch bestehen, wenn nun auch die bisher festgehaltenen Elemente 
A und a verändert werden. 

Wenn also ein Polardreieck auf seinen drei Seiten ellip- 
tische Involutionen trägt, so tun es alle. 

Daraus folgt dann, was wir schon erhalten haben, daß, wenn 
eins eine elliptische und zwei hyperbolische Involutionen 
trägt, dies ebenfalls für alle gilt. 

In einem Polarfelde sind alle Polardreiecke gleicher 
Art: entweder tragen in allen die Seiten und Ecken ellip- 
tische Involutionen konjugierter Elemente oder nur eine 
Seite und ihre Gegenecke tragen solche, die anderen hyper- 
bolische. In jenem Falle ist der Basiskegelschnitt imaginär, 
und durch das Polarfeld ist er dargestellt, dieses Polarfeld 
ist sein reeller Repräsentant. Imaginär sind von ihm nur die 
Punkte und Tangenten; reell ist zu jedem (reellen) Elemente sein 
polares, der Mittelpunkt, als Pol der unendlich fernen Gerade, die 
Durchmesser als Strahlen durch ihn, die Involution konjugierter 
Durchmesser als die dem Mittelpunkte zugehörige Involution kon- 
jugierter Strahlen, und das rechtwinklige Paar darin, die Axen, reell 
auch die analytische Gleichung. Wegen dieser Realität des darstellen- 
den Polarfeldes (und der Gleichung) ist es richtiger, nicht bloß ima- 
ginär, sondern reell-imaginär zu sagen.^) 

Im andern Falle, wo die Basiskurve reell ist, kann sie 
eben jeder der drei Kegelschnitte sein. Deshalb schon nehme 
ich Anstand, die Namen elliptisch und hyperbolisch für die beiden 
Fälle des Polarfeldes mit reell-imaginärer, bzw. reeller Basis, welche 
in den Steiner-Schröterschen Vorlesungen eingeführt sind, anzu- 
wenden; und später, bei der Betrachtung des Polarraumes, werden sie 
sich als ganz ungeeignet erweisen. 

Wir müssen uns begnügen, Polarfeld mit reell-imaginärer, reeller 
Basis zu sagen. 

Man erhält nach Obigem ein Polarfeld der einen oder 
andern Art, wenn ein Polardreieck gegeben und einem 
innern Punkte desselben eine Polare zugeordnet wird, die 
alle drei Seiten auf den Verlängerungen schneidet oder nur 
eine. 



1) Dies Wort anzuwenden , habe ich in meinen Flächen 3. Ordnung, S. 28S 
vorgeschlagen. 
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Bei zwei allgemeinen korrelativen Feldern haben wir die 316 
Punkte By (jfy welche je zu der unendlich fernen Gerade des andern 
Feldes polar sind, schon als Mittelpunkte der Felder eingeführt (Nr. 283); 
wir nennen, die Terminologie der Kegelschnitte weiter yeraUgemeinemd, 
die Geraden durch 12, Q'j welchen also im andern Felde unendlich 
ferne Pole zugehoren, die Durchmesser der korrelativen Felder. 
Zwei Durchmesser, der eine durch By der andere durch Q'y sind kon- 
jugiert, wenn einer und dann jeder Ton ihnen durch den Pol des 
andern geht. Die beiden Durchmesser-Büschel sind projektiv mit kon- 
jugierten Durchmessern als entsprechenden. Die Schenkel s, t\ s', t' 
der entsprechenden rechten Winkel können wir dann wiederum die 
Axen der korrelativen Felder nennen. 

Legt man sie verkehrt aufeinander, d. h. so, daß s' auf ty t' auf 
s fällt — was auf vier Weisen möglich ist — , so hat man für die 
ineinandergelegten Felder ein Polardreieck erhalten: R hat die un- 
endlich ferne Gerade, die uuendlich fernen Punkte von Sy t haben 
s\ t' zu Polaren; es ist also ein Polarfeld entstanden, und s^t'y 
t ^ s' sind seine Axen. 

Zwei korrelative Felder (mit endlichen Mittelpunkten) 
kann man stets so ineinander legen, daß sie involutorisch 
werden und ein Polarfeld bilden^). 

Für das Polarfeld mögen nun noch die Grrundzüge der Theorie 317 
der Brennpunkte gegeben werden. Als Brennpunkt eines Polar- 
feldes (oder Kegelschnitts) definieren wir einen Punkt, dessen 
Involution konjugierter Strahlen rechtwinklig ist. Beim 
reellen Kegelschnitte muß er ein innerer Punkt sein. Zu dem Durch- 
messer, der durch einen Punkt geht, ist die Gerade nach seinem un- 
endlich fernen Pole, also die Parallele zum konjugierten Durchmesser 
konjugiert. Folglich können die Brennpunkte nur auf den Axen zu 
finden sein, den zueinander rechtwinkligen konjugierten Durchmessern. 

Es sei a eine von den beiden Axen. Durch einen Punkt Q auf 
ihr sei eine beliebige Gerade p^ gezogen und aus ihrem Pole P^ das 
Lot p^ auf sie gefällt, also die rechtwinklige und konjugierte Gerade; 
ihr Schnitt mit a sei Q'. Die Büschel um diese Punkte Q, Q' 
sind projektiv mit konjugierten Strahlen als entsprechenden. Dem 
gemeinsamen Strahle a sind die Senkrechten konjugiert, die nach dem 
unendlich fernen Punkte der andern Axe &, dem Pole von a, gehen. 
Folglich wird dieser das involutorische Zentrum der beiden Büschel. 
Die unendlich ferne Gerade schneidet sie also in involutorischen Punkt- 
reihen; in dieser Involution bilden die unendlich fernen Punkte von a 
und h ein Paar, sowie die von p^ und p^'; also ist sie die absolute 
Involution. Daher ist zu jedem Strahl des einen Büschels der kon- 



1) Schröter, Oberflächen 2. Ordnung, § 49. 
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jngierte im andern rechtwinklig. Zu welchem Strahle durch Q 
(oder Q") auch der rechtwinklige und konjugierte Strahl 
konstruiert wird; der Schnitt mit a ist ein fester Punkt Q' 
(oder Q). 

Die beiden Punkte Q und Q' bestimmen eindeutig und gleich- 
artig jeder den andern; d. h. sie beschreiben auf a eine luTolution, 
und ebenso tun es entsprechend konstruierte Punkte R und R' auf 
der andern Axe b. Hier sehen wir übrigens diese Involution unmittel- 
bar entstehen. Denn die beweglichen Punkte R und 12 werden ein- 
geschnitten durch entsprechende Strahlen p und p' der vorherigen 
Büschel Q und Q\ welche ja rechtwinklig und koigugiert sind; und 
die eingeschnittenen Punktreihen sind inyolutorisch, weil auch b durch 
das involutorische Zentrum Ton Q und Q' geht. Der Mittelpunkt 
und der unendlich ferne Punkt erweisen sich sofort als gepaart. 

Somit trägt jede der beiden Axen eine ausgezeichnete 
Involution — Fokalinvolution — von der Beschaffenheit, 
daß beliebige rechtwinklige und konjugierte Geraden stets 
die Axe in gepaarten Punkten dieser Involution schneiden. 
Für beide ist der Mittelpunkt Zentralpunkt. 

Ist F etwa ein Doppelpunkt der Involution auf a, so geht^ weil 
in ihm Q und Q' sich vereinigen, zu jedem seiner Strahlen der recht- 
winklige und konjugierte Strahl auch durch ihn; seine Involution 
konjugierter Strahlen wird dadurch rechtwinklig, er ist Brennpunkt; 
und umgekehrt, ein auf a gelegener Brennpunkt muß Doppelpunkt 
der Fokalinvolution sein. 

So erhalten wir auf jeder der beiden Axen zwei Brenn- 
punkte, die Doppelpunkte der Fokalinvolution. 

Zwei konjugierte Strahlen durch gepaarte Punkte Q, Q' auf a 
sind rechtwinklig, gehen also durch gepaarte Punkte der absoluten 
Involution, aber auch durch gepaarte Punkte R und R' der Fokal- 
involution auf 6. Daraus erhellt, daß die beiden Fokalinvolutionen 
und die absolute Involution verbundene Involutionen sind 
(Nr. 82); und da letztere elliptisch ist, so muß eine der Fokal- 
involutionen elliptisch, die andere hyperbolisch sein. Also 
sind nur zwei von den Brennpunkten reell; die Axe, auf welcher 
sie liegen, wird dann Hauptaxe, die andere Nebenaxe genannt. Ist 
2c die Entfernung der reellen Brennpunkte, die sogenannte Exzen- 
trizität, so ist c^ die Potenz der hyperbolischen Fokalinvo- 
lution; die Potenz der andern ist dann — c* (Nr. 82). 

Auf a und b haben wir andererseits je eine Involution 
konjugierter Punkte, für welche der Mittelpunkt ebenfalls 
Zentralpunkt ist; ihre Potenzen seien P^, P^, die Halbazen- 
Quadrate der Basis. Wenn p und p' wiederum i*echtwinkiig und kon- 
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jugiert Bind, Q und Q' ihre Schnitte mit der Hauptaxe a, Bj B' die 
mit der Nebenaxe b, so ist: 

MQ . MQ'^ c'^^MB' MB\ 

Der Pol P von p liegt auf p'; die Lote PS und PT auf a, 6 sind 
die Polaren von Q und 12, daher S und T zu diesen Punkten bzw. 
konjugiert, so daß: 

P^^MQ'MS, P.-^MBMT. 

Femer ist (auch dem Vorzeichen nach): 

MB' TB' TB' MB' - MT 
MQ' '^ TP ^ MS^ MS ' 
also: 

MQ MB'^-MT 

MB'" MS 
oder: 

MQ'MS-MBMT^-MBMK, 
demnach: 

Die reellen Brennpunkte liegen auf der Axe mit der 
algebraisch größeren Potenz der Involution konjugierter 
Punkte, dem algebraisch größeren Halbaxen-Quadrate. Bei der Ellipse 
haben wir: P^^ Pf,> 0, bei der Hyperbel P^ > > P^, bei dem 
reell-imaginaren Kegelschnitte > P^ > P^, so daß, wenn im ersten 
Falle die Halbaxen- Quadrate a*, 6*, im dritten — a*, — 6* sind, dort 
a > 6, hier a < 6 ist. 

Die beiden Axen und die reellen Brennpunkte auf der einen be- 
stimmen beide Involutionen und die andern Brennpunkte; die isotropen 
Doppelstrahlen der rechtwinkligen Involutionen um jene schneiden 
diese ein, und wir erhalten ein imaginäres Vierseit von Tan- 
genten, dessen Öegenecken-Paare durch die einen und die 
andern Brennpunkte und die absoluten Punkte gebildet 
werden^). Diese vier Tangenten oder die beiden rechtwinkligen Invo- 
lationen als Involutionen konjugierter Strahlen fahren zu einer 
^char von Kegelschnitten mit gemeinsamen Brennpunkten, 
konfokalen Kegelschnitten; hat einer die Halbaxen-Quadrate a, 6, 
a > 6, so sind die der andern a — X, h — \, und die Schar zerfällt in 
Ellipsen: X < 6, Hyperbeln: a > X > 6, und reell-imaginäre Kurven: 
X > a. Durch jeden Punkt gehen zwei reelle ungleichartige, 
die sich rechtwinklig schneiden. Das rechtwinklige Paar kon- 

1) Brennpunkte einer ebenen Kurve sind, nach der Verallgemeinerung von 
Plüeker, die Schnittpunkte der Tangenten aus dem einen absoluten Punkte 
mit denen aus dem andern. Eine Kurve n^' Klasse hat also n' Brennpunkte, 
danmter n reelle. 
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jugierter Strahlen durch ihn^ allen Enrren der Schar gemeinsam^ (die 
Halbierungsstrahlen der Winkel der Strahlen nach den Brennpunkten) 
sind Tangente und Normale ftlr beide; die Tangente der Ellipse hat 
die Brennpunkte auf derselben, die der Hyperbel auf yerschiedenen 
Seiten. Gleichartige konfokale Kegelschnitte schneiden sich 
nicht reell; einer umschließt den andern. Ungleichartige können 
Ton keiner Gerade zugleich imaginär geschnitten werden^). 

Durch die beiden Halbaxen- Quadrate P^, P^ lassen sich die 
beiden (reziproken) Potenzen der Involution konjugierter Durchmesser 
ausdrücken. 

Es seien wieder Q und S konjugierte Punkte auf a, q die Polare 
von Q, also die Parallele durch iS zu &; wir schneiden sie mit den 
konjugierten Durchmessern d und d' ia E und E'-^ die Polare e Ton 
E geht dann durch Q parallel zu d'] schneidet sie die Axe b in E^ 
so ist dazu die Parallele durch J^ zu a polar und ihr Schnitt T mit 
& zu ü konjugiert, so daß wie oben: 

Die Potenz p^ der Involution der konjugierten Durch- 
messer, in Tangenten geschrieben und auf den Zentraktrahl a be- 
zogen, ist: 



denn 



MT^SE und ^^' ^^ 



MS QM 

Ist das Zentrum einer Homologie Brennpunkt eines Kegelschnitts 
(oder Mittelpunkt eines Kreises), so ist es auch Brennpunkt des ent- 
sprechenden Kegelschnitts. So kann man durch Homologie Fokal- 
eigenschaften eines Kegelschnittes aus Eigenschaften des Kreises ab- 
leiten. 
318 Die Kernkurven einer allgemeinen ebenen Korrelation 

können imaginär sein; wir stellen ihre Polarfelder her, am 
in diesem Falle die reellen Repräsentanten zu haben. 

Wir schneiden wiederum die beiden Polaren x, y eines Punktes 
3 = X = i^' im doppelt konjugierten Punkte 3i '^^ ziehen durcb 
diesen den Strahl j, welcher durch Xjtf vom Strähle 3i3''^ harmo- 
nisch getrennt wird. Damit ist jedem Punkte 3 eindeutig diese Ge- 
rade j zugeordnet, auch einem Punkte der Punkt-Kemkurve, obwohl 
mit ihm 3i zusammenfällt, aber die Gerade 3i 3 i^* j* durch W be- 
stimmt. Nur Uj V machen eine Ausnahme, weil z. B. für C jeder 

1) Wegen der weiteren Brennpunkts -Eigenschaften vgl. man Steiner- 
Schiöters Vorlesnngen, § 35 und 60; oder Reye, Geometrie der Lage, L Abi, 
4. Aufl., 13. und 14. Vortrag und Ajihang, Nr. 185 ff. 
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Punkt Ton u zugehöriger Punkt 3i ^^ ^^^ ^^ ^^^ Strahlen x\ y, 3i3 
in u zusammenfallen, so daß zuiuLchst dem Punkte U und ebenso dem 
V jede Gerade der Ebene zugeordnet wird. In Wirklichkeit besteht 
auch hier keine Unbestimmtheit; wenn wir uns vorderhand nur an 
den allgemeinen Fall halten und da die Zuordnung der Elemente 3> i 
als Polarfeld erkennen werden, so wird dieses dann den U, V auch 
bestimmte Geraden zuweisen. 

Dem Punkt W wird, obwohl 33i jödör Strahl durch ihn sein 
kann, doch eindeutig die tr, in der sich x, y vereinigen, als } zu- 
geordnet. 

Wir fragen jetzt, wie viele (von J7, V verschiedene) 3 P^* ^^ 
zu einer gegebenen Gerade j, ftlr welche sie die einzige zugeordnete 
(Gerade ist? 

Wenn von zwei doppelt konjugierten Punkten 3y3i ^^^ ^^^^ ®^® 
Gerade durchläuft, so beschreibt der andere einen Kegelschnitt, der 
durch Uy F, W und die Pole der Gerade geht; denn durch projektive 
Büschel um sie wird er erzeugt (Nr. 307). 

Die Gerade j^^ = ^ sei gegeben und erfUlt von Punkten 3i9 
die zugehörigen 3 erzeugen den Kegelschnitt 3* *= (JJVWS'T), Aus 
jedem der 3i ziehen wir die Polaren Xj y des 3 ^i^^d wollen wissen, 
wie ofk der vierte harmonische Strahl zu a:',y; 3^ TT mit j zusammen- 
fallt, oder wie oft der vierte harmonische Strahl zu x\ y; J durch W 
geht. Die Polare x umhüllt den Kegelschnitt {x), der im zweiten 
Felde dem 3* durch die Korrelation entspricht, also die w, r, w, } be- 
rührt; der von y umhüllte Kegelschnitt {y) tut es ebenfalls. Also 
lautet die Frage: wie oft geht, während 3i &uf der gemeinsamen Tan- 
gente j sich bewegt, der vierte harmonische Strahl, der dieser Tan- 
gente je in bezug auf die beiden zweiten Tangenten x\ y aus 3i ^^^ i 
zugeordnet ist, durch Wi Nach dem dualen Satze zu dem am 
Schlufie von Nr. 295 erhaltenen Satze geschieht es dreimal Wir 
liaben also drei solche Punkte 3i ^^^ h ^^^ denen ) der vierte har- 
monische zu x\ y; 3i '^ ^^*5 *^®^ 2^®^ ^^^ ihnen sind die Punkte 
ju, jü, denen als 3 di® Punkte ZJ, V zugehören, für welche j nicht 
die einzige zugeordnete Gerade ist. Nur der dritte Punkt führt zu 
einem solchen 3* 

Die Zuordnung (3; i) ist also in beiderlei Sinne eindeutig. 

Nunmehr laufe 3 ^^^ ^®r Gerade r = i = m'; der Kegelschnitt 
81* des zugehörigen 3i geht durch U, F, Wy L\ M. Die drei Strahlen 
a:', y, 3i3 g^ten von den Punkten 3i dieses Kegelschnitts nach drei 
festen Punkten L', M, W desselben ; folglich tut es auch der vierte 
Strahl }. Dieser Büschelscheitel 91, der vierte harmonische Punkt in 
der krummen Punktreihe zu L\ J!f ; Wy entspricht im Felde (j) der j 
der Gerade r, insofern sie zum Felde (3) der 3 geht. Daß die 
Punktreihe r und der Büschel 91 projektiv sind, ist leicht zu erkemy^w. 
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Die Zuordnung (3yg) ist Korrelation. 

Die Gerade r und der Punkt 9t sind beliebig entsprechende Ele- 
mente derselben in (3) und (}). Läßt sich nun zeigen, daß r ans % 
ebenso sich ergibt, wie j aus 3; ^^^ ^ ^^^ ^ ^^^^ entsprechend sind 
in (}) und (3)^ so ist die Korrelation involutorisch und Po- 
larfeld. 

Wenn 3 ^^® o^®^ oui Punkt Ton r und } die entsprechende 
Gerade ist, die dann durch 3i geht, so sei auf diese der beliebige 
Punkt ®^H=r gelegt; die zugehörige Gerade g muß durch 3 
gehen. 

In der Tat, wenn 3® ™it x\y,h\i in X^', Y^, jff^', I^ geschnitten 
wird, welche bzw. zu X, Y\ J7, 1' in der gegebenen Korrelation kon- 
jugiert sind, so ist: 

XHYJ,7\X,'H,'TI\ 
oder 

demnach sind 3®? ^i-Si; -^i-^i' "i InTolation und: 

3®riXi'A®35-i'ii- 

Der linke Wurf, perspektiv zu 3i (3> h Vy ^If ^s* harmonisch; riso 
ist auch der rechte harmonisch und der ebenfalls harmonische Wurf 
®i(®, 8, Ä', i) steht über ihm und g geht durch 3- 

Was für & gilt; gilt auch für % dessen zugeordnete Gerade zu- 
nächst r heiße. Sie geht also durch 3; der S^i, durch den r auch 
gehen muß, liegt auf r, weil 9i auf 91^; also hat r mit r die Punkte 
3 und 9}, gemein und ist mit ihr identisch. 

Die Punkte 3 »^f ^^> j© ^^^ 3i identisch, fallen auf die zuge- 
hörige }, also gehören sie der Basiskurve an, als der Punkt-Kemkurre 
des Polarfeldes; K^ ist daher diese Basiskurve und die zugehörige 
Gerade j ist je die Tangente von K*, die also immer zu dem Strahle 
nach W harmonisch ist in bezug auf die beiden Polaren oder Tan- 
genten an die andere Kemkurve. 

Und nun erhalten auch U, V ihre eindeutig zugeordneten Geraden 
in den Tangenten u, v. 

Für das Polarfeld (K^) der Punkt-Kernkurve erhält man 
also zu einem beliebigen Punkte 3 ^^^ Polare j in dem 
Strahle, welcher durch die beiden Polaren Xytf von 3 ^^^ 
diesem Punkte harmonisch getrennt wird; imd wir können be- 
liebig viele Paare entsprechender Elemente konstruieren. 

Für das Polarfeld (fg) der Geraden-Kernkurve ist tu 
einer Gerade polar der Punkt, der von ihr durch die beiden 
Pole harmonisch getrennt ist^). 

1) Schröter, Joum. f. Math., Bd. 77, S. 106, Oberflächen 8. OrdmiDg, §60. 
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Die Konstruktion ist analog zu derjenigen von Nr. 75. 

Leiten wir die doppelte Berührung der beiden Kemkurven 
aus den Polarfeldem ab. Die Gerade w und ihr involutorischer Pol W 
ergeben sich aU VerbindongBlmie zweier Schnittpunkte doppelt kon- 
jugierter Geraden, als Schnittpunkt zweier Verbindungslinien doppelt 
konjugierter Punkte; 3 ^^^ ^^ Punkt von W] 3i ^^^t in W, so 
daß j, die Polare von 3 üi {K^)j durch W geht; 3* söi ihr Schnitt 
mit w, also dem 3 i^ (J^^ konjugiert. Die beiden Pole von j* = TF3 
mtlssen auf w und bzw. auf den Polaren x\ y von 3 liegen, sind 
also deren Schnitte X'*, Y* mit ti;; also ist der durch sie von j* 
getrennte harmonische Punkt, der Pol von j* in (fj), der 3* ^^^ 
3, 3* sind auch in (fj) konjugiert. Folglich haben (Jf*) und (f,) 
dieselbe Involution konjugierter Punkte auf Wj und da W und w in 
beiden polar sind, auch dieselbe Involution konjugierter Strahlen um W\, 
perspektiv zu jener. Die beiden Kegelschnitte JT' und f, berühren 
sich in den Doppelpunkten der ersteren mit den Doppelstrahlen der 
letzteren als Tangenten. Je nach dem jene gemeinsamen Involutionen 
konjugierter Elemente hyperbolisch oder elliptisch sind, ist diese dop- 
pelte Berührung reell oder imaginär. Im letzteren Falle haben 
wir in den Involutionen die reellen Repräsentanten der ima- 
ginären Elemente (7, F; u, t?. 

Von dem beliebigen Punkte 3 = ^ — ^' söi ^ t^sx^Id. dem einen 
Schnitte R von K^ mit der einen Polare x gezogen; die Projektivi- 
iät konjugierter Punkte auf ihr artet aus und zwar so, daß dem R' 
alle Punkte von l konjugiert sind; denn seine Polare r muß durch 
ihn, als Punkt von K^, und durch 3 = ^ gehen, also mit Z zusammen- 
fallen. Der zweite Schnitt Q von { mit JT^, als zweiter Koinzidenz- 
punkty ist der andere singulare Punkt und hat, als Punkt des ersten 
Feldes, die l zur Polare im zweiten; weil { durch Y' geht, liegt Q 
auf ^; l geht also auch durch einen der Schnitte der andern Polare 
von 3 ^i^ ^^' ^^ ^ il^^ beiden Pole enthält, ist sie Tangente von f,, 
und für die Tangenten von f, wissen wir schon (Nr. 306), daß sie 
ausgeartete Projektivitäten konjugierter Punkte tragen. Die beiden 
zweiten Schnitte von x\ y mit K^ liegen ebenfalls auf einer Gerade 
durch 3- 

Die Schnitte der beiden Polaren x', y von 3 mit J5l* liegen 
auf den beiden Tangenten aus 3 &^ l~2) <liese Geraden tragen 
ausgeartete Projektivitäten konjugierter Punkte, in denen 
je die genannten Schnitte singulär sind. 

Auch hieraus folgt, daß die Polare von 3 t^'^^ JST* durch den 
Schnittpunkt x'y geht und von 3 durch x und y harmonisch ge- 
trennt wird. 

Nur wird hierbei eventuell mit imaginären Elementen gearbeitet. 
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319 Wenn auf zwei Seiten p » QBy q » PR eines Polardreiecks eines 

Polarfeldes Y und Y, Z und Z in den Involutionen konjugierter 
Punkte gepaart sind^ so sind die Gerade Y Z und der Schnittpunkt 
(PF, (^Z) polar oder, wenn wir mit y,y'^a,z die über ihnen stehen- 
den Paare der InTolutionen konjugierter Strahlen um die Gegenecken 
P, Q bezeichnen, die Gerade (py, qä) und der Punkt yg. Daraus er- 
gibt sich folgende Herstellungsweise eines Polarfeldes^). 

Auf zwei Geraden p, q seien Involutionen (p\ {q) gegeben; 
dem gemeinsamen Punkt R seien Qy P gepaart und r deren 
Verbindungslinie, so daß in den Perspektiven Involutionen (P), (Q) 
die r, g; TjP je ein Paar bilden. Wir ordnen X und x' einander 
zu, wenn af in YjZ trifft und diesen Punkten die Schnitte 
Yy Z von PXy QX in (p), (q) gepaart sind oder wenn in X sich 
y, schneiden und diesen in (P), (Q) die Strahlen y , b nach den 
Schnitten x'py x'q gepaart sind. Die Zuordnung ist in beiderlei Sinne 
eindeutig. 

u sei eine beliebige Gerade, Äy B ihre Schnitte mitp,^, also 
U={PÄy QB) der ihr zugeordnete Punkt; wir fassen jene als Ge- 
rade t des ersten Feldes auf, auf welcher sich X bewegt; zu ihm 
perspektiv bewegen sich Y und Z, zu diesen F, Z involutorisch, also 
zueinander projektiv. Kommt X nach ^r, so fallen F, Z nach Q, P, 
Y, Z beide nach R, folglich befinden sich die Punktreihen der 
F, Z in perspektiver Lage und x ^Y Z beschreibt den Strahlen- 
büschel um das Zentrum T\ Damit ist die Beziehung als Korrelation 
erk.annt. 

Die beiden Punkte J., B von t liefern am schnellsten das Zen- 
trum T', Die zu A gehörigen F, Z, F, Z sind Äy R, Ä, P, also ist 
PÄ die zugehörige Gerade und QB die zu B gehörige, folglich T 
der Schnitt {PÄ, QB) und T' identisch mit U. Die Elemente J7= T 
und u ^t entsprechen sich also in beiderlei Sinne, und die Korrela- 
tion ist involutorisch: ein Polarfeld. 

Zu A gehört, wie eben gefunden, PÄ als Polare, also sind Af Ä 
konjugiert im Polarfelde; femer haben P, Q, R die Gegenseiten p, g, f 
zu Polaren; also wird PQR ein Polardreieck, p, q konjugiert und 
die gegebenen Involutionen sind solche konjugierter Punkte. 

Ein Polarfeld ist vollständig und eindeutig bestimmt 
durch zwei Involutionen konjugierter Elemente auf kon- 
jugierten Trägern. 



1) Steiner- Schröters VorleBungen, 3. Aufl., Nr. 292. 
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Für einen Punkt X auf r (oder einen Siarahl durch 12) wird die 
>n8trakidon zunächst unhestimmt^ weil die beiden die Polare bestim- 
mden Punkte sich yereinigen; aber eine Gerade durch ihn Uefert 
ihrem Pol einen zweiten Punkt fBr sie. 

Die InTolution (r) konjugierter Punkte auf r ist (Nr. 82) den In- 
lutionen (p), (q) nicht verbunden; yielmehr laufen die Yerbindungs- 
ien, mit den öegenecken^ der gepaarten Punkte Ä^ByC zu den 
n Schnitten A, B, C einer Gerade mit p,q,r in einen Punkt zu- 
nmen, den Pol der Gerade. 

Ist (rj) die Involution auf r, welche den (p), (q) verbunden ist, 
d C^ in ihr dem G gepaart, also in gerader Linie mit Ä, S gelegen, 
sind diese beiden dem C in (r) und (r^) gepaarten Punkte C und 
harmonisch in bezug auf P, Q (Nr. 52); ebenso, wenn C^ in (r^) 
m C gepaart ist, C und C^ Folglich bilden C, Ci] Cy C^ zwei 
are der Involution (P, Q) mit P, Q als Doppelpunkten. WeU aber 
Q ein Paar sowohl von (r), als von (r,) ist, stützen sie sich beide 
f (P, Q) (Nr. 85). Das Paar CÜ von (r) geht durch (P, Q) in 
Ci über, das also ebenfalls ein Paar von (r) ist; andererseits geht 
les in dieses auch durch (r^) über, so daß auch (r) und(r^) ein- 
der stützen. 

Die Involution konjugierter Punkte (r) auf r, diejenige 

), die den beiden Involutionen konjugierter Punkte (jai), {q) 

rbunden ist, und die Involution mit den Doppelpunkten 

Q bilden ein Tripel sich gegenseitig stützender Involu- 

)nen. 

An diese Bestimmimg des Polarfeldes durch zwei Involutionen kon- 320 
rierter Elemente auf konjugierten Trägem, bei welcher leicht pokre 
emente hergestellt werden können, hat Schröter^) eine Reihe an- 
rer Bestimmungen angeschlossen. Endziel ist ihm die Bestimmung 
3 Polarfeldes durch fQnf Paare konjugierter Punkte; er liefert für 
tse die lineare Konstruktion der Polare irgend eines Punktes, jedoch 
sehr umständlicher Weise. Wir werden später diese Aufgabe in 
lerer Weise behandeln. Hier sollen einige einfachere Bestimmungen 
r die oben genannte zurückgeführt werden. 

1. Es sei das Polarfeld durch ein Polardreieck ^jBC und 
3 Involution konjugierter Strahlen um P (oder die Involu- 
n konjugierter Punkte auf einer Gerade) gegeben. 

Man schneidet BC, AG mit den Strahlen PAy PB in 21, 85 und 
t den zu ihnen in der Involution gepaarten Strahlen in 9', 93', den 
len von PAy PB, so hat man auf den konjugierten Geraden BGyAC 
» Involutionen konjugierter Punkte jB, C; ?l, W, bzw. Ay (7; 85, 85'. 

1) Steiner-Schröters Vorlesangen, § 58. 

Sturm, Oeometr. VenrandtsohAfleiL IL 1 
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2. Es seien das Polardreieck ABC und zwei polare Ele- 
mente Pyp gegeben. 

Auf BC sind konjugiert B, C nnd die Schnitte mit p und PÄ, 
auf ÄC die Ä, C und die Schnitte mit p und PB. 

3. Zweimal sind Pol und Polare: P^P'^Qtq und einmal 
zwei konjugierte Punkte Ä^Ä' (oder Geraden) gegeben. 

Es sind dann auch R^pq und r <=» PQ polar. Schneidet man 
r mit Pjq in Pj, Q^, so sind RPP^, ^QQi Polardreiecke; auf r hat 
man die Involution konjugierter Punkte {PPi, QQi)f und ebenso, 
perspektiy dazu^ die Involution konjugierter Strahlen um JR. Jetzt 
erst greifen ÄyÄ' ein; schneidet man ÄÄ' mit r in iS und ist j8^' der 
S in der Involution auf r gepaarte Punkt^ so ist RS' die Polare von S 
und der Schnitt mit ÄA' konjugiert zu S, so daß wir auf ÄÄ' die 
Involution konjugierter Punkte haben und außerdem ein Polardreieck 
wie in 1. 

Nehmen wir aber an, es seien nur zwei Involutionen (|)),(g) 
konjugierter Punkte gegeben, ohne daß p und q konjugiert 
sind, so ist das Polarfeld noch nicht bestimmt. 

Es werde die den (p), (q) verbundene Involution (r) konstruiert^ 
deren Träger r die dem Schnittpunkte R^pq gepaarten Punkte Q, P 
in (p), (q) verbindet; (r) sei irgend eine der auf (f) sich stützenden 
Involutionen. Weil in aUen Polarfeldem, zu denen (p\ (q) gehören, 
R und r polar sind, so ist r zn p und q konjugiert. Wir stellen da- 
her aus den auf konjugierten Trägem p, r gelegenen Involutionen 
(p)f W ^^ Polarfeld her; so ist zu beweisen, daß (q) zu ihm gehört 
X sei ein Punkt von g; wir konstruieren seine Polare x in dem Polar- 
felde. Wenn P' dem Q in (r) gepaart ist, so haben wir X aus P' 
und R auf p und r zu projizieren; die letztere Projektion ist P, die 
andere sei F; wenn femer Q' dem P in (r) und F' dem Y in (p) 
gepaart ist, so ist Q' Y' die Polare x von X und ihr Schnitt X' mit j 
zu X konjugiert. Den beiden in (r) gepaarten Punkten P, Q sind 
in (r) bzw. Q\ P' gepaart; folglich bilden diese, weil (r) und (r) sidi 
stützen (Nr. 85), ein Paar in (r). Dann müssen, nach der Eigenschaft 
verbundener Involutionen, die beiden Geraden P' Y und Q' Y\ welche 
ein Paar von (?) mit einem von (jp) verbinden, in q ein Paar der (j) 
einschneiden, d. h. X' ist dem X in dieser Involution (g) gepaart Jede 
zwei gepaarte Punkte der {g) sind konjugiert im Polarfelde. Und 
umgekehrt, wenn das der Fall sein soll, so müssen Q\ P', welche den 
in (r) gepaarten P, Q in (r) gepaart sind, ein Paar in (f) bilden; 
d. h. (r) muß sich auf (r) stützen. So führen die oo^ Involutionen, 
welche sich auf die Involution stützen, die den (p), (j) ver- 
bunden ist, zu den oo^ Polarfeldern, zu welchen (p) und (ö') 
gehören. 
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Diese Polarfelder gehören zu den Eegelsclmitten durch die vier 
Doppelpunkte der Involutionen auf (p) und (q). 

Bei dieser Herstellung des Kegelschnitt-Büschels wird die Heran* 
Ziehung Ton Punkten der Kegelschnitte vermieden (vgL Nr. 124). 

Aus 2. ergibt sich die Umkehrung eines Satzes in Nr. 118: 
Zwei demselben Kegelschnitte K eingeschriebene Drei- 
ecke ABG, DBF sind Polardreiecke eines Polarfeldes. Wir 
bestimmen dasselbe durch das Polar dreieck ABC und D und EF ab 
Pol und Polare, und vervollständigen in ihm D, E zum Polardreiecke; 
die dritte Ecke F' muß auf EF liegen und nach Nr. 118 befinden 
sich^-BC, DEr auf einem Kegelschnitte, also auf dem durch A^...E 
bestimmten K, und F' ist der zweite Schnitt desselben mit EF, 
demnach mit F identisch. 

Ebenso sind zwei demselben Kegelschnitt umgeschriebene Drei- 
ecke zugleich Polardreiecke in einem Polarfelde. 

Nun ergibt sich der Satz am Ende von Nr. 118 auf andere Weise. 
Die beiden demselben Kegelschnitte eingeschriebenen Dreiecke ABC, 
DEF sind Polardreiecke eines Polarfeldes, und als solche (Nr. 118) 
demselben Kegelschnitt umgeschrieben. 

Femer möge die Herstellungsweise eines Polarfeldes in Nr. 319 321 
benutzt werden, um für den sogenannten Kegelschnitt der 14 
Punkte*) das Polarfeld zu konstruieren. Wir gehen von drei ver- 
bundenen Involutionen aus: (a), (b), (c). Die sechs Doppelpunkte E, E'] 
FyF',G,G' bilden das Vierseit EEG, EF'G', E'FG',E'F'G, für 
welches ab = 3135 6 Diagonaldreieck ist. Es seien ?lo8to^S5oS3o^®o®o' 
die drei Paare aus den Involutionen, welche bzw. zu den Ecken 
9, S; S, 31; S(, 93 harmonisch sind, und St^ der Kegelschnitt durch sie 
(Nr. 123). Das ist der Kegelschnitt, um den es sich handelt. Da 
SIq, %^' zu 93, 6 und zu E, E' harmonisch sind, so ist die Involution 
(a') — (856, EE') diejenige der für fi^ konjugierten Punkte auf a, 
ebenso (bO = (63C, FF') und (c') = («85, GG')-, sie stützen sich bzw. 
auf (a), (b), (c). 

9 95 S ist Polardreieck, also genügen die beiden Involutionen (a') 
und (6') auf den konjugierten Geraden a, b zur Festlegung des Polar- 
feldes. 

Die Polare von E muß durch E' und ?l gehen, ist also KSBi, 
und der Schnittpunkt E^ = {EFG, E'SS) ist zu E konjugiert; er ist 
der vierte harmonische zu E in bezug auf JP, G, wie das Viereck 
%E'F' G' zeigt. Sind ebenso F^ und G^ harmonisch zu F, G in be- 
zug auf GyEj bzw. E,Fy so sind EE^, FF^, GG^ in Involution 
(Nr. 144), und das ist die Involution konjugierter Punkte für Rq auf 

1) Ciemona, Messenger of Mathematics, Bd. 3, S. 13^ 8B. 
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EFO] ihre Doppelpunkte, welche mit Ej Fj Q äqnianharmoiiische 
Würfe bilden, die zum Tripel EFQ gehörigen Hesseschen Punkte 
(Nr. 160), liegen also auf Äo, und so erhalten wir für denselben 8 
weitere Punkte auf den Geraden EFGy EFG'j .... 

Sind die drei Inyolutionen (q), (b), (c) hyperbolisch, so sind die 
sechs Punkte 8(o, 8(o', . . . imaginär; denn ^, S und Ey E' liegen ellip- 
tisch. Die drei Inyolutionen konjugierter Punkte (a'), (6^, (c') auf den 
Seiten des Polardreiecks sind also elliptisch; daher ist ^ reell-imagiiur. 
Die Hesseschen Punkte, zu den reellen Tripeln EFG, . . . gehörig, 
sind auch imaginär (Nr. 144). 

ßind aber (a), (6) elliptisch und (c) hyperbolisch, so sind Sl^, St^'; 
93o; 93o' reell und daher auch ßg; Sq, Sq' ^^^^ ^^^ ^^ Hesseschen 
Punkte sind imaginär, so jedoch, daß die auf EFG gel^enen zu den 
auf ETG und die auf E'FG' zu denen auf EF'G' konjugiert sind. 
Nach den beiden Tripeln GEF und GF'E' kommen vom reellen 
Punkte & die reelle Gerade G'G und die beiden konjugiert imagi- 
nären Geraden G'EF' und G'F'Ej definiert durch die elliptische In- 
volution, die aus G' die (q) und (b) zugleich projiziert; also sind die 
Hess eschen Strahlen zu diesem Tripel reell; nach Nr. 145 kann man 
sie konstruieren. Sie sind die Geraden, welche die konjugiert imagi- 
nären Hesseschen Punkte auf GEF und G\E*F' verbinden, und die 
Involution, welche aus G die (a) und (b) projiziert, schneidet in sie 
die darstellenden Involutionen dieser Punkte ein. 

Handelt es sich um den speziellen FaU (Nr. 82), wo zwei In- 
volutionen (b), (c) mit der absoluten Involution (a) verbunden sind, 
so ist der Kegelschnitt der 14 Punkte folgende Hyperbel. Sie hat 9 
zum Mittelpunkt, die Halbierungslinien der Winkel bc zu Asymptoten 
und die beiden Punkte auf b zu Scheiteln, welche mit den Doppel- 
punkten von (c) auf einem Kreise um % liegen. 

322 Es seien gegeben ein Dreieck ABC und ein Dreiseit aVe' in der- 

selben Ebene, welche perspektiv sind; das Zentrum, in welches die Verbin- 
dungslinien {A, b'c)j (B, ca\ (C, a'V) zusammenlaufen, sei iS, und die 
Axe, welche durch^die Schnitte ?l - {BC, a), 83 - (CA, V\ 6 - {AB,c) 
geht, sei s\ Wir legen dann eine Korrelation fest: 

ABCS 
a' V c s' 

Nennen wir noch 2ti, 95i, 6i die Schnitte von S{A, B, C) mit s' und 
rechnen sie zunächst zum ersten Felde; da die Geraden S{A,BfG) 
aus dem ersten Felde die 31, 83, S oder s\a\ V, c') zu Polen im zwei- 
ten haben, so sind jenen Punkten 31^, 83i, (S^ aus dem ersten Felde 
diese Punkte 2t, 83, 6 im zweiten konjugiert Nun lehrt das Viereck 
SAJBC, daß 8li2l,a3i»,(£^e in Involution sind; also büden die kon- 
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jngierten Punkte anf s' inyolutonsche Pnnktreihen; jede zwei gepaarte 
Punkte dieser Involution sind in beiderlei Sinne konjugiert. Der 
Punkt %y auf BC gelegen^ hat als Punkt des ersten Feldes, eine 
durch Vc gehende Polare, die aber, nach dem eben erhaltenen Er^ 
gebnis, auch durch S^ geht, mithin SA ist; ebenso haben 93, S im 
ersten Felde die SBj SC zn Polaren im zweiten und s* aus dem ersten 
Felde hat S zum Pole im zweiten. Der Punkt S und beliebig zwei 
gepaarte Punkte jener Involution auf s' sind zu je zweien in beiderlei 
Sinne konjugiert und bilden ein Polardreieck; also liegt ein Polar- 
feld vor. 

Demnach ist diejenige ebene Korrelation, in welcher 
zwei perspektiv gelegene Dreiecke, sowie Zentrum und Axe 
entsprechend sind, ein Polarfeld^). 

Die ümkehrung hatten wir in Nr. 314. 

Man kann, wegen Nr. 45, diesen Satz auch etwas anders aus- 
sprechen. 

Wenn in einer ebenen Korrelation einem Yiereck ABCD 
ein Yierseit olh'c'dl entspricht, welches jenem verkehrt ein^ 
geschrieben ist, d.h. so, daß auf den Seiten 

AB, AC, AD, BC, BD, CD 

die Ecken 

c'dT, Vd\ b'c', a! S, a! d , a'V 

liegen, so handelt es sich um ein Polarfeld^. 

unsere Figur besteht aus zehn Punkten und zehn Geraden, imd 
mit jedem dieser Punkte inzidieren drei Geraden, mit jeder Gerade drei 
Punkte. Sie laßt sich noch, wie a. a. 0. schon gesagt wurde, auf zehn 
Weisen als Figur von zwei perspektiv^en Dreiecken, Zentrum, Axe und 
den inzidenten Verbindungslinien und Schnittpunkten auffassen: man 
nimmt jedes der zehn Paare polarer Elemente unseres Polarfeldes als 
Zentrum und Axe, woraus dann sofort zwei in demselben polare Drei- 
ecke als perspektiv sich gegeben, wie dies ja auch nach Nr. 314 
notwendig ist. 

Auf jeder der zehn Geraden geben uns die drei Punkte und die 
Schnitte mit ihren Polaren sofort die Involution konjugierter Punkte; 
und perspektiv zu ihr ist diejenige der konjugierten Strahlen um den 
Pol. Diese 2 • 10 Involutionen liefern fiir die Basiskurve 20 Punkte 
und ihre Tangenten. 

Zu der vorliegenden ebenen Figur führt ein räumliches voll- 
standiges Fünfeck A^A^A^A^A^ durch die Spuren AJ^^y a^^j^ der 

1) Stau dt, Qeometrie der Lage, Nr. 241. 

2) Pasch, Math. Annalen, Bd. 26, S. 216. 
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zehn VerbindungBlinien a^^^^A^A^ und der zehn Yerbindongs- 
ebenen a^^^^^^ Ä^A^Ä^. Es sind z. B. A^iA^A^^a^^o^^di^ und 
<>M6%86%26 ^ As ^5 ^5 perspektive Dreiecke; die Yerbindungslinieii 
entsprechender Ecken sind a^^^ a^^, a^^, welche in Ä^ zusammen- 
laufen, und die Schnittpunkte entsprechender Seiten sind Af^,Äj^,Jn^, 
welche auf o^,, liegen. 

Ein räumliches vollständiges Fflnfeck ruft in jeder Ebene 
ein Polarfeld hervor; in ihm sind die Spuren gegenüber- 
liegender Elemente polar. 

323 Jede Fläche zweiten Grades F^ induziert in einer belie- 

bigen Ebene^ mag sie von ihr reell oder imaginär geschnitten 
werden, ein Polarfeld, das im letzteren Falle der Repräsen- 
tant der reell-imaginären Schnittkurve ist. 

Wir setzen dabei folgende Sätze aus der Polarentheorie der 
Flächen zweiten Grades als bekannt voraus: 

Jedem Punkte ist, in bezug auf eine Fläche zweiten Grades, eine 
Polarebene zugeordnet, jeder Ebene ein Pol; die j Polarebene eines 
Punktes der Fläche ist seine Berührungsebene. Läuft der Pol auf 
einer Gerade, so dreht sich die Polarebene (projektiv) um eine andere 
Gerade, welche die Polare jener heißt. Diese beiden Geraden haben 
reziprokes Verhalten (daher auch: reziproke Polaren), so daß auch von 
jedem Punkte der zweiten Gerade die Polarebene durch die erste geht. 
Die Polarebenen der Punkte einer Ebene erfUlen (korrelativ) den 
Bündel um den Pol derselben, die Pole der Ebenen durch einen Punkt 
das Feld in seiner Polarebene. 

Wir kommen jedoch auf diese Beziehung zwischen Pol und 
Polarebene einer Fläche zweiten Grades beim Polarraume zurück. 

Nun sei TT die gegebene Ebene; jedem Punkt X derselben, zum 
ersten Felde gerechnet, ordnen wir im zweiten den Schnitt x' von TT 
mit seiner Polarebene E nach F^ zu; die Polarebenen E der Punkte 
von TT bilden einen Bündel; und eine Gerade x' in TT bestimmt eine 
Ebene in diesem Bündel, die also einem in TT gelegenen Pole zuge- 
ordnet ist. Diese Zuordnung ist somit eindeutig. Durchläuft X eine 
Gerade :r in TT, so dreht sich die Polarebene E um die Polare x^ in 
bezug auf F^ und x um die Spur X' derselben in TT. Die Zuord- 
nung ist also linear und demnach Korrelation, und der Gerade x im 
ersten Felde entspricht X' im zweiten. Es sei x = y\ so geht durch 
y' eine Ebene aus dem Bündel der Polarebenen der Punkte von TT; 
ihr Pol Y liegt also in TT. Da sie aber durch x geht, so muß, nach 
dem Satze über reziproke Polaren, dieser Pol Y auf x^ liegen, also 
ist er der Schnitt von x^ mit TT; d. h. F= X'. Jede zwei ent- 
sprechenden Elemente korrespondieren sich also in beiderlei Sinne; 
die Korrelation ist durchweg involutorisch: ein Polarfeld. 
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Wir wollen ein Polardreieck herstellen; oi sei als Spur der Polar- 
ebene E Yon X in TT erhalten und Y auf oi gel^, also auf E, folg- 
lich geht die Polarebene x\ von Y durch X, mithin auch ihre Spur y\ 
Der Schnitt Z » x'y liegt in E und x[f seine Polarebene t geht daher 
durch X und Y und z ist XF. In dem Dreiecke XFZ hat sonach 
jede Ecke die Gegenseite znr Polare. 

Es sei der Schnitt von TT mit ¥^ zni&chst ein reeller Kegel- 
schnitt Jedem seiner Punkte gehört als Polarebene die Berührungs- 
ebene zu, daher als Polare im Polarfelde (TT) seine Tangente an den 
Kegelschnitt Diese Schnittkuire {F\ TT) stellt sich als Kern oder 
Basis des Polarfeldes heraus. Ist sie imaginär, so haben wir in dem 
Polarfelde den reellen Repräsentanten. 

Durch fünf Punkte im Räume gehen cx)' kubische Raum- 324 
kurven: ein Bündel von solchen Kurven. Denn jeder sechste 
Punkt bestimmt eindeutig eine Kurve; und die cx)' Punkte des Raums 
liefern cx>^^ Kurven. Diese Raumkurven rufen in einer Ebene 
e ein Polarfeld hervor, derartig, daß die drei Schnittpunkte 
einer Kurve des Bündels je ein Polardreieck bilden. Wir 
ordnen irgend einem Punkte X der Ebene die Doppelsekante x zu, 
welche die beiden ferneren Schnitte der durch ihn gehenden Kurve 
des Bündels verbindet; dann ist auch umgekehrt jeder Gerade x in €, 
weil sie nur für eine Kurve des Bündels Doppelsekante ist (Nr. 206), 
ein Punkt X zugeordnet, der dritte Schnitt dieser Kurve. Y sei auf 
die zu X gehörige Gerade x =^z gelegt. Die beiden durch X und Y 
gehenden Kurven des Bündels liegen, wegen der fünf gemeinsamen 
Punkte, auf derselben Fläche zweiten Grades (welche durch je zwei 
weitere Punkte auf der einen und andern Kurve bestimmt ist) und ver- 
halten sich zu deren Geradenscharen ungleichartig (Nr. 165). Die Gerade 
i liegt ganz auf ihr, weil sie mit ihr Y und die beiden Punkte der 
durch X gehenden Kurve, für welche x' Doppelsekante isk, gemein 
hat; also schneidet € noch eiue Gerade aus der Fläche aus, die durch 
X geht und Doppelsekante der durch Y gehenden Kurve des Bündels 
ist, demnach die dem Y entsprechende Gerade y' ist. Läuft; also Y 
auf Zy so dreht sich y um X, welcher dadurch der der z entsprechende 
Punkt Z' wird. Damit ist zugleich erkannt, daß es sich um Korre- 
lation und zwar um involutorische Korrelation handelt; weil X = Z' 
nnd x "^z sich in beiderlei Sinne korrespondieren. Yon den drei 
Schnitten einer Kurve des Bündels hat jeder die Verbindungslinie der 
beiden andern zur Polare, so daß das Vorhandensein von Polardrei- 
ecken ersichtlich ist^). 



1) Beje, Zeitschrift für Mathematik, Bd. 18, S. 521; ein solcher Eurven- 
bflndel wird nach Reje benannt; vgl. Stujvaert, Joum. f. Math., Bd. 182 
8. 126. 
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§ 50. BezieliniigeiL zwisolieii zwei Polarfeldern dersalben Ebene. 

326 Wir haben in Nr. 268 die Aufgabe behandelt, eine Kollinea- 

tion herzQstellen, in welcher zwei gegebene Kegelschnitte 
homolog sind; wir fanden, daß oo^ Eollineationen möglich sind. 
Die Aufgabe werde jetzt dahin verallgemeinert, daß statt der Kegel- 
schnitte die repräsentierenden Polarfelder TT und TT' gegeben 
sind. Beide haben cx>' Polardreiecke; also wird es unter den oo* 
Eollineationen eine endliche Anzahl geben, welche ein be- 
stimmtes Polardreieck PQR von TT in ein bestimmtes P'Q'B' 
von TT' überführen. 

Reell können die überführenden Eollineationen nur sein, wenn 
die Polarfelder gleichartig sind; und der Fall solcher mit reell- 
imaginären Basiskurven ist jetzt der interessantere. Es sind 
dann alle Involutionen konjugierter Elemente elliptisch; also enthalten 
die Involutionen auf PQ, PR reelle Paare SS^, bzw. TI\, welche 
bzw. zu dem Paare PQ, PB harmonisch sind; ebenso seien S^S^, 
T'T^ auf P'q\ P'R' konstruiert. Es ist sofort klar, daß diese 
Paare in der EoUineation entsprechend sein müssen; aber das Ent- 
sprechen kann auf vier Weisen erfolgen: den S, T können S\ T 
oder S'y T^ oder S^\ T oder S/, T^ entsprechen, woraus dann falgt, 
daß den Sj, T^ die Sj', T^ oder S^', T'. . . . entsprechen. Nehmen 
wir den ersten Fall und bezeichnen {RS, QT) mit [7 und (Ü'S', Q'T") 
mit U'j so macht die EoUineation: 

\ P Q R U 
I P'Q'Kü' 

die Punkte S, T, Sy^, T^ und S\ T\ S/, T/ zu entsprechenden; sie 
führt also das Polarfeld TT, bei welchem die konjugierten Geraden PQ, 
PR die Involutionen konjugierter Punkte {PQ, 88^) und (PjR, TTJ 
tragen, in ein Polarfeld über, bei welchem die konjugierten Gieraden 
P'Q\ P'K die Involutionen {P' Q\ S'S,'), {P'R^TT^') tragen; 
dies gilt auch für TT', und da nach Nr. 319 ein Polarfeld eindeutig 
dadurch bestimmt ist, so ist TT in TT' übergefClhrt 

Wenn also zwei bestimmte Polardreiecke der Polarfelder 
mit bestimmter Zuordnung der Ecken einander zugeordnet 
werden, so sind vier reelle Eollineationen möglich, also im 
Ganzen 24 wegen der sechs Zuordnungen der Ecken. 

Sind die Basen reell, so sind elliptische Involutionen je nur auf 
einer Seite vorhanden, die andern vier tragen hyperbolische. Wir 
dürfen, um reelle KoUineationen zu erlangen, nur gleichartige Seiten 
'jiordnen. Seien PQ, PR, P'Q\ P'R die Seiten mit hyperbolischen 
^yolntionen und M, jäf^; N, N^\ M\ M^] N', N^' die Doppelpunkte, 

7 ^la.wei Arten der Zuordnung der Ecken und vier Arten der 

V 

\ 
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Zuordnung der Doppelpunkte möglich; seien wieder die gleichhenannten 
zugeordnet und (BM, QN)f (R'M', Q'N") mit F, V hezeichnet, so 
ist die EoUineation: 

P Q R V 

p' Q' R' r 

eine der acht reellen überführenden. 

Man findet leicht die erforderlichen Modifikationen der Konstruk- 
tion, wenn die Transformation durch Korrelation erfolgen solL 

Bis jetzt war noch nicht Identität der Ebenen erforderlich. 

Ein Kegelschnitt geht durch eine inyolutorische Homologie in 
sich selbst über, wenn das Zentrum S und die Axe s in bezug auf 
ihn polar sind. Zeigen wir dies allgemeiner für ein Polarfeld TT; es 
ist nachzuweisen, daß jedes Paar X, x von Pol und Polare des TT in 
ein ebensolches Paar übergeht. 

Auf jedem Strahle l durch 8 haben wir zwei Involutionen, die 
dem Polufelde zugehörige und die der Homologie; das Zentrum 8 
und der Schnitt © » 2s sind in der ersteren gepaart und für die 
andere Doppelpunkte; daher stützen die beiden Involutionen einander. 
Also gehen zwei gepaarte Punkte X, X' der ersteren, konjugiert in TT, 
durch die zweite oder durch die Homologie in ebenfalls in der ersteren 
gepaarte Tj Y' über, also in konjugierte von TT. Sei nim L der auf 
s gelegene Pol von Z, so sind X'Z, YL die Polaren von X, F, zwei 
in der Homologie entsprechenden Punkten, und sind selbst in ihr enir 
sprechend, weil sie von einem Punkte der Axe nach zwei entsprechen- 
den Punkten X', Y' gehen. 

Bei zwei Polarfeldern TT, TTi in derselben Ebene ordnen 326 
wir die beiden Pole je derselben Gerade einander zu; diese 
Zuordnung ist (Nr. 306) Kollineation, als Ergebnis zweier 
aufeinander folgenden Korrelationen. Wenn X und X^ die 
Pole von x\ Y und Y^ diejenigen von y' sind, so sind also in dieser 
Kollineation den X, Y im ersten Felde die X, , Y^ im zweiten ent- 
sprechend, folglich der Gerade X F die Gerade X^ Y^ . Das sind aber 
die beiden Polaren von xy\ Daher sind in der nämlichen Kollinea- 
tion auch die beiden Polaren je desselben Punktes entsprechend. 
Nennen wir diese Kollineation und zwar als Transformation aus dem 
ersten ins zweite Feld V und ihre ümkehrung f"^ (Nr. 86), so können 
wir wieder, wie a. a. 0*, die Produkt bezeichnung benutzen: 

nni=:r, n^n-r-^^ 

1) Wohl zu unterscheiden von dieser Multiplikation, der Ausführung der 
beiden TT hinter einander, ist die Ausführung der einen Polarkorrelation TT| 
auf die andere TT, wobei die polaren Elemente X und x' von TT durch TTj in 
x^' und X|' übergehen, so daß wieder eine Korrelation entsteht; vgl. Nr. 85, 86. 
Wir kommen auf sie zurück. 
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r ist im allgemeinen nicht inyolatorisch, also von r~^ verschieden. 
Die Polarfelder aber sind inyolntorischi daher ihre Quadrate » 1; 
TT = n"*, also n* = TTTT~^ = l. Demnach ergibt sich, ähnlich wie 
in Nr. 86, durch Vormultiplizieren mit TT und Nachmultiplizieren 
mit rii: 

aber auch: 

Ein Koiuzidenzpunkt der Eollineation f besitzt in beiden Polar- 
feldem dieselbe Polare, und diese Polare ist eine Koinzidenzgerade^ 
und zwar die jenem Eoinzidenzpunkte gegenüberliegende. Denn im 
andern Falle wäre der Punkt mit seiner gemeinsamen Polare inzident; 
die beiden Basiskurven würden in ihm sich berühren. Diese spezielle 
Lage der Basiskurven setzen wir bei TT und TT^ nicht voraus. Daher 
ist das Eoinzidenzdreieck von f ein gemeinsames Polardreieck von TT 
und TTj, und umgekehrt ein solches gemeinsame Polardreieck ist 
Koinzidenzdreieck von f. 

Zwei in derselben Ebene befindliche Polarfelder haben 
ein und im allgemeinen nur ein gemeinsames Polardreieck 

Das Diagonaldreieck des Vierecks der gemeinsamen 
Punkte zweier Kegelschnitte ist ein gemeinsames Polardrei- 
eck der beiden Polarfelder, ebenso das Diagonaldreieck des 
Vierseits der gemeinsamen Tangenten. 

Nach dem vorangehenden Satze sind die beiden Dreiecke 
identisch. 

Die Ecken dieses gemeinsamen Polardreiecks sind die Doppei- 
punkte der Geradenpaare des Büschels, die Seiten die Doppelgeraden 
der Punktepaare der Schar der beiden Kegelschnitte. 

Wenn Ä, B, C, D die gemeinsamen Paukte sind, so seien: 

U^{ÄB, CD), r^(AC, BD), W^ {AD, BC) 

die Ecken des Dreiecks; sind dann u, i;, w die Gegenseiten, so sei 
die Bezeichnung der gemeinsamen Tangenten a, &, c, d so eingerichtel, 
daß: 

u = (ab, cd), V = (ac, bd), w = (ad, 6c); 

es sind je ein Geradenpaar und ein Punktepaar zugeordnet, deren 
Doppelelemente einander gegenüberliegen. 

Auf u liegen die beiden Pole von AB und die von CD, durch 
U gehen die Polaren von ab und die von cd. 

Das Dreieck UVW ist ersichtlich reell, wenn alle vier 
Punkte A,B,C,D es sind; aber auch, wenn sie alle imaginär 
sind. Denn wenn etwa A und B, C und D konjugiert imaginär 
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sind, so sind AB, CD und U reell; aber es ist dann anoh AC zn 
BDy AD zu BC konjugiert imaginär und demnach V^ W reell. 

Sind aber nur Ay B reell und C> D konjugiert imaginär, 
so sind gleichfalls AB^ CD und U reell; diesmal aber sind AC und 
ADy BC und BD konjugiert imaginär, daher auch V und TT; die 
Verbindungslinie ist reell. Also ist vom gemeinsamen Polar- 
dreieck nur eine Ecke U und die Gegenseite reell. Ahnliches 
gUt bei den gemeinsamen Tangenten; und so zeigt sich yon neuem 
(Nr. 176), daß mit gleichartigen, bzw. ungleichartigen gemeinsamen 
Punkten eben solche gemeinsame Tangenten verbunden sind. 

Die gemeinsamen Elemente sind gleichartig, durchweg imaginär, 
wenn mindestens eine der Basiskuryen reell-imaginär ist; 
mithin haben wir auf ein vollständig reelles gemeinsames 
Polardreieck zu schließen. Das erkennt man unmittelbar. 

Jedenfalls ist eine Ecke U reell imd ihre Gegenseite u als die 
gemeinsame Polare. Die beiden Ecken F, W auf u bilden das ge- 
meinsame Paar der beiden Involutionen konjugierter Punkte auf ihr; 
dies ist reell, weil mindestens eine von diesen elliptisch ist. 

Wir wollen aber jetzt aus dem gemeinsamen Polardrei- 327 
eck {/FTTdie gemeinsamen Punkte und gemeinsamen Tan- 
genten der Basiskurven ableiten. 

Wir haben eine involutorische Verwandtschaft der Punkte, die 
in beiden Polarfeldem konjugiert sind: jedem Punkte X entspricht 
der Schnittpunkt X' der beiden Polaren, und dessen Polaren schneiden 
sich in ihm. Läuft X auf einer Gerade 2, so beschreibt X.' einen 
Kegelschnitt V\ den die beiden Büschel der Polaren der Punkte von 
{ erzeugen und der durch 27, F, W geht; denn in U schneiden sich 
die Polaren von lu. Geht l durch U, so löst sich von ihm die Gerade 
u ab; die beiden Polarenbüschel werden perspektiv, mit u als gemein- 
samem und sich selbst entsprechendem Strahle; der eigentliche Ort 
der X' ist eine Gerade T, welche, wegen lu, durch U geht. Diese 
beiden Geraden l und V durch 27, projektiv durchlaufen von Punkten, 
von denen die einen zu den andern gemeinsam konjugiert sind, ent- 
sprechen sich involutorisch; und zwei Paare gemeinsam konjugierter 
Punkte X, X'; F, T' bestimmen zwei Paare dieser Involution Die 
Ooppelstrahlen derselben tragen daher jeder eine Involution von ge- 
meinsam konjugierten Pimkten, und deren Doppelpunkte sind gemein- 
same Punkte der beiden Basiskurven. Schon die eine Ecke liefert sie. 
Die beiden Doppelstrahlen sind die in ü* sich schneidenden gemein- 
samen Sekanten und bilden das Geradenpaar (U) des Büschels mit 
dem Doppelpunkte U. 

Die beiden andern Ecken, die wir zunächst reell annehmen, führen 
zu den andern gemeinsamen Sekanten und je den vier Punkten noo> 
mals; diese ergeben sich einfacher als Schnitte des Qei^d^TL^%»x^^ 
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mit einem der beiden andern. Ist etwa (F) imaginär, so schneidet 
die (F) darstellende Involution in die beiden Geraden von ({7) je die 
darstellende Involution der Schnittpunkte ein. 

Die drei Involutionen um U, F; W sind verbunden; denn zu den 
Strahlen aus U, V, W nach X sind gepaart die Strahlen nach dem 
gemeinsam konjugierten Punkte X'] so erweisen sich die sechs Doppel- 
strahlen als die Seiten eines Vierecks. Folglich sind, immer noch 
U, V^ W als reell vorausgesetzt, alle drei hyperbolisch, oder nur eine 
und die beiden andern elliptisch. Im ersten Falle sind alle sechs ge- 
meinsamen Sekanten und vier Schnittpunkte reell, im andern nnr 
zwei gemeinsame Sekanten reell und alle vier Schnittpunkte imaginär. 

Zu der darstellenden Involution (/, l') des Paars (C/} gehören die 
beiden Geraden U(V, W) mit ausgearteter Projektivitat der gemein- 
sam konjugierten Punkte; F ist allen auf UWj W allen auf ?7F ge- 
meinsam konjugiert. 

Daraus folgt, daß, wenn nur ü und u reell sind, die darstellende 
Involution von (J7) hyperbolisch ist, weil sie ein reell-imaginäres Paar 
U{V, W) enthält. In Z7 schneiden sich also reelle gemeinsame Sekanten. 
Die beiden Involutionen auf ihnen sind ungleichartig; denn auch wenn 
sie beide elliptisch wären, würden sie zu reellen F, W führen als den 
reellen Punkten, aus denen sie je durch die nämliche Involution pro- 
jiziert werden (Nr. 82). Folglich sind zwei Schnittpunkte reell, die 
andern imaginär. 

In dualer Weise ergeben »ich aus dem gemeinsamen Polardreiecke 
die gemeinsamen Tangenten. 

Die biquadratische Aufgabe der Bestimmung der gemeinsamen 
Punkte oder Tangenten zweier Kegelschnitte aus deren Polarfeldein 
läuft daher zunächst auf eine kubische, also auch nicht mit Lineal 
und Zirkel zu lösende Aufgabe hinaus, das gemeinsame Polardreieck 
zu konstruieren oder das Eoinzidenzdreieck der KoUineation, weiche 
durch die Polarfelder induziert wird. 

Besitzt man aber dieses gemeinsame Polardreieck, so hat man es 
nur noch mit quadratischen Aufgaben zu tun, der Herstellung der 
Doppelelemente von Involutionen, die dann eben repräsentierende 
werden, wenn sie zu konjugiert imaginären Elementen fahren*). 

Die Projektivitat zwischen der Punktreihe der X auf einer Ge- 
rade l und der Punktreihe der ihnen in beiden Polarfeldern konju- 
gierten X' auf dem Kegelschnitte T* hat die spezielle Eigenschaft, 
um welche es sich in Nr. 216 handelte. Sind nämlich X' und T 
auf V^ den X, Y auf l konjugiert, so gilt dies auch für Z= (X F, X'F), 



1) Bekanntlich wird ja die Auflösung einer Gleichung 4. Grades zunächst 
auf die einer kubischen zurückgeführt, und dann handelt es sich nur noch um 
quadratische. 
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uf l liegt, und Z'^ {XT, XT), der infolgedessen auf T« liegt; 
Y'Z\ Z'X', X'T' gehen durch Z, F, Z^. 

Wenn zwei Kegelschnitte sich doppelt berühren, also A 328 
B, C und D sich yereinigen, so wird das eine Geradenpaar des 
bels AB, CD durch die beiden Tangenten in A und C gebildet^ 
t also der Berührungspol. Die beiden andern Oeradenpaare 

BD)y {AD, BC) vereinigen sich in der Doppelgerade AC, der 
[mmgssehne u; ihre Doppelpunkte sind unbestimmt geworden. 
Auf u, der Polare von U, liegt also das Punktepaar {ab, cd) 
1er Schar, gebildet durch die Berührungspunkte^ so daß die Tan- 
m a und &, und d sich vereinigen. Die beiden andern Punkte- 
I {ac, hd)y {ad, bc) fallen wiederum in den Doppelpunkt ü zu- 
len, ihre Doppellinien sind unbestimmt. 

Die Kegelschnitte haben auf u dieselbe Involution kon- 
erter Punkte (mit A^ C als Doppelpunkten) und, perspektiv 
br, um ü dieselbe Involution konjugierter Strahlen (mit 
Doppelstrahlen a, c) und daher oo^ gemeinsame Polardrei- 
Jedes Dreieck mit ü, u als Oegenelementen, zwei gepaarten 
:ien jener Involution und den nach ihnen gehenden gepaai*ten 
den aus dieser ist ein solches Dreieck. 

Wir können leicht zwei Polarfelder mit oo^ gemeinsamen 
irdreiecken herstellen. Eins, TT, sei beliebig gegeben und 
W, UV'W zwei Polardreiecke von ihm mit gemeinsamer Ecke 
ad Gegenseite w; wir bestimmen ein zweites TTj durch die kon- 
rten Geraden VW, Vü, die Involution {VW, TW') auf der 
ren u, während die auf der letzteren durch ein beliebiges zweites 

neben FC/, bestimmt werden kann. Für beide Polarfelder sind 
Dreiecke mit der festen Ecke TJ und irgend zwei gepaarten 
:ten aus der ersten Involution als weiteren Ecken Polardrei- 
Diese Involution und die zu ihr Perspektive aus U sind beiden 
linsam, woraus hervorgeht, daß die beiden Basiskurven sich 
pelt berühren: in den Doppelpunkten jener mit den Doppel- 
len dieser als Tangenten. 

Die KoUineation f, welche das Produkt der beiden Polar- 
er ist, hat alle Punkte von u zu sich selbst entsprechenden, und 
30 alle Strahlen durch fj, je ihre gemeinsamen Polaren, ist 
jr Homologie. 

Und umgekehrt, wenn zwei Polarfelder eine Homologie 
) zum Produkte haben, so heißt das, jeder Axenpunkt hat^ 

in (S, 8) sich selbst entsprechend, dieselbe Polare in beiden 
sm, die damit in der Homologie ebenfalls sich selbst entsprechend, 
ein Zentrumsstrahl wird, und diese gemeinsamen Pole und Polaren 



1) R. Böger, Ebene Geometrie der Lage (1900), § 18. 
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führen zu einer gemeinBamen Involaidon konjugierter Punkte auf 8 
und einer zu ihr Perspektiven gemeinsamen Involution koigugierter 
Strahlen um 5, also zu doppelter Berührung der Basiskurven. 

Weil die Homologie die einzige ebene EoUineation ist, die nidit 
bloß ein Eoinzidenzdreieck hat^ so führt nur der Fall von zwei 
Polarfeldern mit sich doppelt berührenden Basiskurven zu 
mehr als einem gemeinsamen Polardreiecke. 

Wir folgerten aus TTTTi— T, daß TTr^TIi ^»^ rTTi — TI; also 
ist das Ergebnis der Multiplikation eines Polarfeldes und einer Homo- 
logie, deren Zentrum S und Axe s in jenem polar sind, ein zweites 
Polarfeld: in der Tat, jedes Polardreieck des gegebenen Polarfeldes, 
f&r welches S und s Gegenelemente sind, wird Polardreieck des 
Produktes. 

Die beiden Basiskurven berühren sich doppelt mit 5 als Be- 
rührungspol und s als Berührungssehne. 
329 Ermitteln wir die Beziehung der Invariante t der Homo- 

logis r zu den Invarianten X und — X der Homologien (Nr. 302), 
welche den einen von zwei sich doppelt berührenden Kegel- 
schnitten in den andern überführen oder das eine Polarfeld TT 
in das andere TT^. Es sei a eine Tangente der Basis von TT, so ist 
der Pol in TT selbst ihr Berührungspunkt Ä\ wenn diesem in f der 
Punkt Ä' entspricht, so werden Ä' und a Pol und Polare in TT,. 
Wenn nun SÄ, auf welcher auch Ä' liegt, die Basis von TT zum 
zweiten Male in B trifft, diejenige von TTj in Ä^, B^ und s in @, 
so ist T = (S®AA') die Invariante von f, und X = (S®ÄÄ^)f 
-— X = {S®ÄB^) sind die der beiden andern oben genannten Homo- 
logien. 

Es sind S, @ und Ä, Ä konjugiert in TT, ; also 

S^,AA\A^A^,B^B^ 

in Involution. 

Projizieren wir (unter Beibehaltung der Namen) © ins Unead- 
liche, so wird S Zentralpunkt dieser Involution, so daß SÄ- SÄ'^^SÄ^^ 
Daher ist: 

'^"SÄ' SÄ' SA' 5^1*' 
also ist: 

Wenn die Homologie f involutorisch ist, also y « — 1, so 
ist X = iy und die beiden Basiskurven sind durch Imaginar- 
projektion verbunden, konjugiert (im Wienerschen Sinne) oder 
harmonisch zugeordnet (Nr. 303). 

Man erhält also für zwei konjugierte oder harmonisch zugeord- 
nete Kegelschnitte die beiden Polaren desselben Punktes, die beiden 
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Pole derselben Oerade als entsprechende Elemente der inyolutorischen 
Homologie^ fOr welche Berührungspol und Berührungssehne oder Zen- 
trum und Axe der Konjunktion ebenfalls Zentrum und Axe sind; die 
beiden Polaren schneiden sich also auf der Axe, die beiden Pole liegen 
mit dem Zentrum in gerader Linie. 

In diesem Falle ^ wo f involutorisch ist, wird f"* = f, und die 
obigen Formeln (Nr. 326) geben: 

das Produkt je zweier der drei Verwandtschaften^ in beiden Beihen- 
folgen, ist die dritte. 

Sind die beiden Kegelschnitte im engem Sinne konjugiert: in 
bezug auf den gemeinsamen Mittelpunkt M und die unendlich ferne 
Gerade^ so ist die involutorische Homologie Symmetrie in bezug auf M. 
Die Polare, die einem Punkte in bezug auf die eine Kurve zukommt^ 
wird auch seine Gegen- oder Antipolare in bezug auf die andere ge- 
nannt^ und eine Gerade hat auch einen Gegen- oder Antipol^). 

Die zu einem Puukte eines Durchmessers gepaarten Punkte in 
den Involutionen der konjugierten Punkte , welche dem Durchmesser 
für die eine und die andere Kurve zukommen, liegen symmetrisch in 
bezug auf Jlf ; daher haben die Involutionen entgegengesetzt gleiche 
Potenz, die Durchmesser entgegengesetzt gleiche Halbmesser-Quadrate. 
Aber auch die Lote, auf eine Gerade aus ihren beiden Polen gefällt^ 
treffen jede der beiden Axen in Punkten, die gleich weit vom Mittel- 
punkt entfernt sind. Also haben die Fokalinvolutionen (Nr. 317) auf 
ierselben Axe für zwei konjugierte Kurven entgegengesetzt gleiche 
Potenz, was für die Fok^ilinvolutionen der beiden Axen, die zu der 
nämlichen Kurve gehören, auch gilt. Die Brennpunkte der einen 
Kurven gehen also aus denen der andern durch Drehung von 90^ um 
ien Mittelpunkt hervor. 

Zu einem durch sein Polarfeld TT dargestellten reell-imaginären 
Kegelschnitt B erhält man den harmonisch zugeordneten R' für die 
polaren Elemente S und s aus TT, indem man auf jedem Strahle durch 
S in der elliptischen Involution konjugierter Punkte aus TT das stets 
reelle Paar konstruiert, das zu S und dem Schnitte mit s harmo- 
nisch ist. 

Von zwei harmonisch zugeordneten Kegelschnitten 2J und ü' ist 330 
jeder zu sich selbst polar in bezug auf den andern (Nr. 303). 

Es fragt sich, ob, wenn K zu sich selbst polar ist in bezug auf 22, 
die beiden Kurven harmonisch zugeordnet sein müssen. 

Wenn X auf R liegt und x^ die zu ihm nach 2J polare Tan- 
gente von R' ist, so muß zu ihrem Berührungspunkte X, eine durch X 

1) Vgl. mehrere Artikel von G. Jung in den Rendiconti deiristituto Lom- 
barde, Ser. n, Bd. 12, S. 169, 218, 885. 
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gehende Tangente von 22' polar sein^ also die Tangente z von X. So 
werden zwei Punkte X und X^ von K einander inyolntorisch n- 
geordnet^ von denen jeder die Tangente des andern zur Polare nach B, 
hat. Also entsteht auf R' eine Involution: mit dem Zentrum S und 
der Axe s. In der Eollineation V, welche das Produkt der Polar- 
felder TT und TT' von R und R ist^ sind gepaarte Punkte dieser Involu- 
tion entsprechend und zwar involutorisch entsprechend; denn X geht 
durch TT in 0;^, diese durch TT' in X^ über, aber auch X^ geht durch 
TT in rr und diese durch TT' in X über. Wegen dieser oo^ nicht 
auf derselben Oerade gelegenen involutorischen Paare ist (Nr. 297) f 
involutorische Homologie; und 5 und s sind Zentrum und Axe. 
Daraus folgt dann, daß die Kegelschnitte in doppelter Berührung und 
harmonisch zugeordnet sind. 

Von der Tangente in einem gemeinsamen Punkte an R erkennt 
man auch leicht, daß sie in ihm auch R' berühren muß. 

Wenn also ein Kegelschnitt R' zu sich selbst polar ist 
in bezug auf einen andern R, so berühren sie sich doppelt 
und sind harmonisch zugeordnet. Jeder Strahl durch den Be- 
rührungspol schneidet die beiden Kurven harmonisch, und die Tier 
Tangenten laufen in einem Punkt der Berührungssehne zusammen, den 
gemeinsamen Pol des Strahls. Von den beiden Schnitten mit R' hat 
jeder die Tangente des andern zur Polare nach R. Aber die harmo- 
nische Zuordnung ist ja gegenseitig; auch R ist zu sich selbst 
polar in bezug auf jß'; es erhellt ja sofort, daß auch von doi 
beiden Schnitten jenes Strahls mit R jeder die Tangente des andern 
zur Polare nach R' hat. 

Jedes Paar S, s polarer Elemente von R (oder TT) führt zu einer 
Büschel-Schar sich doppelt berührender Kegelschnitte, zu welcher B 
gehört und für welche S, s Berührungspol und -sehne sind; darin 
befindet sich ein Kegelschnitt JB', der dem JB harmonisch zugeordnet ist 

Zu jedem Kegelschnitte R gibt es oo*, welche ihm har- 
monisch zugeordnet sind oder welche in bezug auf ihn in 
sich selbst polar sind oder in bezug welche er zu sich selbst 
polar ist. 

Dies doppelt unendliche System von Kegelschnitten 
hat alle drei Charakteristiken 4; d.h. es gibt 4 Kegelschnitte 
in ihm, welche durch zwei gegebene Pimkte gehen oder durch einen 
gegebenen Punkt gehen und eine gegebene Oerade tangieren oder 
zwei gegebene Geraden berühren. 

Es sei K ein Kegelschnitt des Systems, der durch A geht; so 
berührt er auch die Polare a von A nach JB. Die Büschel-Schar, «u 
der er gehört, habe ä, s zu Berührungspol und -sehne; also ist der 
zweite Schnitt von SA mit R' der Berührungspunkt von a. Weil 
nun S und {SA^s) harmonisch sind sowohl zu den Schnitten A,Ai 
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mit jß', als zu denen mit B, dsk S und s &x beide polar sind, so liegen 
S und (SÄ, s) auf dem Kegelschnitte B", der zn sich selbst polar 
ist nach B und der Büschel- Schar angehört, für welche Ä und a 
Berührongspol und -sehne sind; und 8 ist die Tangente in (SA, s), 
als die Polare yon S nach B. 

Daher ist der nachüzu sich selbst polare Kegelschnitt 22", 
welcher bei Ä und seiner Polare a nach B als Berührungs- 
pol und -sehne sich ergibt, zugleich der Ort der Berührungs- 
pole S und die Enveloppe der Berührungssehnen 8 für die 
nach B zu sich selbst polaren Kegelschnitte, die durch Ä 
gehen und deshalb a berühren oder umgekehrt. 

Sind also Ä und Ä^, A und a^, a und a^ gegeben, so erhält man 
jedesmal zwei Kegelschnitte B" und B^''^ die 4 gemeinsamen Punkte 
sind die S und die zu ihnen nach B polaren gemeinsamen Tangenten 
die Sy welche Berührungspole und -sehnen derjenigen B sind, die durch 
A and A^ gehen, durch A gehen und a^ berühren, a und a^ berühren. 

Die cx>^ Polarfelder, in denen ein gegebener Kegelschnitt B zu 
sich selbst polar ist, sind die (kommutativen) Produkte des Polar- 
feldes Yon B und der oo^ involutorischen Homologien, welche B in 
sich selbst überfahren. 

Wir wenden uns zur Untersuchung von Polarfeldern, welche 331 
zwei gegebene Kegelschnitte K und K' oder ihre Polar- 
felder ineinander transformieren. 

Jedenfalls muß das gemeinsame Polardreieck UVWyoxl K\mA. K' 
in sich selbst übergehen, fraglich ist jedoch noch, ob jede Ecke des- 
selben in die Gegenseite oder nicht. Im ersteren Falle ist es dann 
auch Polardreieck für das transformierende Polarfeld. 

Im andern Falle verwandle sich etwa V nicht in die Gegenseite v, 
sondern in die inzidente u;; dann geht die Basiskurve ^ des trans- 
formierenden Polarfeldes durch V imd berührt w in ihm. Wäre nun 
fttr die zweite Seite u durch V der auf ihr gelegene W der Pol, 
80 würde sie fi in W berühren und in V schneiden, was nicht mög- 
lich ist. Also hat u die Gegenecke U zum Pole und v den auf ihr 
gelegenen Punkt W, so daß 5¥ die t; in TT berührt. 

Bei solchem Verhalten der Basiskurve ^ zum gemeinsamen Polar- 
dreiecke von K und K' müssen jedoch diese beiden Kegelschnitte sich 
in der besonderen Lage befinden, daß sie sich doppelt berühren mit 
U und u als Berührungspol und -sehne. 

Es sind nämlich die beiden Involutionen konjugierter Punkte auf Uy 
welche zu K und fi gehören und {u)k, (t*)« heißen mögen, sich 
stützende; denn die Doppelpunkte F, W der zweiten bilden ein Paar 
der ersten, und dasselbe gilt für die zu ihnen Perspektiven Involu- 
tionen konjugierter Strahlen {U)kj [U)st' Die Polarisierung nach Ä 
ffihrt (ti)jr über in die Involution konjugierter Strahlen (f/^K' f^^ K' 

8t«rm, Oeomatr. VarwaadtschAften. IL ^ 
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um Uf den Pol von u nach ft; und diese schneidet in u, welche Po- 
lare von 27 nach K' ist^ die Inyolntion konjugierter Punkte (u)jr' f&r K 
ein. Die beiden Punkte eines Paares dieser Inrolution sind also sa 
denen von {u)k} &^ denen sie entstehen^ bzw. koigugiert in bezug 
auf ft, also ihnen gepaart in (u)ir. Mithin entsteht («)x' aus (tt)j 
durch {u)9t} ist daher mit {u)k identisch, weil diese sich auf (tt)« stützt; 
und demnach sind auch (C/)jr und (C^^ identisch, da U und t* Pol 
und Polare f&r beide Eurren sind. Folglich haben K und K' in den 
polaren Elementen t* und U die nämlichen Involutionen konjugierter 
Elemente; d. h. sie gehen die genannte doppelte Berührung ein. 

Wird also ein Kegelschnitt K in bezug auf einen andern 
ft polarisiert, der von einem Polardreiecke UVW des K 
die Seiten VUj WU in V, W tangiert, so hat der entstehende 
Polar-Eegelschnitt K' mit K doppelte Berührung, wobei ü 
und FTF Berührungspol und -sehne sind. UVW ist eins der 
oo^ Polardreiecke, welche den K und K' in diesem Falle ge- 
meinsam sind. 

Sind umgekehrt K und K' sich doppelt berührende 
Kegelschnitte, so liefert jedes Ton den oo^ gemeinsamen 
Polardreiecken UVW zwei die Seiten nach dem Berührungs- 
pole U in den Ecken F, W auf der Berührungssehne tangie- 
rende Kegelschnitte ^, in bezug auf welche K und K' poUr 
sind. 

Denn die Polaren eines bestimmten Punktes X auf K in bezug auf 
die Büschel-Schar der VU, WU in V, TT tangierenden Kegelschnitte Ä 
bilden einen Büschel um einen Punkt der Berührungssehne (welche 
Polare in bezug auf das Geradenpaar der Büschel-Schar ist, dessen 
Geraden sich in ihr vereinigen); zwei von ihnen tangieren den K'. 
In bezug auf die zugehörigen ^ sind K und K' polar. 
332 In dieser speziellen Lage befinden sich aber die ge- 

gebenen Kegelschnitte K und K' nicht; also tritt der erste FaU 
ein. Das einzige gemeinsame Polardreieck UVW, das sie 
haben, ist dann Polardreieck eines sie ineinander über- 
führenden Polar feldes. Weil dieses jeden gemeinsamen Punkt 
von K und K' in eine gemeinsame Tangente überführt, so kann es 
sich nur um die vier Polarfelder handeln, welche CFTF auch 
zum Polardreiecke haben und in denen einem bestimmten 
von den vier gemeinsamen Punkten bzw. die vier gemein- 
samen Tangenten zugeordnet sind. Benutzen wir die Bezeidi- 
nung von Nr. 326, so sei zunächst das Polarfeld ITi betrachtet, in 
welchem dem Ä die a zugeordnet ist, also: 

U V WA 



Hl 



u V w a 
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Dem B, der von Ä durch ü und u harmonisch getrennt ist, enir 
spricht b, die yon a durch u und U so getrennt ist^ und ebenso den 
C> D die c^ d. Daher transformiert sich K^ weil er durch Ä, . . . D 
geht und a^. . .d berührt, in einen E^elschnitt, der dasselbe tut, 
also, da nur K und K' durch A^ B, C, D gehen und a berühren, 
entweder in K' oder in sich selbst. Tiate letzteres ein, so wäre K 
entweder die Basis selbst von TT^ oder einer der oo^ Kegelschnitte, 
welche in bezug auf diese Basis zu sich polar sind. 

Im ersten Falle würde dem A die eigene Tangente, nicht a kor- 
respondieren. Im zweiten Falle, wo jeder dieser Kegelschnitte die 
Basis doppelt berührt, müßte yon dem gemeinsamen Polardreiecke 
ÜVW eine Ecke und die Gegenseite Berührungspol und -sehne sein, 
und jeder Punkt des £*, als eines zu sich polaren Kegelschnitts, und 
der Berührungspunkt der polaren Tangente müßten mit dem Berüh- 
rungspole in gerader Linie liegen; aber A und der Berührungspunkt 
von a mit K liegen mit keinem der Pimkte U, F, W in gerader Linie. 

Daher geht K durch T[^ tatsächlich in K' über. 

Es entspricht nunmehr auch dem Pole G von AB nach K die 
Polare g' von ah nach K'\ so daß die Korrelation: 

A B C G 

a h c g' 

in welcher K und K' entsprechend sind (Nr. 268), mit W^ iden- 
tisch ist. 

Femer transformiert TTi jedes der drei Geradenpaare ?7« {AB, CD\ 
(F), (TF) des Büschels KK' in das gleichnamige Punktepaar (w) 
- (a&, cd)y (t;), {w) der Schar KK\ Daher gut, weü K in K\ K' 
in K übergeht, die Projektivitöt: 

1) KK'{Ü){V){W) A K' K{u){v){w), 

Demnach ist auch der Büschel der Tangenten in einem gemeinsamen 
Punkte an jene fünf Kurven projektiv der Punktreihe der Berührungs- 
punkte einer gemeinsamen Tangente mit diesen fünf. Sind also Q, a' 
die Tangenten in J. an jST, K\ 9t, %' die Berühnmgspunkte mit a, 

so ist: 

A{a, a', J5, C, D) A «(«', % 6, c, d); 

denn z. B. AB ist Tangente von (JJ) in A und ab ist Berührungs- 
punkt von (u) mit a. 

Begnügen wir uns mit: 

^(a,J5, C, D) Aa(2l', 6, c, d)5 

ersteres ist der Wurf der vier gemeinsamen Punkte, insofern 
sie auf K liegen, letzteres der der gemeinsamen Tangenten, 
insofern sie K' berühren; und wir haben so die Projektivität 
dieser beiden Würfe von neuem (Nr. 175) erkannt 
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Nun fanden wir (Nr. 195), daß man jede Korrespondenz [2, 2] 
so auf zwei Kegelschnitte überführen kann, dafi die Korrespondenz 
der inzidenten Punkte des einen und Tangenten des andern entsteht 
Verzweigungspunkte auf dem enteren sind die gemeinsamen Punkte, 
Verzweigungsstrahlen um den zweiten die gemeinsamen Tangenten. 
Das ist ein weiterer Beweis der Projektivität der beiden Ver- 
zweigungswürfe einer [2, 2] (Nr. 173—175). 

338 Wenn b dem A entspricht^ so erkennt man wie oben, daß dann 

a, dj c den B, C, D entsprechen. 

Es sind also die vier Polarfelder, welche K und K' ineinander 
transformieren: 



n, 



n,- 



AB C D 
a b c d 


, n,- 


A B C D 

c d a b 


, n,- 



ABCD 
bade 

ABCD 
d c b a 



Durch TTi geht TT, in 



über, d. h. in sich selber. 



334 



In allen ist ÜVW^uvw Polardreieck imd entsprechen den (Jeraden- 
paaren (J7), (F), (TT) die Punktepaare (w), (v), (w), so daß 1) »ich 
aus aUen ergibi 

a b c d 

B A D C 

Jedes der vier Polarfelder führt jedes der drei andern in 
sich selbst über; jede zwei Basiskurven sind also harmo- 
nisch zugeordnet. Das (kommutative) Produkt tou zweien 
ist eine involutorische Homologie; und von UVW, einem ge- 
meinsamen Polardreiecke, muß eine Ecke und die Gegenseite Berüh- 
rungspol und -sehne oder Zentrum und Axe dieser Homologie sein. 
In TTi, TTj sind a, b die Polaren von A, c, d die von C, jene und 
diese entsprechend in der Homologie, also ist u » (ab, cd) die Axe 
und U das Zentrum für TTi, TTj und ebenso für ITj, IT^; v und 7 
sind es für TTi, TTj und TT,, TT^, w und W für TTj, TT^ und TT,, Tfj. 

Die gemeinsame Involution konjugierter Punkte auf u für n^ 
und TT, und die für TTj und TT4 sind diejenigen, welche die zu f ge- 
hörige Involution auf u in die zu K' gehörige überführen, und die 
Doppelpunkte der ersten sind die Berührungspunkte det Basiskurven 
von TTj, TTg und die der andern diejenigen von TT,, TT^; in Nr. 124 
wurde gelehrt, wie sie zu konstruieren sind. 

Was nun die Realität dieser Polarfelder anlangt, so ist un- 
mittelbar klar, daß sie imaginär sind, wenn mit vier reellen 
gemeinsamen Punkten vier imaginäre gemeinsame Tangenten 
verbunden sind oder umgekehrt; denn das Polardreieck üVW 
ist dann reell und in TT^ sind vier reellen Pimkten CT, F, TF, A drei 
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reelle Geraden u, v, w und eine imagiimre a zugeordnet (oder um- 
gekehrt). 

Sie sind ersichtlich reell, wenn alle gemeinsamen Ele- 
mente reell sind. 

Sie sind aber auch reell, wenn alle gemeinsamen Ele* 
mente imaginär sind; wofern K und K' gleichartig sind, 
beide reell oder beide reell-imaginär. Denn im andern Falle 
erheUt wiederum unmittelbar, daß eine reelle Überführung nicht 
möglich ist 

Für den Fall, daß beide Eurren reell sind, haben wir schon ge- 
funden (Nr. 269), daß den beiden reellen gemeinsamen Sekanten die 
einzigen reellen ümbilikalpunkte im C ha sl es sehen Sinne korrespon- 
dieren; d. h. wenn Ay B und C, D konjugiert imaginär sind, so sind 
es auch a, i und c, d. 

Nachdem wir nun gelernt haben, daß für zwei Polarfelder min- 
destens ein Paar reeller gemeinsamer Sekanten der Basiskurven (die 
ein Geradenpaar des Büschels bilden) bestehen mit je einer Involution 
gemeinsam konjugierter Punkte, können wir auch in dem Falle, wo 
die beiden Basiskurven reell-imaginär sind, nach Nr. 320 mit Hilfe 
dieser Involutionen den Büschel herstellen und darauf nach Nr. 269 
diesen Büschel in reelle Eollineation zu einem gleichartigen Büschel 
bringen, speziell zu einem solchen, der aus Kreisen besteht (zu dessen 
definierenden Involutionen also die absolute Involution gehört). Es 
entsprechen dann den reeU-imaginären Basiskurven, von denen wir aus- 
gingen, reell -imaginäre Kreise, d. h. mit reellen Mittelpunkten und 
negativen Radiusquadraten. Zwei solche Kreise haben wiederum reelle 
Ahnlichkeitspunkte, und daher korrespondieren den reellen gemeinsamen 
Sekanten reelle Ümbilikalpunkte, diese Ahnlichkeitspunkte auf der 
Zentrale, der Polare des unendlich fernen Schnitts jener Sekanten. 
Folglich gilt dasselbe auch für die Kurven, mit denen wir es zu tun 
haben; imd wenn bei diesen, wie oben, A und By C und D konjugiert 
sind, so sind es auch a und 6, c und d. 

Um nun die transformierenden Polarfelder reell festzu- 
legen und konjugiert imaginäre Elemente zu unterscheiden, müssen 
wir die Staudtsche Festsetzung (Nr. 78) heranziehen. In der die 
konjugiert imaginären Punkte -4, B darstellenden Involution (gemein- 
sam) konjugierter Punkte und in der die C, D darstellenden sei dem 
gemeinsamen Punkte ?7 gepaart Ui und U^- Wiederum sei das reelle 
Paar der ersteren, das zu UUi harmonisch ist, -Hj/i; so sei A durch 
den Sinn ÜH^UiIi, B durch den Sinn ÜI^U^H^ dargestellt, und, 
wenn S^I^ ebenso in der andern Involution hergestellt ist, C durch 
ÜB^U^I^y D durch ÜI^TJ^H^- Und dual seien a, 6, c, d durch 
^\'^ihj ^h^^i ^\^h9 ^h'^i^h dargestellt. 
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TT| legen wir — zunächst als allgemeine Korrelation — fest durch: 

KhK »f 

•8 entspricht dann dem £7— {ßilu 3^1%) die m »- Q^iiy ^h)> ^^j 
wegen der Harmonizitat, den Ui, Uf die ti^, u^, daher den Sinnen 
ÜHi Uiliy . . . von A, By Cy D die Sinne u\u^\y . . . von Oy &, c, d; 
d h. den Ä^ By Cy B die a, &, Cy dy daher auch den F, W die Vy w, 
denn z. B. V ist der reelle Punkt, aus welchem die beiden darstellen- 
den Involutionen von Ay B und Cy B durch die nämliche Involution 
projiziert werden und zwar so, daß die Sinne UH^ Uil^ und UH^Ufl^ 
sich in denselben Sinn im Büschel projizieren und ebenso die beiden 
andern Sinne; er ist der Schnittpunkt {ÄCy BB). Nunmehr ist 
UVW^uvtp als Polardreieck und die Korrelation als Polarfeld 
erkannt. 



TT,, TTj, TT^ sind dann: 









Für jede der vier TT sind die drei Seiten von iivw die Berührongs- 
sehnen ihrer Basiskurve mit denen der drei andern. Ist jene Basis- 
kurve reell, so schneidet sie nur eine der drei Seiten des Polardra- 
ecks imaginär; also sind zwei von den andern Basiskurven reell, die 
dritte reeU-imaginär, weU harmonisch zugeordnet einer reellen Korn 
bei reeller doppelter Berührung eine reelle, bei imaginärer eine reell- 
imaginäre ist. Gehen wir von einer reell-imaginären Basiskurve aus, 
der ja immer reelle harmonisch zugeordnet sind, so sind die drei 
andern reell. 

Wenn also alle vier Polarfelder reell sind, so sind drei 
Basiskurven reell, die vierte reell-imaginär, und, da zwei 
reelle harmonisch zugeordnete Kegelschnitte nicht zugleich EUipeen 
sind, so sind von den reellen entweder alle drei Hyperbeln 
und nur zwei und die dritte Ellipse. 

Wenn nur zwei reelle gemeinsame Punkte und daher nur zwei 
reelle gemeinsame Tangenten vorliegen, was reelle Kegelschnitte K 
imd K' bedingt, so sind bloß zwei der Polarfelder reell, die 
andern imaginär. 

Den reellen gemeinsamen Sekanten korrespondieren reelle Umbi- 
likalpunkte (Nr. 269). Es seien Ay B die reellen Schnittpunkte, deren 
Verbindungslinie durch U geht, so müssen die reellen gemeinsamen 
Tangenten sich auf u schneiden; sie seien a, b. Die imaginären C, D; 
€j d seien wie oben in der Stau dt sehen Weise definiert und H^, I%] 
h^, ig konstruiert. 
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Die beiden reellen Polarfelder sind: 



n,- 






, n,- 






Die einzige reelle Seite u des Polardreiecks ist Berührungssehne der 
Basiskurven; die TTj, TT, gemeinsame Inyolution konjugierter Punkte 
auf ihr ist, wegen des reell-imaginaren Paars VWy hyperbolisch, also 
die doppelte Berührung reell; die beiden Basiskurven sind auch 
reell und, wegen des oben angeführten Grundes, entweder beide 
Hyperbeln oder nur eine und die andere Ellipse^). — 

Daß der Kreis als Basis der Polarisierung besondere Eigen- 
schaften aufweist, ist zu erwarten. Es ist wertvoll, daß der Durch- 
messer nach dem Pole und die Polare rechtwinklig sind; daraus 
ergeben sich gewisse konstante Winkel. Z. B. wenn ein Kreis K in 
bezug auf einen Kreis ft polarisiert wird, geht die absolute Inyolu- 
tion, die ihm als Inyolution konjugierter Punkte zugehört, in die 
rechtwinklige Inyolution um den Mittelpunkt des ft über, welche für 
die neue Kurve C Inyolution konjugierter Geraden wird; so daß sie 
diesen Mittelpunkt zum einen Brennpunkte erhält. Und umgekehrt, 
durch Polarisierung in bezug auf einen Kreis um einen Brennpunkt 
geht jeder Kegelschnitt C in einen Kreis über. Daraus nun, daß 
beim Kreise K zwei Tangenten mit der Berührungssehne gleiche 
Winkel bilden, folgt für (7, daß der Winkel der Strahlen aus dem 
Brennpunkte nach zwei Punkten auf ihr durch den Strahl nach dem 
Schnittpunkt der Tangenten halbiert wird. Der Satz vom konstanten 
oder supplementären Peripheriewinkel des K über einer Sehne führt 
zum Satz vom konstanten oder supplementären Winkel, unter dem 
aus einem Brennpunkte die Strecke auf einer beweglichen Tangente 
eines Kegelschnittes C zwischen zwei festen gesehen wird. 

Ferner ist die Eigenschaft, daß die Entfernungen des Mittelpunktes 
des Kreises St von Pol und Polare konstantes Produkt haben, für Über- 
tragungen zu benutzen. Der Potenzsatz, angewandt auf K und den 
Mittelpunkt von ft, lehrt, daß das Produkt der Entfernungen zweier 
parallelen Tangenten von C von einem Brennpunkte konstant ist. 

In der sechsfach unendlichen Mannigfaltigkeit der Dreiecke der 335 
Ebene zweier Polarfelder befinden sich die beiden dreifach unend- 
Uchen Mannigfaltigkeiten der Polardreiecke des einen und des andern 
und greifen deshalb im allgemeinen mit einer endlichen Angabe in- 
einander, mit einem, wie in Nr. 326 erkannt wurde. Oder auch, es 
ist für ein Dreieck einer bestimmten Ebene eine (6 — 3)-fache Be- 
dingung, Polardreieck eines gegebenen Polarfeldes dieser Ebene zu 



niue 



1) Vgl. Steiner-Schröterg Vorlesungen (8. Aufl.), § 55, wo diese Ergeh- 
anders gewonnen sind. 



120 m. § 61. Orthogonale Polarbündel, unendlich ferne Ebene. 

sein; unter den oo* Dreiecken befindet sich daher eine endliche An- 
zahl Yon Dreiecken, welche zwei solche dreifachen Bedingungen eifBUen. 

Die sechsfach unendlichen MannigfEdtigkeiten Ton Polvierecken 
(Nr. 314) zweier Polarfelder derselben Ebene, beide in der acht&eh 
unendUchen Mannigfaltigkeit der Vierecke der Ebene enthalten, greifen 
mit einer (2 • 6 — 8)-fach unendlichen Mannigfaltigkeit ineinander. Oder 
es ist far ein Viereck einer Ebene eine (8 — 6)-£Ekche Bedingung, Pol- 
yiereck eines in derselben gegebenen Polarfeldes zu sein, und es 
können (x>^~''' Vierecke zwei solche doppelte Bedingungen erf&llen. 

Diese vierfach unendliche Mannigfaltigkeit und die sechsfach 
unendliche Mannigfaltigkeit der Polvierecke eines dritten Polarfeldes 
der Ebene greifen mit einer (4 + 6 -- 8)-£ach unendlichen Mannig- 
faltigkeit ineinander. Oder, drei doppelte Bedingungen der e\m 
erwähnten Art werden von cx)®"'** Vierecken der Ebene erfüllt, nnd 
endlich vier von einer endlichen Anzahl von Vierecken. Also: 

Zwei, drei, vier Polarfelder derselben Ebene haben oo*, 
oo*, eine endliche Anzahl von Polvierecken oder Polvier- 
seiten gemeinsam. 

Diese endliche Anzahl scheint noch nicht ermittelt zu sein. 

§ 51. Übertragung auf Bündel. Orthogonale Polarbändel. Die un- 
endlich ferne Ebene, das absolute Polarfeld. 

336 Projektive Eigenschaften können unmittelbar vom Felde in den 

Bündel übertragen werden, so die Bestimmung und Konstruktion der 
KoUineation imd Korrelation aus vier Paaren entsprechender Elemente, 
das Koinzidenzdreieck einer ebenen KoUineation mit seinen Invarianten, 
die Bedingung für die Möglichkeit, einen Kegelschnitt in sich zn 
transformieren, die Homologie und der besondere Fall der involuto- 
rischen Homologie, die Kemkurven einer ebenen Korrelation mit den 
ausgezeichneten Elementen U, . , .w, das Polarfeld, usw. 

Erwähnen wir gleich den interessanten metrischen Fall der in- 
volutorischen Homologie im Bündel, bei welcher Axe "und 
Ebene normal zueinander sind-, er ist Symmetrie (im Bündel) 
in bezug auf die Ebene oder auf die Axe. Femer heben wir 
einen metrischen Spezialfall des Polarbündels hervor. Wir erkannten 
in Nr. 263, daß zwei verschiedene Bündel korrelativ werden, wenn 
jeder Ebene des einen der zu ihr normale Strahl des andern zuge- 
ordnet wird. Es stellte sich heraus, daß dann auch einer Ebene des 
zweiten Bündels der auf ihr senkrechte Strahl des ersten entspricht 

Liegen die beiden Bündel ineinander, so wird die Korrelation 
eine involutorische, weil eben jeder Ebene des Bündels in beider- 
lei Sinne der nämliche Strahl entspricht, der zu ihr senk- 
rechte; der so entstehende Polarbündel heißt orthogonal 
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Jede zwei konjugierten Ebenen sind rechtwinklig, weil jede 
durch den auf der andern senkrechten Strahl geht; ebenso sind es 
jede zwei konjugierten Strahlen, weil jeder in der auf dem 
andern senkrechten Ebene liegt; daher sind alle Involutionen 
konjugierter Strahlen oder Ebenen rechtwinklig, alle Polar- 
dreikante dreirechtwinklig. Der orthogonale Polarbündel 
bat einen reell-imaginären Basiskegel. 

Zwei orthogonale Polarbündel mit verschiedenen Schei- 
teln sind parallel; d. h. zu jedem Paare entsprechender Elemente 
des einen gibt es ein paralleles Paar entsprechender Elemente im 
andern. 

Ein Bündel enthält, solange sein Scheitel endlich ist, keine un- 
endlich fernen Elemente; daher haben kollineare Bündel, im allge- 
meinen, keine Fluchtelemente. Mithin fallen die speziellen 
Fälle, die wir bei kollinearen Feldern zu besprechen hatten: 
Affinität, Ahnlichkei.t weg; kongruente (gleiche) Bündel 
natürlich sind möglich. 

Wir fanden, daß zwei kollineare Felder in perspektiver Lage 337 
sind, d. h. alle Verbindungslinien entsprechender Punkte in einen 
Ihinkt S zusammenlaufen, wenn alle Punkte der Schnittlinie der 
beiden Ebenen sich selbst entsprechen; auf ihr treffen sich dann alle 
entsprechenden Geraden und die verbindenden Ebenen gehen auch 
durch das Perspektivitätszentrum. 

Die räumlich duale Betrachtung führt zu folgendem Ergebnis: 

Wenn bei zwei kollinearen Bündeln alle Ebenen des 
ihnen gemeinsamen Ebenenbüschels sich selbst entsprechen, 
dann sind diese Bündel in perspektiver Lage, d. h. es existiert 
«ine Ebene (T, in der alle Schnittlinien entsprechender Ebenen 
gelegen sind. 

Li der Tat, es seien aßT und a'ß'x' zwei entsprechende Drei- 
flache in den beiden Bündeln; die Kante aß liegt in einer Ebene 
Jenes gemeinsamen Büschels; also fällt, weil diese sich selbst ent- 
spricht, die entsprechende Kante a'ß' ebenfalls in sie; und ebenso 
liegen qt und aY) ßT und ß'x' je in derselben Ebene dieses Büschels. 
Da also bei diesen beiden Dreiflachen die entsprechenden Kanten in 
drei Ebenen liegen (welche dann notwendig durch die Verbindungs- 
linie der beiden Scheitel gehen), so liegen (Nr. 40) die Schnittlinien 
aa', ßß', tt' entsprechender Ebenen in einer Ebene cT. Dieselbe ist 
schon bestimmt durch aa' und ßß' und bleibt unverändert, wenn t 
xmd f' sich ändern; also alle Schnittlinien It entsprechender Ebenen 
der beiden kollinearen Bündel liegen in (T. Entsprechende Strahlen 
aß, a'ß' befinden sich, wie wir eben erkannten, je in derselben Ebene 
des gemeinsamen Büschels und schneiden sich; ihr Schnittpunkt, 
auf aa' und ßß' gelegen, muß sich also auch in a befinden. 
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Ein Feld und einen Bündel^ die zaeinmnder kollinear 
sind, kann mmn im allgemeinen nicht in perspektire Lage 
bringen, d. h. in solche L*ge, daB jedes Element des Feldes mit dem 
entsprechenden des BOndels inzidiert Denn dazu ist erforderlich, 
daß der Büschel des Bündels, welcher der nnoidlich fernen Punkt- 
reihe des Feldes entspricht, einem (und damit jedem) diese Punki- 
reihe projizierenden Büschel gleich sei: was im allgemeinen nicht da 
FaU ist 

Ordnen wir in zwei Bündeln die parallelen Strahlen einander zu, 
so hat man Kollineation: denn die Zuordnung ist eindeutig, und 
durchlauft ein Strahl in dem einen Bündel einen Büschel, so tut es 
auch der entsprechende, und zwar liegen die beiden Büschel in paral- 
lelen Ebenen, so daß auch entsprechende Ebenen parallel sind. Jede 
Ebene des gemeinsamen Ebenenbüschels, zum einen Bündel gerechnet, 
deckt sich mit der parallelen, entspricht sich also selbst. I^kher sind 
die beiden Bündel in perspektiver Lage: es existiert eine Ebene, in 
der alle Schnittlinien entsprechender Ebenen und Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen liegen. Das sind aber unendlich ferne Elemente, 
und zwar, weil in einem Bündel (mit endlichem Scheitel) eine Ebene 
Ton jeder Stellang und ein Strahl von jeder Richtung Torhanden ist, 
alle unendlich fernen Geraden und Punkte des Raumes. 

Wir haben den Inbegriff der sämtlichen unendlich fernen 
Punkte und Geraden des Raumes als in einer Ebene gelegen 
anzusehen, welche die unendlich ferne Ebene des Raumes 
heißt ^j. Bei den Verwandtschaften der Gebilde 3. Stufe werden wir 
Yon neuem zur Notwendigkeit dieser Vorstellung geführt werden. 
338 Der Parallelismus zweier orthogonalen Polarbündel führt zu einem 

weiteren wichtigen Begriffe. Zwei entsprechende Elemente des einen 
Bündels und die zu ihnen parallelen ebenfalls entsprechenden Ele 
mente des andern liefern dieselben unendlich fernen Elemente, ihre 
Schnittelemente, einen Punkt und eine Gerade, welche entsprechend sind 
sowohl in dem Polarfelde, welches durch den einen, als in demjenigen 
welches durch den andern der beiden orthogonalen Polarbündel in 
die unendlich ferne Ebene eingeschnitten wird. Beide Polarbündd 
und so alle oc^ orthogonalen Polarbündel schneiden in die 
unendlich ferne Ebene ein und dasselbe Polarfeld, welchei 
wir das absolute Polarfeld nennen wollen. In ihm sitid polar 
der unendlich ferne Punkt eines Parallelstrahlen-Bündels 
und die unendlich ferne Gerade desjenigen Parallelebenen- 
Büschels, dessen Ebenen zu den Strahlen des Bündels nor- 
mal sind; konjugiert sind die unendlich fernen Elemente 
von zwei rechtwinkligen Strahlen oder zwei rechtwinkligen 



1) Poncelet, Trait^ des proprietei projectives (2. Ausgabe Bd. I) Nr. 580. 
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benen; so daß sich die Rechtwinkligkeit durch eine Beziehung zu 
esem absoluten Polarfelde ausdrücken und infolgedessen projektiv 
orallgemeinem läßt Man ersetzt das absolute Polarfeld durch 
n beliebiges in endlicher Ebene; normal im verallgemei-» 
)rten Sinne, quasinormal, sind dann eine Gerade und eine 
bene, welche die Ebene dieses Polarfeldes in polaren Ele- 
enten, zwei Strahlen oder zwei Ebenen, welche sie in kon- 
[gierten Elementen treffen. 

Die unendlich ferne Ebene schneidet die Gegenkanten eines 
straeders in den Gegenecken eines vollständigen Yierseits. Sind 
kher zweimal zwei Gegenecken konjugiert in dem absoluten Polar- 
Ide, so sind es auch die dritten (Nr. 314), d. h. wenn bei einem 
»traeder zweimal zwei Gegenkanten rechtwinklig sind, so sind es 
ich die dritten (Nr. 101). 

Das absolute Polarfeld hat eine reell-imaginäre Basis; 
ese Basiskurve wird die absolute Kurve des Raums genannt: 
r reeller Repräsentant ist eben das absolute Polarfeld. 

Die absolute Involution einer Ebene (und jeder Parallelebene) ist 
erjenige, in welcher die unendlich fernen Punkte rechtwinkliger Ge- 
den der Ebene gepaart sind. Also ist sie eine Involution konju- 
erter Elemente des absoluten Polarfeldes; ihre imaginären Doppel- 
inkte, also die absoluten Punkte der Ebene sind die Schnitte 
»r unendlich fernen Gerade derselben mit der absoluten 
nrve. Eine Involution konjugierter Strahlen des absoluten Polar- 
ides ist der Schnitt einer rechtwinkligen Ebeneninvolution; die ima- 
nären Doppelstrahlen jener sind die Tangenten aus dem Scheitel 
die Basiskurve, folglich ber&hren auch die imaginären Doppel- 
enen der Ebeneninvolution diese Kurve. Die imaginären Doppel- 
rahlen jeder rechtwinkligen Strahleninvolution (isotrope 
irahlen des Raumes) treffen, die imaginären Doppelebenen 
der rechtwinkligen Ebeneninvolution (isotrope Ebenen) 
(rühren die absolute Kurve. 

Weil jedes Paar einer Involution zu den Doppelelementen har- 
onisch ist, so wandelt sich die Rechtwinkligkeit gleich- 
tiger Elemente in eine Harmonizität um, also in eine pro- 
ktiv verallgemeinbare Eigenschaft. 

Zwei Strahlen derselben Ebene, bzw. zwei Ebenen sind 
tchtwinklig, wenn sie zu den isotropen Strahlen oder 
benen ihres Büschels harmonisch sind, oder verallgemeinert, 
ichdem die absolute Kurve durch die (reelle oder reell-imaginäre) 
asiskurve eines beliebigen reellen Polarfeldes ersetzt ist: sie sind 
lasinormal, wenn sie zu denjenigen Elementen ihres Büschels har- 
oniflch sind, welche diese Basiskurve treffen, bzw. berühren. 
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Zwei ineinander liegende projektive Strahlenbüschel sind fi^eidi 
und gleichsinnig oder ungleichsinnig, wenn_die isotropen StraUtt 
des Büschels sich selbst oder involutorisch einander entsprechei 
(Nr. 76). 

Sind diese Büschel Normalschnitte zweier ineinander liegender 
Ebenenbüschel, so daß der unendlich ferne Punkt der Axe polar ii^ 
im absoluten Polarfelde, zur unendlich fernen Gerade der schneideih 
den Ebene, so gehen die isotropen Strahlen in dieser nach den Schnii^ 
punkten dieser Polare mit der absoluten Kurve und liegen in den iso- 
tropen Ebenen des Ebenenbüschels, die in den zugehörigen Tangeoieo 
schneiden. 

Zwei ineinander liegende Ebenenbüschel sind ebenfalli 
gleich und gleichsinnig oder ungleichsinnig, wenn die iso- 
tropen Ebenen des Büschels sich selbst oder inyolntorisck 
einander entsprechen. 

Der Leser bilde den allgemeineren Satz für Büschel um parallde 
Axen. 

Wir setzen bei einer Kugel als bekannt voraus, daß die Poltf- 
ebene eines unendlich fernen Punktes diejenige Ebene durch da 
Mittelpunkt ist, welche auf dem Durchmesser nach jenem Pookli 
senkrecht steht. Daraus folgt, daß das von einer Kugel in der un- 
endlich fernen Ebene induzierte Polarfeld (Nr. 323) das absolute ist 

Alle Kugeln des Raums induzieren in der unendlicli 
fernen Ebene das absolute Polarfeld und gehen durch dessen 
Basiskurve, die absolute Kurve, welche deshalb häufig, aber 
etwas umständlich der unendlich ferne imaginäre Kngelkreii 
genannt wird^). Poncelet verdanken wir diesen wichtigen B^rü^ 
der für die Metrik fundamental geworden ist*). 

Wie die absoluten Punkte einer Ebene den Grund dafür liefen, 
daß zwei Kreise derselben Ebene im Endlichen nicht mehr als zw« 
gemeinsame Punkte haben, so lehrt die absolute Kurve, daß zwei 
Kugeln im Endlichen nur eine Kurve 2. Ordnung gemein 
haben: in der Potenzebene. 

Wir wollen sofort diesen Begriff zu einigen Folgerungen ans den 
Sätzen von § 28 verwerten. 

Es liege eine Raumkurve B vor von der Ordnung », der 
Klasse n und dem Hange r. Sie ist eindeutig bezogen auf des 
unendlich fernen Schnitt S^, r*®' Ordnung m'**' Klasse ihrer Tangenten- 



1) Bei Stau dt Normalkreis (Beiträge zur Geometrie der Lage, Nr. 194), ii 
Frankreich: courbe ombilicale; the Absolute bei Cayley im Sixth Memoir 
upon Quantics (Philos. Trans., Bd. 149, 1859, S. 61; Math. Papers, Bd. 2, S. ö6i; 
von Nr. 209 ab. 

2) Trait^ des propri^t^s piojecthea (in der 2, Ausgabe, Bd. I), Nr. 630. 
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flache und auf die Polarkurve S^ desselben in bezug auf die abso- 
lute Kurve oder im absoluten Polarfelde. 

Die Binormalen von R verbinden entsprechende Punkte von 
J2 und a^, erzeugen also eine Begelfläche vom Grade n + n\ 
Die Normalebenen verbinden die Punkte von R mit den ent- 
sprechenden Tangenten der Kurve S^ , die wir als ausgeartete Regel- 
flache r^ Grades auffassen können; also umhüllen sie einen 
Torsus von der Klasse n + r. 

Die rektifizierenden Ebenen von i2 verbinden die Tangenten 
von R mit den entsprechenden Punkten von S"; also ist ihr Tor- 
sus von der Klasse r + n. 

In den Hauptnormalen schneiden sich entsprechende Schmie- 
gnngsebenen und Normalebenen; daher ist der Grad ihrer Begel- 
fläche n + r + n. 

Die Binormalen sind Schnittlinien entsprechender Normalebenen 
xmd rektifizierender Ebenen; die Reduktion des Grades ihrer Regel- 
fläche von (n + r) + (r + n') auf n -|- n, also um 2r rührt davon 
her^ daß 2r-mal diese Ebenen sich vereinigen. Dies bewirkt, daß ein 
Krümmungs-Mittelpunkt von R sich mit dem Punkte der Kurve ver- 
einigt; zu dem er gehört; denn eine mit der rektifizierenden Ebene 
vereinigte Normalebene schneidet sich mit der folgenden auf der 
Kurve. Ist x die Ordnung der Kurve der Krümmungs-Mittel- 
punkte, so muß, weil die Hauptnormalen entsprechende Punkte der 
JR und dieser Kurve verbinden, 

sein, also ist die genannte Ordnung n+3r. 

Die Krümmungsaxen verbinden wiederum die Krümmungs-Mittel- 
punkte mit den entsprechenden Punkten von S"; eine Vereinigung 
findet bei den 2n Punkten der R statt, deren Schmiegungsebenen 
die absolute Kurve berühren. Folglich hat die abwickelbare 
Fläche der Krümmungsaxen (der Torsus der Normalebenen) die 
Ordnung (n'+ 3r) + n'- 2w'= 3r. 

Bei der kubischen Raumkurve, wo w = w'= 3, r = 4, gilt also: 

Die Regelflächen der Binormalen und Hauptnormalen haben den 
Chrad 6, 10, die Torsen der Normalebenen und der rektifizierenden 
Ebenen die Klasse 7; die abwickelbare Fläche der Krümmungsaxen 
ist 12. Ordnung und die Kurve der Krümmungs-Mittelpunkte 15. Ord- 
nung^). 

In bezug auf eine Fläche 2. Grades erhält man um jeden 339 
Punkt P einen Polarbündel, in welchem eine Ebene des 

1) ZeitBchzift für Mathem. und PhjB., Jahrg. 40« & 
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BQnd^lf QLC dtr cai^h ibrem Pole ik »«xx^ lof cjt Tlicle 
gehender Strahl polar find. Sein Baiifkcx«^ i:ic ür TAxeei- 
tialkegel ais» /^ an die Flache 

I>«r Beveii iJt raninlich dual zu dem tqo. ^Tr SS- sc Sb«. 

äijDd der Fuskt P ood die dort zogmade 0!Üq^ XäoK TT yalv 
in Uxog luif dii^ H^lub, m liegt der Pol X J0&r Zboat : «nrcii ? 
in TT, IhuTOiM folgt, da£ zwei polare Klffif#g» ie§ jsl F cebsin 
Polarbüiidelff immer durch zwei polare ElemcBte iis xi TT «e^nfB 
Polar£tdd«f g*:Lefi, denn in diesem find X «oid Ao* Jy ■.!,'» mit! 
polar. Der Polarbrindel nnd daa Polarfeld 
einander, die eine Ba^i« znr andern: die 
knrre den BaikinkegeU, Sind beide imaginär, so liegoi is da Pobr- 
korrelationen die darstellenden reellen Gebilde Tor. 

Diese [Perspektive l^age gibt also einen eiiArhercn Beweis fiSr des 
am einen Punkt P induzierten PolarbQndel, ab flm die dnale Be- 
trachtung liefert. 

Inifbesondere sind die zum Mittelpunkte der Flache und die zur 
unendlich fernen Ehtmc gehörigen Polarkorrelationen perspdtir: der 
Basiskegel der ersteren iai der Asymptotenkegd, die Basiskurre des 
letzteren der unendlich ferne Schnitt der Flache. In bezog auf eine 
Kugel int der zum Mittelpunkte gehörige Polarbündel der orthogonale, 
das zur unendlich fernen Ebene gehörige Polarfeld das absolute. d& 
imaginäre AHjmptotenkegel ist der isotrope, der aus dem Mittelpunkte 
die absolute Kurve projiziert. Sein reeller Repräsentant ist jener 
orthogonale ]^>larbündel. 

§ 52. Metrische Eigenschaften kollinearer und korrelativer Bfindd, 
Axen, Hauptebenen derselben« Fokalaxen nnd zyklische Ebenen einei 

Polarbündels. 

340 Eine wichtige metrische Eigenschaft far kollineare und koiwhr 

tive Bündel ist folgende. 

Zwei kollineare sowohl wie zwei korrelative Bündel mit 
endlichen Scheiteln besitzen stets zwei vollständig reelle 
Dreikante oder Dreiflache, welche dreirechtwinklig sind 
und einander entsprechen. 

Dies ist analog zu dem Satze von den zwei reellen entspredio- 
den rechten Winkeln projektiver Büschel. 

Zunächst seien kollineare Bündel betrachtei Zu emem Sirahk x 
des ersten sei x' der entsprechende im zweiten, E' die m ihm nonnale 
Ebene in diesem, E die ihr entsprechende Ebene im cntaL und Xi 
der auf dieser normale Strahl ebenfalls im eisten Bfi^ d wi Durch- 
läuft X diesen Bündel, so bewegen sich x und x koUiM&r« x' und ^ 
korrelativ (einen orthogonalen Polarbündel erzeugend i, r mai £ h>wr 
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ir, £ und x^ korrelativ, also x und x^ koUinear in demselben 
üdel. Es existiert mithin mindestens ein reeller Eoinzidenzstrahl r; 
[len dann r^ p\ p, r^ aas ilim in der obigen Weise hervor, so ist 
= r; r steht als r^ auf p senkrecht, und die beiden ihnen ent- 
rechenden Elemente /, p' sind auch normal. 

Wir haben drei Paare entsprechender Strahlen, deren normale 
»enen auch entsprechend sind, davon mindestens eins, r, /, reell. 

Aber die projektiven Strahlenbüschel in p und p' enthalten, nach 
n oben zitierten analogen Satze, zwei reelle entsprechenden rechten 
inkel st, si\ bezeichnen wir nun die entsprechenden Ebenen tr 
d fr mit er, er' und die sr, s'r mit t, t', so sind auch (J und & 
BT. auf s und s\ t und t auf t und t' normal; so daß tatsächlich 
ei reelle (und im allgemeinen nur drei) Paare entsprechender 
rahlen r und r', s und s', t und ( vorhanden sind, deren 
rmale Ebenen p und p', cj und er', t und t' auch entspre- 
end sind. 

Diese Strahlen und Ebenen sind in jedem der Bündel die Kanten 
d Ebenen desselben Dreikants, und wir haben in: 

rst = pcTT und rst'^ p'ct't' 

I beiden entsprechenden dreirechtwinkligen Dreikante unseres Satzes. 
ese Kanten und Ebenen mögen die Axen^) und Hauptebenen 
r kollinearen Bündel heißen. 

Die obige HilfskoUineation im ersten Bündel hat also drei reelle 
linzidenzstrahlen. 

Ähnlich wird bei der Korrelation verfahren; dem x aus dem 
iten Bündel entspreche t im zweiten, auf der x' senkrecht stehe; 
fsem entspreche l und darauf stehe x^ normal. Sei r der zweifellos 
rhandene reelle Koinzidenzstrahl der Kollineation im ersten Bündel, 
welcher x und x^ entsprechend sind, und seien p', /, p, r^ aus ihm 
geleitet, so daß r^ mit r identisch ist; so sind die zu r und p' nor- 
den Elemente p und / wiederum entsprechend. In den entspre- 
enden und projektiven Büscheln von Strahlen in p und Ebenen um 
gibt es zwei reelle entsprechenden rechten Winkel st und ct't'. 
; wiederum tr =» a, sr = t, t'p' = s', (T'p'=^', so haben wir drei 
jlle Paare entsprechender Elemente r und p', s und er', t und t\ 
ren normale Elemente p und r, c und s', t und t' wiederum kor- 
ipondieren; sie bilden die beiden entsprechenden dreirechtwinkligen 
•eikante oder Dreiflache: 

rst = pcTT und p'cr'r'^ rst', 

sreinigt man die beiden Bündel mit ihren Scheiteln und läßt die 
iden kongruenten Dreikante sich decken und zwar so, daß /, s\ t' 



1) Oft Hanptaxen genannt, doch meistens bloß Axen, was auch wohl genügt» 
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auf Vj 8f t und daher p', &, t auf p, a, t fallen^ — was auf aeht 
Weisen möglich ist — , so ist ein Polardreikant entstanden, und die 
Bündel sind involutorisch geworden, bilden einen PolarbündeL 

Zwei korrelative Bündel lassen sich so in einander legen, 
daß sie einen Polarbündel bilden. 

Den Beweis für die entsprechenden dreirechtwinkligen Dreikante 
kann man auch dadurch fahren, daß man steigt, daß die beiden kolli- 
nearen oder korrelativen Bündel in der unendlich fernen Ebene kolli- 
neare oder korrelative Felder hervorrufen, in denen zwei Polardrei- 
ecke des absoluten Polarfeldes entsprechend sind. 

In der Tat besitzt jede ebene Kollineation oder Korre- 
lation ein Paar entsprechender Dreiecke, welche gleich- 
zeitig Polardreiecke eines gegebenen Polarfeldes TT sind; 
denn sie verwandelt dasselbe in ein anderes Polarfeld, das mit TT ein 
Polardreieck gemein hat. Dies als Dreieck des zweiten der ineinander 
liegenden koUinearen oder korrelativen Felder und sein entsprechendes 
im ersten sind die fraglichen Dreiecke. Sie sind sicher voUstandig 
reell, wenn das Polarfeld eine reell - imaginäre Basis hat, wie in 
unserm Falle. 

Zwei ineinander liegende Polarbündel haben (Nr. 326) ein 
Polardreikant gemein; es ist vollständig reell, wenn mindestens 
einer von ihnen einen reell-imaginären Basiskegel besitzt. 

Das ist der Fall, wenn der zweite Polarbündel ein orthogonaler 
ist; das gemeinsame Polardreikant ist dann, weil zu diesem gehörig, 
dreirechtwinklig. 

Jeder Polarbündel hat ein dreirechtwinkliges Polar- 
dreikant; das immer vollständig reell ist. 

Und wenn zwei korrelative Bündel so ineinander gelegt sind, daS 
sie involutorisch werden, so müssen sich in diesem dreirechtwinkligen 
Polardreikant, von welchem ja jede Kante in beiderlei Sinne d« 
gegenüberliegenden Ebene polar ist, die beiden entsprechenden drei- 
rechtwinkligen Dreikante vereinigt haben; so daß die Herstellung der 
involutorischen Lage nur auf obige Weise möglich ist 

Die Kanten und Ebenen dieses dreirechtwinkligen Polardreikants 
eines Polarbündels nennt man die Axen^) und Hauptebenen des- 
aelben und des zugehörigen Basiskegels- 

In der involutorischen Homologie, welche zwei Gegenelemente 
dieses Dreikants zur Axe und zur Ebene hat, entspricht der Polarbündel 
und der Kegel sich selbst; jede zwei Elemente des Bündels, die in 



1) Wenn die elementare Stereometrie yielfach beim schiefen Kreiikegel die 
Itfade vom Mittelpunkte des Kreises nach der Spitze Axe nennt, so iit du 
lioht richtig. 
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bezug auf die Axe symmetrisch sind, sind es auch in bezug auf die 
g^enfiberliegende Hauptebene. 

In einer Ebene , die senkrecht zu einer Axe und daher parallel 
zur polaren Hauptebene ist, ist der Fußpunkt jener der Mittelpunkt 
des ausgeschnittenen (reellen oder reell-imaginären) Kegelschnitts. 

Ein reeller Basiskegel hat^ vrie bei jedem Polardreikant, so auch 
bei diesem Axendreikant mit zwei Hauptebenen reeUen, mit der dritten 
imaginären Schnitt, so daß die dieser gegenüberliegende Axe 
ein innerer Strahl, die beiden ändern äußere Strahlen sind. 
Die Ton der inneren Axe halbierten Winkel der Kanten in den reell 
schneidenden Hauptebenen heißen die Öffnungen des Kegels. 

Die Axen und gegenüberli^enden Hauptebenen sind im allge- 
meinen die einzigen polaren und rechtwinkligen Elemente des Polar- 
bündels. 

Aber ein Polarbündel TT kann (Nr. 328) oo^ dreirecht- 342 
winklige Polardreikante besitzen, d. h. oo^ Polardreikante mit 
dem konzentrischen orthogonalen Polarbündel gemeinsam haben, wenn 
ihr Produkt eine Homologie ist, die dann die rechtwinkligen und 
polaren Elemente, welche allen jenen Polardreikanten als Gegenele- 
mente gemeinsam sind, zur Axe s und zur Ebene a hat. Die gemein- 
samen Involutionen konjugierter Ebenen bzw. Strahlen um 8 und in 
C sind rechtwinklig, und die beiden Basiskegel berühren sich doppelt. 

Für jede Ebene senkrecht zu s, deren ausgeschnittenes Polarfeld 
ja den Fußpunkt zum Mittelpunkt hat, ist die Involution in bezug 
auf dies Polarfeld konjugierter Strahlen um denselben, ausgeschnitten 
aus der rechtwinkligen Involution um 5, ebenfEÜls rechtwinklig; also 
ist der Schnitt ein Kreis, und der Kegel ein (reeller oder reell-ima- 
ginärer) gerader Kreiskegel oder RotationskegeL Die oo^ gemein- 
samen Polardreikante führen zu der ausgezeichneten Axe s, der Dreh- 
axe, und oo^ Axen in cT, und der ausgezeichneten Haupt- oder Sym- 
metrieebene (T und oo^ andern durch s. Umgekehrt leuchtet unmittel- 
bar ein, daß ein Rotationskegel oo^ derartige dreirechtwinklige Polar- 
dreikante besitzt. So ergibt sich als charakteristische Eigen- 
schaft des Rotationskegels, daß er den konzentrischen isotropen 
Kegel oder einfacher die absolute Kurve doppelt berührt. 

und da eine Fläche 2. Grades Rotationsfläche ist, wenn das für 
ihren Asymptotenkegel gilt, so besteht das Kennzeichen in der letzteren 
Form für jede Rotationsfläche 2. Grades. 

Ist TT der Polarbündel eines Rotationskegels aus und TTq der 
konzentrische orthogonale Polarbündel, so ist ihr Produkt eine Homo- 
logie r mit Axe s und Ebene er, welche normal sind. Aus TTTTo = f 
folgt: rTT0— TT. Die oo^ derartigen Homologien führen, mit dem 
festen orthogonalen Polarbündel multipliziert, zu allen „Rotations- 
Polarbündeln^' aus 0. Diejenigen mit derselben Invariante geben 

Stttxm, G«ometr. VarwandUohftftexL IL ^ 
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Ein Feld und einen Bündel^ die zueinander kollinear 
sind, kann man im allgemeinen nicht in Perspektive Lage 
bringen^ d. h. in solche Lage, daß jedes Element des Feldes mit dem 
entsprechenden des Bündels inzidiert. Denn dazu ist erforderlieh, 
daß der Büschel des Bündels, welcher der unendlich fernen Punki* 
reihe des Feldes entspricht, einem (und damit jedem) diese Punkt- 
reihe projizierenden Büschel gleich sei-, was im tdlgemeinen nicht der 
FaU ist. 

Ordnen wir in zwei Bündeln die parallelen Strahlen einander zu, 
80 hat man Kollineation; denn die Zuordnung ist eindeutig, und 
durchlauft ein Strahl in dem einen Bündel einen Büschel, so tut es 
auch der entsprechende, und zwar liegen die beiden Büschel in paral- 
lelen Ebenen, so daß auch entsprechende Ebenen parallel sind. Jede 
Ebene des gemeinsamen Ebenenbüschels, zum einen Bündel gerechnet 
deckt sich mit der parallelen, entspricht sich also selbst. Daher sind 
die beiden Bündel in perspektiyer Lage: es existiert eine Ebene, in 
der alle Schnittlinien entsprechender Ebenen imd Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen liegen. Das sind aber unendlich ferne Elemente^ 
und zwar, weil in einem Bündel (mit endlichem Scheitel) eine Ebene 
von jeder Stellung und ein Strahl von jeder Richtung vorhanden isty 
alle unendlich fernen Geraden und Punkte des Raumes. 

Wir haben den Inbegriff der sämtlichen unendlich fernen 
Punkte und Geraden des Raumes als in einer Ebene gelegen 
anzusehen, welche die unendlich ferne Ebene des Raumes 
heißt ^). Bei den Verwandtschaften der Gebilde 3. Stufe werden wir 
von neuem zur Notwendigkeit dieser Vorstellung geführt werden. 
338 Der ParaUelismus zweier orthogonalen Polarbündel führt zu einem 

weiteren wichtigen BegriflFe. Zwei entsprechende Elemente des einen 
Bündels und die zu ihnen parallelen ebenfalls entsprechenden Ele 
mente des andern liefern dieselben unendlich fernen Elemente, ikn 
Schnittelemente, einen Punkt und eine Gerade, welche entsprechend sind 
sowohl in dem Polarfelde, welches durch den einen, als in demjenigen 
welches durch den andern der beiden orthogonalen Polarbündel in 
die unendlich ferne Ebene eingeschnitten wird. Beide Polarbündel 
und so alle <x>^ orthogonalen Polarbündel schneiden in die 
unendlich ferne Ebene ein und dasselbe Polarfeld, welche! 
wir das absolute Polarfeld nennen wollen. In ihm sitid polar 
der unendlich ferne Punkt eines Parallelstrahlen-Bündels 
und die unendlich ferne Gerade desjenigen Parallelebenen- 
Büschels, dessen Ebenen zu den Strahlen des Bündels nor- 
mal sind; konjugiert sind die unendlich fernen Elemente 
von zwei rechtwinkligen Strahlen oder zwei rechtwinkligen 

1) Poncelet, Trait^ des proprietei projectivea (2. Ausgabe Bd. I) Nr. 580. 
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Zwei ineinander liegende projektive Strahlenbüschel sind gleich 
nnd gleichsinnig oder ungleichsinnig, wenn die isotropen Strahlen 
des Büschels sich selbst oder involutorisch einander entsprechen 
(Nr. 76). 

Sind diese Büschel Normalschnitte zweier ineinander li^ender 
Ebenenbüschel y so daß der unendlich ferne Pnnkt der Axe polar isi, 
im absoluten Polarfelde , zur unendlich fernen Gbrade der schneiden- 
den Ebene^ so gehen die isotropen Strahlen in dieser nach den Schnitt- 
punkten dieser Polare mit der absoluten Kurre und liegen in den iso- 
tropen Ebenen des Ebenenbüschels, die in den zugehörigen Tangenten 
schneiden. 

Zwei ineinander liegende Ebenenbüschel sind ebenfalli 
gleich und gleichsinnig oder ungleichsinnig, wenn die iso- 
tropen Ebenen des Büschels sich selbst oder involutorisch 
einander entsprechen. 

Der Leser bilde den allgemeineren Satz für Büschel um parallele 
Axen. 

Wir setzen bei einer Kugel als bekannt voraus, daß die Pohu^ 
ebene eines unendlich fernen Punktes diejenige Ebene durch den 
Mittelpunkt ist, welche auf dem Durchmesser nach jenem Punkte 
senkrecht steht. Daraus folgt, daß das von einer Kugel in der im- 
endlich fernen Ebene induzierte Polarfeld (Nr. 323) das absolute ist 

Alle Kugeln des Raums induzieren in der unendlich 
fernen Ebene das absolute Polarfeld und gehen durch dessen 
Basiskurve, die absolute Kurve, welche deshalb häufig, aber 
etwas umständlich der unendlich ferne imaginäre Kugelkreis 
genannt wird^). Poncelet verdanken wir diesen wichtigen Begri^ 
der für die Metrik fundamental geworden ist'). 

Wie die absoluten Punkte einer Ebene den Grund dafür liefern, 
daß zwei Kreise derselben Ebene im Endlichen nicht mehr als zwei 
gemeinsame Punkte haben, so lehrt die absolute Kurve, daß zwei 
Kugeln im Endlichen nur eine Kurve 2. Ordnung gemein 
haben: in der Potenzebene. 

Wir wollen sofort diesen BegriflF zu einigen Folgerungen aas den 
Sätzen von § 28 verwerten. 

Es liege eine Raumkurve R vor von der Ordnung n, der 
Klasse n und dem Range r. Sie ist eindeutig bezogen auf den 
unendlich fernen Schnitt S^ r**' Ordnung n'**' Klasse ihrer Tangenten- 



1) Bei Stau dt Normalkreis (Beiträge zur Geometrie der Lage, Nr. 194), ia 
Frankreich: courbe ombilicale; the Absolute bei Cayley im Sixth Memoir 
upon QuanticB (Philos. Trans., Bd. 149, 1859, S. 61; Math. Papeis, Bd. 2, 8. 661), 
von Nr. 209 ab. 

2) Traite des propri^t^s projectives (in der 2. Ausgabe, Bd. I), Nr. 630. 
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che nnd auf die Polarkurve S" desselben in bezog auf die abso- 
e Eurre oder im absoluten Polarfelde. 

Die Binormalen von B verbinden entsprechende Punkte von 
und (S^, erzeugen also eine Regelfläche vom Grade n + n. 
e Normalebenen verbinden die Punkte von R mit den ent- 
rechenden Tangenten der Kurve S* , die wir als ausgeartete Regel- 
che r^ Ghrades auffassen können; also umhüllen sie einen 
»rsus von der Klasse n + r. 

Die rektifizierenden Ebenen von R verbinden die Tangenten 
ti R mit den entsprechenden Punkten von C*; also ist ihr Tor- 
s von der Klasse r + n. 

In den Hauptnormalen schneiden sich entsprechende Schmie- 
ngsebenen und Normalebenen; daher ist der Grad ihrer Regel- 
Iche n + r + n. 

Die Binormalen sind Schnittlinien entsprechender Normalebenen 
d rektifizierender Ebenen; die Reduktion des Grades ihrer Regel- 
che von {n + r) + (r + n') auf n + n, also um 2r rührt davon 
r^ daß 2r-mal diese Ebenen sich vereinigen. Dies bewirkt, daß ein 
ümmungs-Mittelpunkt von R sich mit dem Punkte der Kurve ver- 
ligty zu dem er gehört; denn eine mit der rektifizierenden Ebene 
-einigte Normalebene schneidet sich mit der folgenden auf der 
irve. Ist X die Ordnung der Kurve der Krümmungs-Mittel- 
nkte, so muß, weil die Hauptnormalen entsprechende Punkte der 
und dieser Kurve verbinden^ 

n + ic — 2r=»w-fn+r 

n, also ist die genannte Ordnung n + 3r. 

Die Krümmungsaxen verbinden wiederum die Krümmungs-Mittel- 
nkte mit den entsprechenden Punkten von 6||; eine Vereinigung 
det bei den 2ri Punkten der R statt, deren Schmiegungsebenen 
) absolute Kurve berühren. Folglich hat die abwickelbare 
äche der Krümmungsaxen (der Torsus der Normalebenen) die 
•dnung (n + 3r) + n- 2n = 3r. 

Bei der kubischen Raumkurve, wo n = n'« 3, r = 4, gilt also: 

Die Regelflächen der Binormalen und Hauptnormalen haben den 

ad 6, 10, die Torsen der Normalebenen und der rektifizierenden 

»enen die Klasse 7; die abwickelbare Fläche der Krümmungsaxen 

12. Ordnung und die Kurve der Krümmungs-Mittelpunkte 15. Ord- 

In bezug auf eine Fläche 2. Grades erhält man um jeden 339 
inkt P einen Polarbündel, in welchem eine Ebene des 

1) ZeÜBchiift fOr Mathem. und Phys., Jahrg. 40, S. 1. 
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Bündels und der nach ihrem Pole in bezug auf die Fläche 
gehende Strahl polar sind. Sein Basiskegel ist der Tangen- 
tialkegel aus P an die Fläche. 

Der Beweis ist ränmlich dual zu dem von Nr. 323 zu fBhren. 

Sind der Punkt P und die dort zugrunde gelegte Ebene TT polv 
in bezug auf die Fläche, so liegt der Pol X jeder Ebene E durch f 
in TT. Daraus folgt, daß zwei polare Elemente des zn P gehörigen 
Polarbündels immer durch zwei polare Elemente des zu TT gehörigen 
Polarfeldes gehen, denn in diesem sind X und der Schnitt mit E 
polar. Der Polarbnndel und das Polarfeld sind also perspektiy so- 
einander, die eine Basis zur andern: die Basiskurre ist Berührosg»- 
kurve des Basiskegels. Sind beide imaginär, so liegen in den Poliv> 
korrelationen die darstellenden reellen Gebilde vor. 

Diese Perspektive Lage gibt also einen einfacheren Beweis für den 
um einen Punkt P induzierten Polarbündel, als ihn die duale Be- 
trachtung liefert. 

Insbesondere sind die zum Mittelpunkte der Fläche und die zur 
unendlich fernen Ebene gehörigen Polarkorrelationen perspektiv: der 
Basiskegel der ersteren ist der Asymptotenkegel, die Basiskurre des 
letzteren der unendlich ferne Schnitt der Fläche. In bezug auf eine 
Kugel ist der zum Mittelpunkte gehörige Polarbündel der orthogonale, 
das zur unendlich fernen Ebene gehörige Polarfeld das absolute. Der 
imaginäre Asjmptotenkegel ist der isotrope, der aus dem Mittelpunkte 
die absolute Kurve projiziert. Sein reeller Repräsentant ist jener 
orthogonale Polarbündel. 

§ 52. Metrische Eigenschaften kollinearer und korrelativer Bfindd, 
Axen, Hauptebenen derselben. Fokalaxen und zyklische Ebenen etnes 

Polarbündels. 

340 Eine wichtige metrische Eigenschaft für kollineare und konebr 

tive Bündel ist folgende. 

Zwei kollineare sowohl wie zwei korrelative Bündel mit 
endlichen Scheiteln besitzen stets zwei vollständig reelle 
Dreikante oder Dreiflache, welche dreirechtwinklig sind 
und einander entsprechen. 

Dies ist analog zu dem Satze von den zwei reellen entsprechen- 
den rechten Winkeln projektiver Büschel 

Zunächst seien kollineare Bündel betrachtet. Zu einem Strahle s 
des ersten sei x' der entsprechende im zweiten, H' die zu ihm normale 
Ebene in diesem, ^ die ihr entsprechende Ebene im ersten und x^ 
der auf dieser normale Strahl ebenfalls im ersten BündeL Durch- 
läuft X diesen Bündel, so bewegen sich x und x' koUinear, x' und ^ 
korrelativ (einen orthogonalen Polarbündel erzeugend), £' und 2 koUi- 
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UTy E und x^ korrelativ, also x und x^ koUinear in demselben 
indel. Es existiert mithin mindestens ein reeller Eoinzidenzstrahl r; 
ben dann /, p', p, r^ aus ihm in der obigen Weise hervor, so ist 
= r; r steht als r^ auf p senkrecht, und die beiden ihnen ent- 
rechenden Elemente r, p sind auch normal. 

Wir haben drei Paare entsprechender Strahlen, deren normale 
»enen auch entsprechend sind, davon mindestens eins, r, r, reell. 

Aber die projektiven Strahlenbüschel in p und p' enthalten, nach 
m oben zitierten analogen Satze, zwei reelle entsprechenden rechten 
inkel st, sY; bezeichnen wir nun die entsprechenden Ebenen tr 
d fr mit cT, o' und die 5r, s'r mit t, t', so sind auch a und (f 
w. auf s und s\ t und t auf t und f normal; so daß tatsachlich 
ei reelle (und im allgemeinen nur drei) Paare entsprechender 
rahlen r und /, s und s\ t und f vorhanden sind, deren 
rmale Ebenen p und p', a und cj', t und t auch entspre- 
end sind. 

Diese Strahlen und Ebenen sind in jedem der Bündel die Kanten 
d Ebenen desselben Dreikants, und wir haben in: 

rst = pcTT und rs(=^ p'ct't' 

t beiden entsprechenden dreirechtwinkligen Dreikante unseres Satzes. 
ese Kanten und Ebenen mögen die Axen^) und Hauptebenen 
r kollinearen Bündel heißen. 

Die obige HilfskoUineation im ersten Bündel hat also drei reelle 
»inzidenzstrahlen. 

Ahnlich wird bei der Korrelation verfahren; dem x aus dem 
iten Bündel entspreche E' im zweiten, auf der x senkrecht stehe; 
(sem entspreche E und darauf stehe x^ normal. Sei r der zweifellos 
rhandene reelle Koinzidenzstrahl der KoUineation im ersten Bündel, 
welcher x und x^ entsprechend sind, und seien p', r', p, r^ aus ihm 
geleitet, so daß r^ mit r identisch ist; so sind die zu r und p' nor- 
den Elemente p und / wiederum entsprechend. In den entspre- 
enden und projektiven Büscheln von Strahlen in p imd Ebenen um 
gibt es zwei reelle entsprechenden rechten Winkel st und ct't'. 
; wiederum tr ^ (5, sr ^ t, t'p'=s', (T'p'=^', so haben wir drei 
iüe Paare entsprechender Elemente r imd p', s und cj', t und t'^ 
ren normale Elemente p und /, <T und s\ t und t' wiederum kor- 
spondieren; sie bilden die beiden entsprechenden dreirechtwinkligen 
^eikante oder Dreiflache: 

rst ^ p(TT und p'(t't'= rs't\ 

^reinigt man die beiden Bündel mit ihren Scheiteln und läßt die 
iden kongruenten Drei kante sich decken und zwar so, daß r, s\ t' 

1) Oft Hauptaxen genannt, doch meistens bloß Azen, was auch wohl genü^v 
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auf r, 8, t und daher p', <j', t' auf p, a, t ÜEdlen, — waa auf acht 
Weisen möglich ist — , so ist ein Polardreikant entstanden, und die 
Bündel sind inyolutorisch geworden, bilden einen PoIarbündeL 

Zwei korrelative Bündel lassen sich so in einander legen, 
daß sie einen Polarbündel bilden. 

Den Beweis für die entsprechenden dreirechtwinkligen Dreikante 
kann man auch dadurch führen, daß man zeigt, daß die beiden kolli- 
nearen oder korrelativen Bündel in der unendlich fernen Ebene kolli- 
neare oder korrelative Felder hervorrufen, in denen zwei Polardrei- 
ecke des absoluten Polarfeldes entsprechend sind. 

In der Tat besitzt jede ebene Eollineation oder Korre- 
lation ein Paar entsprechender Dreiecke, welche gleich- 
zeitig Polardreiecke eines gegebenen Polarfeldes TT sind; 
denn sie verwandelt dasselbe in ein anderes Polarfeld, das mit TT ein 
Polardreieck gemein hat. Dies als Dreieck des zweiten der ineinander 
liegenden koUinearen oder korrelativen Felder und sein entsprechendes 
im ersten sind die fraglichen Dreiecke. Sie sind sicher vollständig 
reell, wenn das Polarfeld eine reell - imaginäre Basis hat, wie in 
unserm Falle. 
341 Zwei ineinander liegende Polarbündel haben (Nr. 326) ein 

Polardreikant gemein; es ist vollständig reell, wenn mindestens 
einer von ihnen einen reell-imaginären Basiskegel besitzt. 

Das ist der Fall, wenn der zweite Polarbündel ein orthogonaler 
ist; das gemeinsame Polardreikant ist dann, weil zu diesem gehörig, 
dreirechtwinklig. 

Jeder Polarbündel hat ein dreirechtwinkliges Polar- 
dreikant, das immer vollständig reell ist. 

Und wenn zwei korrelative Bündel so ineinander gelegt sind, daß 
sie involutorisch werden, so müssen sich in diesem dreirechtwinkligen 
Polardreikant, von welchem ja jede Kante in beiderlei Sinne d» 
gegenüberliegenden Ebene polar ist, die beiden entsprechenden dzei- 
rechtwinkligen Dreikante vereinigt haben; so daß die Herstellung der 
involutorischen Lage nur auf obige Weise möglich ist 

Die Kanten und Ebenen dieses dreirechtwinkligen Polardreikants 
eines Polarbündels nennt man die Axen^) und Hauptebenen des- 
selben und des zugehörigen Basiskegels. 

In der involutorischen Homologie, welche zwei Gegenelemente 
dieses Dreikants zur Axe und zur Ebene hat, entspricht der Polarbündel 
imd der Kegel sich selbst; jede zwei Elemente des Bündels, die in 



1) Wenn die elementare Stereometrie yielfach beim schiefen Kreiakegel äi 
Gerade Yom Mittelpunkte des Kreises nach der Spitze Axe nennt, bo ist dtf 

nicht richtig. 
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rag auf die Axe symmetrisch sind, sind es anch in bezug auf die 
^nüberliegende Hauptebene. 

In einer Ebene, die senkrecht zu einer Axe und daher parallel 
r polaren Hauptebene ist, ist der Fußpunkt jener der Mittelpunkt 
3 ausgeschnittenen (reellen oder reell-imaginären) Eegdschnitts. 

Ein reeller Basiskegel hat, wie bei jedem Polardreikant^ so auch 
i diesem Axendreikant mit zwei Hauptebenen reellen, mit der dritten 
aginären Schnitt, so daß die dieser gegenüberliegende Axe 
a innerer Strahl, die beiden andern äußere Strahlen sind, 
e von der inneren Axe halbierten Winkel der Kanten in den reell 
meideuden Hauptebenen heißen die Öffnungen des Kegels. 

Die Axen und gegenüberliegenden Hauptebenen sind im allge- 
^inen die einzigen polaren und rechtwinkligen Elemente des Polar- 
ndels. 

Aber ein Polarbündel TT kann (Nr. 328) oo^ dreirecht- 342 
nklige Polardreikante besitzen, d. h. oo^ Polardreikante mit 
m konzentrischen orthogonalen Polarbündel gemeinsam haben, wenn 
r Produkt eine Homologie ist, die dann die rechtwiokligen und 
laren Elemente, welche allen jenen Polardreikanten als Gegenele- 
mte gemeinsam sind, zur Axe s und zur Ebene ü hat. Die gemein- 
den Involutionen konjugierter Ebenen bzw. Strahlen um s und in 
sind rechtwinklig, imd die beiden Basiskegel berühren sich doppelt. 

Für jede Ebene senkrecht zu s, deren ausgeschnittenes Polarfeld 
den Fußpunkt zum Mittelpunkt hat, ist die Involution in bezug 
f dies Polarfeld konjugierter Strahlen um denselben, ausgeschnitten 
s der rechtwinkligen Involution um 5, ebenfalls rechtwinklig; also 
i der Schnitt ein Kreis, und der Kegel ein (reeller oder reell-ima- 
aärer) gerader Kreiskegel oder RotationskegeL Die cx)^ gemein- 
men Polardreikante führen zu der ausgezeichneten Axe 5, der Dreh- 
e, und cx>^ Axen in cT, und der ausgezeichneten Haupt- oder Sym- 
3trieebene a und oo^ andern durch s. Umgekehrt leuchtet unmittel- 
r ein, daß ein Rotationskegel cx)^ derartige dreirechtwinklige Polar- 
eikante besitzt. So ergibt sich als charakteristische Eigen- 
haft des Rotationskegels, daß er den konzentrischen isotropen 
3gel oder einfacher die absolute Kurve doppelt berührt. 

Und da eine Fläche 2. Grades Rotationsfläche ist, wenn das für 
ren Asymptotenkegel gilt, so besteht das Kennzeichen in der letzteren 
>rm für jede Rotationsfläche 2. Grades. 

Ist TT der Polarbündel eines Rotationskegels aus und TTq der 
»nzentrische orthogonale Polarbündel, so ist ihr Produkt eine Homo- 
pe r mit Axe s und Ebene a, welche normal sind. Aus TTTTo = f 
Igt: rTT^ — TT. Die oo^ derartigen Homologien führen, mit dem 
iten orthogonalen Polarbündel multipliziert, zu allen „Rotations- 
»larbfindeln^^ aus 0. Diejenigen mit derselben Invariante geben 

Starm, Oeometr. VerwandUohaften. IL ^ 
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offenbar kongmente Polarbündel nnd EegeL Von der Invariante wi^ 
es daher abhangen, ob der Eegel reell oder reell-imaginar ist Die 
Involution konjugierter Strahlen in a ist f&r TT und TT^ dieselbe, also 
auch für TT rechtwinklig, und die Schnitte von (T mit dem Kegel 
sind imaginär; folglich muß jede Ebene ^ durch s reeU oder imaginär 
schneiden je nach der Art des Kegels. Seien also in ^ die Strahlen x 
und x^ entsprechend in f, so ist die Invariante: 

(saxxi) =- cotg sx^ : cotg $x — X; 

wenn dann x' die Spur der zu x^ normalen Ebene E in ^, abo 
normal zu x^ ist, so sind x und x' koi^jugiert in TT, und die Potenz 
der Involution konjugierter Strahlen von TT in ^, bezogen auf den 

Zentralstrahl s, ist cotg sx • cotg sx\ also — — -.-> ^^^ 

cotg sxi • cotg sx' — — 1. 

Danach führen negative Invarianten der Homologie zu 
reellen, positive zu reell-imaginären Botationskegeln. 

Ist für einen Polarbündel zunächt das dreirechtwinklige Polar- 
dreikant rst^par gegeben, so hat man, wenn man durch polare 
Elemente j>, tt die endgültige Bestimmung so treffen will, daß ein 
Rotationskegel sich ergibt, dessen Axe s ist, dafür zu sorgen, daB in 
p imd T die Involutionen konjugierter Strahlen kongruent ausMen. 
Den Schnitten (rp, p), (tp, t) sind die irp, ttt konjugiert. Hat man 
daher p in die eine Halbierungsebene von pr gelegt, so ist der Drei- 
strahl Sy t, {rp, p) in p dem Dreistrahle 5, r, (tp^ t) in t kongruent; 
damit dieser Kongruenz sich noch Tip und ttt einfügen, muß tt zu 
jener Halbierungsebene normal sein. Es hat keine Schwierigkeit, 
hyperbolische, bzw. elliptische Involution zu erzielen, d. h. einen reellen, 
bzw. reell-imaginären Rotationskegel. 
343 Die vier gemeinsamen Kanten eines Kegels 2. Grades und des 

konzentrischen isotropen Kegels liefern sechs Verbindungsebenen, 
welche je dieselbe Involution konjugierter Strahlen tragen, eine recht- 
winklige wegen des letzteren Kegels. Weil die Axen das Diagonal- 
dreikant dieses Vierkants bilden, so haben wir: 

Jeder Kegel 2. Grades oder jeder Polarbündel besitit 
sechs Ebenen, welche rechtwinklige Involutionen konju- 
gierter Strahlen tragen; durch jede Axe gehen zwei, und 
nur bei einer sind sie reell (Nr. 326). 

Sie heißen die zyklischen Ebenen des Kegels oder Polar- 
bündels. 

Eine Parallelebene zu einer solchen Ebene l schneidet nämlich 
aus dem Kegel einen Kreis aus. Die zur rechtwinkligen Involution 
konjugierter Strahlen in L Perspektive Involution konjugierter Ebenen 
um den Polarstrahl von l wird durch die Parallelebene in einer 
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Strahl des Bündels in ihr; zn jeder Ebene n darch ihn werde die 
rechtwinklige und konjugierte Ebene tt' konstruiert. Die Pola^ 
strahlen der tt sowohl als die zu ihnen normalen Strahlen dei 
Bündels beschreiben zwei zum Büschel der n projektire Strahlen- 
büschel in der Polarebene Yon q und in der zu q senkrechten Ebene. 
In a, der zu a senkrechten Axe, vereinigen sich die zu a, einer 
von den tt, gehörigen Strahlen, die Strahlenbüschel werden also per 
spektiv, und das Erzeugnis der Verbindungsebenen n ist ein Ebenen- 
büschel, dessen Axe q' in a liegt, denn zu der in q auf a senkrechte 
Ebene gehört a als tt'. Dieser Ebenenbüschel der tt' wird dadurch 
dem der tt projektiv. Also gehen die den Ebenen tt durch q kon- 
jugierten und rechtwinkligen Ebenen tt' durch einen festen Strahl q 
von o, der dem q involutorisch zugeordnet wird; die inyolntorischeii 
Büschel der q und q' werden nämlich in a eingeschnitten durch die 
projektiven Ebenenbüschel um zwei analog beschaffene Geraden r, r 
in einer zweiten Hauptebene, etwa ß. Da die Rechtwinkligkeit and 
die Eonjugiertheit gegenseitig stattfindet, so muß involutorisches Ent- 
sprechen stattfinden; andererseits entsprechen in den Büscheln r, r 
der gemeinsamen Ebene ß die zu ihr in /, r senkrechten Ebenen, 
und ihre Schnittlinie b ist die involutorische Axe. Mithin schneidet 
die durch sie gehende a die Büschel involutorisch. 

So ergeben sich die drei Fokalinvolutionen in den Haupt- 
ebenen; jede zwei rechtwinkligen und konjugierten Ebenen gehen darch 
gepaarte Geraden einer jeden. 

Daraus folgt, daß diese Involutionen verbunden sind, denn 
den drei Strahlen in einer Ebene tt sind die Strahlen in der redit- 
winkligen und konjugierten Ebene tt' gepaart. 

Eine von ihnen ist daher notwendig hyperbolisch; ist / 
ein Doppelstrahl derselben ^ so geht für jede Ebene durch ihn aaeh 
die rechtwinklige und konjugierte Ebene durch ihn; d. h. er tngt 
eine rechtwinklige Involution konjugierter Strahlen, ist Fokalaxa Diese 
Involution schneidet dann in die beiden andern Hauptebenen die Fokal- 
involutionen ein, also sind die andern Fokalinvolutionen ellip- 
tisch und repräsentieren die imaginären Fokalaxen. In jeder von den 
Fokalinvolutionen bilden die beiden Axen das rechtwinklige Paar. 

Durch die beiden reellen Fokalaxen ist die ganze Figur der dm 
Involutionen bestimmt. 

Zwei den Kegel erzeugende projektive StraMenbüschel 
werden aus einer Fokalaxe durch projektive Ebenenbüsohel 
projiziert, deren Koinzidenzebenen die Tangentialebenen durch sie 
sind, d. h. die isotropen Doppelebenen der rechtwinkligen Involntion 
konjugierter Ebenen; daher sind diese Büschel gleich und gleich; 
laufend. 

Das rechtwinklige Paar irgend einer Inyolution konjugierter 
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>6neii geht durch gepaarte Strahlen jeder der FokaUnTolutionen und 
Ibiert die Winkel der Ebenen aus dem Trilgerstrahl nach den Fokal« 
en, welche die Doppelstrahlen sind, insbesondere die Winkel der 
)enen nach den reellen Fokalaxen. Dieses rechtwinklige Paar besteht 
i einer Kante des Kegels aus der Tangentialebene und der Normal- 
ene. Daraus folgte daß konfokale Kegel sich in jeder gemeinsamen 
inte rechtwinklig schneiden. 

Wie dann hieraus weitere metrische Satze abgeleitet werden, ine- 
sondere der Satz über die konstante Summe oder Differenz^) der 
inkel der Kegelkanten mit den reellen Fokalaxen, sehe man z. B. 
Reyes Geometrie der Lage, 4. Aufl., 1. Abt., 18. Vortrag. 

Wir stellen analog für jede Axe die Involution her, 
ren Doppelebenen die zyklischen Ebenen sind. In einer 
>ene k durch die Axe a sei p ein Strahl des Bündels; der recht- 
nklige und konjugierte Strahl p', die Schnittlinie der Polarebene 
n p mit der zu p senkrechten Ebene im Bündel, erzeugt einen 
rahlenbüschel, da diese Ebenen projektive Büschel beschreiben in 
rspektiver Lage, denn kommt j) nach a, so vereinigen sie sich in a. 
e Ebene k' des Strahlenbüschels geht ebenfalls durch a, denn a ist 
;htwinklig und konjugiert zu Ka Dieser Büschel in k' ist projektiv 

den beiden ihn erzeugenden Ebenenbüscheln und daher zu dem in k; 

sind in ihnen zwei Strahlen homolog, die rechtwinklig und kon- 
tert sind. Seien X, X' zwei ebenso einander zugeordnete Ebenen 
rch eine zweite Axe 6, so projizieren die einander zugeordneten 
yenen k, k durch a entsprechende Strahlen der Büschel in X, X', 
lo bewegen sie sich projektiv und überdies involutorisch, weil a in 
r involutorischen Ebene ß der Büschel in X, X' Hegt. 

Das ist die gesuchte Involution um a] jede ihrer Doppelebenen 
thält für jeden ihrer Strahlen aus dem Bündel auch den recht- 
nkligen und konjugierten Strahl, trägt also eine rechtwinklige In- 
lution konjugierter Strahlen und ist eine zyklische Ebene. 

Die drei Involutionen sind wiederum verbunden; denn 
ei Ebenen aus ihnen, die in einen Strahl zusammenlaufen, sind die 
ei gepaarrt, die sich im rechtwinkligen und konjugierten Strahle 
imeiden. Daß nur eine hyperbolisch ist, ergibt sich ähnlich wie 
rhin. 

Die beiden Hauptebenen bilden stets das rechtwinklige Paar. Und 
rch die beiden reellen zyklischen Ebenen ist wieder die ganze Figur 
r drei Involutionen bestimmt. 



1) Summe, wenn Halbkanten k desselben Halbmantels und Halbstrahlen 
f^ der Fokalaxen genommen werden, die von diesem eingeschlossen werden, 
QTerenz, wenn von der einen Fokalaze der andere Halbstrahl f^' genommen 
rd; die Konstanten kf'\'kf^ xind kf^* — kf* sind supplementär. 
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Zwei den Kegel erzeagende projektire Ebenenbüschel 
Bchneiden in eine zyklische Ebene gleiche und gleichlaufende 
Strahlenbüschel ein; denn die isotropen Kanten, in denen sie den 
Kegel schneidet, sind die Koinzidenzstrahlen dieser Büschel. 

Mit den Tangentialebenen des Kegels bilden die (reellen) zykli- 
schen Ebenen Winkel von konstanter Summe oder Differenz^). 

Der einem Polarbündel konzentrische orthogonale Polarbündel 
führt das Dreikant der Axen und Hauptebenen in sich selbst über, 
den Basiskegel in den Normal- (oder Supplementar-)Kegel, von dem 
jede Kante und zugehörige Berührungsebene normal ist zu einer 
Berührungsebene und der zugehörigen Berührungskante jenes Kegek, 
die Fokalaxen und zyklischen Ebenen des einen in die zyklischen 
Ebenen und die Fokidaxen des andern. 

Beim reellen Kegel 2. Grades liegen die reellen Fokal- 
axen in derjenigen den Kegel reell schneidenden Hauptebene, 
welche den größeren inneren Winkel zwischen den Schnitt- 
kanten (Öffnung) hat, oder, was dasselbe, die größere Potenz der 
Involution konjugierter Strahlen, bezogen auf die innere Axe als 
Zentralstrahl, hat, und die reellen zyklischen Ebenen gehen 
durch die in ihr liegende äußere Axe. 

Schneidet man nämlich den Kegel mit einer zu der inneren Axe 
normalen Ebene, so geht jene Hauptebene durch die größere Axe der 
Schnittellipse. Freilich gehen die (reellen) Fokalaxen nicht durch 
deren (reelle) Brennpunkte, die Spuren jener liegen vielmehr naher 
am Mittelpimkte als diese. Stellen wir aber über die Ellipse einen 
normalen Zylinder, so gehen dessen Fokalaxen durch die Brennponkte, 
und sie bleiben in derselben Hauptebene, wenn die Ellipse fest- 
gehalten und die Spitze auf der Axe in die frühere Lage gebradit 
wird, da eine Vereinigung der Fokalaxen nur beim Rotationskegel 
eintreten kann, dieser hier nicht vorkommt. 

Die reellen zyklischen Ebenen müssen durch eine der äußeren 
Axen gehen, weil sie den Kegel imaginär schneiden; nach dem obigen 
Ergebnisse ist das nicht die der eben besprochenen Hauptebene mit 
der größeren Öffnung gegenüberliegende, sondern die in ihr liegende. 
Dies folgt auch daraus, daß zwei Normalkegel in derselben Haapt- 
ebene supplementäre Öffnungen haben; also liegen fiir den Normal- 
kegel des gegebenen die reellen Fokalaxen in der andern reell 
schneidenden Hauptebene, welche für ihn die mit der größeren öffiiong 
ist, und die reellen zyklischen Ebenen des gegebenen gehen durch 
die Gegenaxe. 

Für den Polarbündel mit reell-imaginärem Basiskegel 
1) Vgl. Reye a. a. 0. 
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Uhren wir den Begriff der homogenen (negativen) Halbaxen- 
2nadrate ein; die Axen seien mit a, 6, C bezeichnet. Wir schneiden 
nit einer Ebene, welche anf c in der Entfernung c vom Scheitel 
lormal ist; das ausgeschnittene Polarfeld habe auf Parallelen zn o, 6 
ie Halbaxen- Quadrate — d^, — &' (Potenzen der Involutionen kon- 
ngierter Punkte); also sind die Potenzen der Involutionen konjugierter 
Itrahlen in den Hauptebenen ca, cb, in Tangenten und bezogen auf c, 

— f, 5; demnach j, — p> wenn sie anf a, bzw. b bezogen 

'-erden. Die Potenz der Durchmesser - Involution jenes Polarfeldes 
— a^y — &') ist, in Tangenten geschrieben und bezogen auf die zu a 

arallele Axe, j (Nr. 317). Zu ihr parallel ist die Involution 

onjugierter Strahlen in der Hauptebene ab; ihre auf a, bzw. b 

ezogenen Potenzen sind j, *" m' I'^d®^^ so die Potenzen der In- 

olutionen konjugierter Strahlen in ac, ab, bezogen auf a, gleich 

--,, 1 sind, ergeben sich als Halbaxen- Quadrate des Schnittes 

er Ebene, die auf Q in der Entfernung a normal ist, — c*, — 6*; und 
benso hat das Polarfeld in der Ebene, die auf b in der Entfernung 
senkrecht steht, die Halbaxen- Quadrate — c*, — 6*. 

Diese — a\ — b\ — c* nennen wir die homogenen Halbaxen- 
Quadrate des Kegels^). 

Es sei — a*> — 6*> — c\ also c>b> a. 

Das Polarfeld (— a*, — 6*) hat (Nr. 317) dann seine reellen Brenn- 
lunkte auf der a-Axe, also liegen die reellen Fokalaxen des über ihm 
tehenden geraden Zylinders (bzw. seines Polarbündels) in der Ebene 
C; und dabei bleibt es, wenn die Eegelhöhe von cx) bis c herabgeht. 

Der gerade Zylinder über (— a*, — c*) hat seine Fokalaxen in 
er Ebene ha^ sie bleiben darin, wenn die Höhe herabgeht von 00 
lis c; dann liegt ein Rotationskegel um die Axe a vor, bei ihm haben 
ich die Fokalaxen in dieser vereinigt, und sie gehen nun über in 
ie Ebene ca, worin sie bleiben, bis die Höhe b erreicht ist; und 
hnliches gilt für die Kegel über (— 6*, — c^), die reellen Fokalaxen 
iegen für die Höhen von 00 bis c in ba, für diejenigen von c bis b 
Q bc, und für diejenigen von b bis a (und weiter) in ca. 

Die reellen Fokalaxen befinden sich daher in derjenigen 
lanptebene, welche die Axen mit dem algebraisch größten 
nd dem algebraisch kleinsten Halbaxen-Quadrate verbindet, 
nd die reellen zyklischen Ebenen gehen durch die gegen- 
berliegende Axe. 



1) Der reelle Kegel hat zwei positive und ein negatives (oder umgekehrt). 
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344 Wenn der Scjieitel eines Polarbündels auf einer Flache 

2. Grades jP* liegt, so gehen die Ebenen, welche je die zweiten 
Schnittpunkte der F^ mit den Kanten eines Polardreikanti 
des Polarbfindels verbinden, dnrch einen festen Punkt, 
welcher auf dem Polarstrahl t der Berührungsebene t der F* 
in liegt. 

Es sei a ein Strahl des Bündels, a seine Polarebene im Pohu^ 
bündel, so schneidet die Involution konjugierter Strahlen in a in dai 
Kegelschnitt (F^, a) eine Involution ein; wenn S deren Zentrum ist^ 
so gehen die Yerbindungsebenen aller Schnittpunkte -Tripel, zu denen 
der Schnittpunkt A von a gehört, durch die Gerade ÄfL Die Schnitt- 
kante 5 » Ta, eine Tangente von F^ in 0, ist zu a konjugiert; die 
dritte Kante s' des zugehörigen Polardreikants ist der SchnittstraU 
der zu s polaren Ebene ta mit a; die Verbindungslinie der zweiten 
Schnitte von s und s' geht durch 9; diese Gerade ist aber, weil der 
zweite Schnitt von 5 in fallt, die Gorade s'] folglich geht die Ebene 
ta durch 9 und nimmt die Gerade Ä2i in sich auf. Demnach trifll 
der feste Strahl t alle derartigen Geraden Ä^, 

Jetzt sei b ein dem a konjugierter Strahl des Bündels, und c die 
dritte Kante des zugehörigen Polardreikants; sind dann Ä, JB, C die 
die drei Schnitte und S3 ebenso zu B gehörig, wie S zu ^ so geht 
BC durch «, CA durch ©, und beide Geraden ^S und JBJB liegen 
in der Ebene ABCy welche im allgemeinen nicht durch geht, und 
treffen sich. Wenn also der Strahl t, der durch geht, beide trifit^ 
so muß es im Schnittpunkte geschehen; folglich begegnen AH und 
Bf8 beide dem i in demselben Punkte. 

Nun seien a, h beliebige Strahlen des Bündels, c der SchnittstraU 
der Polarebenen, also beiden konjugiert, und C und S die zugehörigen 
Punkte, so treffen A% und jB93 die Gerade t in dem Punkte, wo sie 
von OS getroffen wird, also in demselben; und duroh diesen Punkt 
gehen alle Verbindungsebenen ^). 

Da (X)* Polardreikante vorhanden sind und nur oo' Ebenen durch 
diesen Punkt gehen, so enthält jede Ebene, welche ein solches Schnitt- 
punkte-Tripel enthält, deren c»^, imd indem wir ihren Schnitt mit F* 
aus projizieren, sehen wir, daß, wenn ein Kegel 2. Grades ein 
Polardreikant eines Polarbündels enthält, sofort oo^ auf ihm 
gelegen sind. 

Aber dieser Satz folgt aus dem entsprechenden ebenen Satz in 
Nr. 118. 

1) Hinsichtlich des ersten Teils des Beweises sehe man: Schröter, Jonn»! 
f. Math., Bd. 64, S. 79, Nr. 2; dort wird jedoch „koigngiert^' im Simie Ton 
„polar** gebraucht. 
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Wenn der Polarbündel ein orthogonaler ist^ so haben wir: 
Alle drei rechtwinkligen Dreikante eines Bündel? 
ichneiden eine durch den Scheitel gehende Fläche 2. Grades 
n Pnnktetripeln, deren Ebenen in einen Punkt der Normale 
ies Scheitels zusammenlaufen. 

Ist einem Kegel 2. Grades ein dreirechtwinkliges Drei- 
kant ein- oder umgeschrieben, so sind ihm oo^ ein- oder 
(ungeschrieben. 

§ 53. Zyklische Ebenen und Fokalaxen von koUinearen Bündeln. 

Zwei kollineare Felder (mit endlichen Fluchtgeraden) besitzen 345 
zwei reelle Paare entsprechender gleichen Punktreihen (Nr. 275) und 
zwei reelle Paare entsprechender gleichen Strahlenbüschel (Nr. 277). 

Ebenso haben zwei kollineare Bündel (mit endlichen Schei- 
teln) zwei reelle Paare entsprechender gleicher Strahlen- 
büschel und zwei reelle Paare entsprechender gleicher 
Ebenenbüschel. 

Die Ebenen solcher entsprechender gleichen Strahlen- 
büsclhel, etwa hy h', müssen durch entsprechende Axen der 
Bündel gehen. Es seien l, V die entsprechenden Strahlen/ in denen 
sie p und p' schneiden, und nicht selbst schon Axen, und m, ni die 
wiederum entsprechenden Strahlen, die in den gleichen Strahlenbüscheln 
zu ihnen senkrecht stehen. Wären diese von r, bzw. / yerschieden, 
so würde die Ebene mr zu Z und m'r' zu V normal sein«, und wir 
hatten ein viertes Paar entsprechender Strahlen Z, V, deren normale 
Bbenen auch entsprechend sind; ein solches ist im allgemeinen nicht 
Yorhanden. 

Also müssen entweder Z, V selbst schon in entsprechende in p, 
bzw. p' gelegene Axen fallen, oder m, m müssen mit r, r identisch 
sein. Jedenfalls müssen b, h' entsprechende Axen enthalten. 

Wir wollen also jetzt unter den entsprechenden durch r und / 
gehenden Ebenen nach solchen suchen, welche gleiche Strahlenbüschel 
tragen. Dazu schneiden wir die beiden Bündel mit Ebenen, welche 
bzw. auf r, / senkrecht stehen in gleichen Entfernungen von den 
Scheiteln. Weil die imendlich fernen Schnitte mit p, p' entsprechend 
sind, so entstehen affine Felder. Die Schnitte f, t mit a, t, bzw. f, t' 
mit (fy T geben die beiden rechtwinkligen Richtungen des einen und 
und des andern Feldes, die einander entsprechen. 

Wenn durch die Spuren SR, W von r, r entsprechende Geraden 
mit gleichen Punktreihen gehen, so stehen, wegen der gleichen Ent- 
fernung von den Scheiteln, über diesen in den Bündeln gleiche Strahlen- 
büschel, und umgekehrt, solche werden in gleichen Punktreihen ge- 
sdmitten. In den afünen Feldern sind aber, nacli^T.2%4, t^^<^ ^^väck 
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Pnnktreihen nur dann vorhanden and dann in zwei Richtungen, w&m 
von den beiden YerhältniBsen der entsprechenden Strecken anf f und 
[ und auf t und t' das eine echt, das andere unecht ist. 

Das Yerlmltnis auf f und f ist seinem absoluten Werte nach, 
auf den es hier allein ankommt^ gleich 

tang ry' : tang ry =• coi^ry • cotg fy\ 

wo y, xf irgendwelche entsprechenden Strahlen der entsprechenden 
Büschel in (T; o' sind, welche die entsprechenden rechten Winkel r ^ 
rY haben. Ebenso ist das andere Verhältnis auf t', t gleich 

tang/jer': tangrj? — cotg rjer • cotgs'/, 

wo »^ e irgendwelche entsprechenden Strahlen in t, t' sind. 

Die Produkte cotg ry - cotg fy und cotg rjs • cotg s'a' sind Po- 
tenzen der Projektiyitaten der Strahlenbüschel in (T, (/ und in t, t'. 
Setzen wir: 

k„ - cotg ry - cotg fy, k, - cotg sz • cotg rV - cotg rM^ cotg li' ' 

k — cotg tx ' cotg s'x'j 

gleich auch die dritte dieser zyklisch gebildeten Ghroßen einf&hrend, 
so müssen also k^ und k^ gleichartig sein, beide echt oder beide 
unecht; wenn die affinen Felder reelle gleiche entsprechende Ponki- 
reihen und die über ihnen stehenden kollinearen Bündel gleiche ent- 
sprechende Strahlenbüschel enthalten, deren Ebenen durch r, r gehen. 
Und ebenso müssen k^ und k gleichartig sein, wenn solche durch 8 
und s' gehen, und k und k^ wenn durch t und f. 

Es seien nun x, y, ss die Schnitte einer beliebigen Ebene l mit 
p, (T, T und x\ y\ e diejenigen der entsprechenden Ebene T mit p'^ 
^\ "^'y B^ i^^^ d^^ ^^^2 ^^^ Menelaus für das Dreiflach p(TT (Nr. 53): 

sin^o; sinfi^ sinrx ^ 
sin^o; einriß sin«« 
oder: 

cotg tx • cotg ry • cotg se — 1, 
und für p'a'x': 

cotg s'x ' cotg ^y' • cotg re — 1. 

Daher (absolut): 

Schreiben wir k , k^, k^ in der Form: 

k^ = cotg (t, pE) • cotg {s, p'i"), 
k„^ cotg (r, al) • cotg (f, cr'H'), 
k^ = cotg {Sj tH) • cotg (r , t'H'), 
so sehen wir, daß der Satz von Ceva zu: 
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Ihrty wo: 

JCf =- cotg (cT, tx) • cotg (p', ^'a?') 

nd z, X beliebige entsprechenden Strahlen sind. 

Natürlich kann man auch die drei reziproken Größen nehmen: 

cotg (5, pH) • cotg (f', p'H'), . . .; cotg (<J, rx) • cotg (t, r'o;'), . . . 

^ei der Korrelation ergeben sich, indem in dem einen Bündel der 
atz Yon MenelauSy in dem andern der von Geya benatzt wird, 
)lgende zwei (oder vier) Tripel, deren Produkt 1 ist: 

otg {tj p H) • cotg (<j', T x\ cotg (r, (T E) • cotg (t', s'x'\ cotg (5, t H) • cotg (p', i x') ; 
otg (t, r a;) • cotg (s', pi\ cotg (p, 5a?) • cotg (fj 0' 2'), cotg (0, ^a;) • cotg (/, t l'). 

Kehren wir zu unserer Formel: 

Ic »Je - Je =3 1 

urück, so lehrt dieselbe, daß von diesen drei Größen nur einmal 
wei gleichartig sein können. Nehmen wir an: k„, k^. Es gehen 
dso allein durch r, / reelle Ebenen, welche gleiche ent- 
iprechende Strahlenbüschel tragen, und zwar zwei Paare^); 
Im ganzen gibt es sechs Paare, zwei reelle und vier imaginäre. 
Wir wollen diese Ebenen die zyklischen Ebenen der beiden 
kollinearen Bündel nennen, insbesondere die reellen: 

h, bj; b', b/. 

^ir wissen, daß in den affinen Feldern die Winkel der beiden durch 
den Spurpunkt 91 von r gehenden Punktreihen g, denen gleiche Punkt- 
leihen g' entsprechen, durch f, t, die Spuren von o, t, und die der 
9' durch f, t', die von &, t' halbiert werden. Also sind auch o, t 
die Halbierungsebenen von b und b^, o', t' diejenigen von b', b/. 
In den affinen Feldern hatten wir (Nr. 284): 

i— 1 

^o \Xj V die Verhältnisse sind, die a. a. 0. mit <J, t bezeichnet worden 
sind. Nun ist ^ f 9 =- (Tb, f 9'- o'b', und: 



1) Die vorangebende Darstellung ist — etwas vereinfacht — diejenige von 
. ^hrOter, Oberflächen 2. Ordnung und Raumkurven 3. Ordnung, § 45. Dieselbe 
^ auch noch im folgenden verwertet; femer aber sind vor allem die in Nr. 276 
stierten Abhandlungen von Smith und Reye zu erwähnen. 
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also ergibt sich für die Winkel der reellen zyklischen 
Ebenen: 

tang(Tb*= cotgTb*— -T — ^, tang (j'b'*— cotgx'b'*— /_, , ; 

die einen Vorzeichen der ersten Potenzen gehören zu b, b', die andeni 
zu bj, \'. 

Nennen wir die andern, imaginären, zyklischen Ebenen dnrcli 
8f s'-y t, t' bzw. €, €'; % 9'; so ergibt sich: 

tangT€* = cotgp€*-= -r , tang x'e'* =- cotg P'^'* — rzro» 

tang P9*= cotg (T<p* = — — ^- , tang p'<p'* =• cotg o'q)'* «- \^^k?^ 
wir erhalten also: 



V-* 



— 1 



tang T6* = — cos (Tb*, tang i'e'*« — cos c/b'*; 
tang p9* = -— cosec (Tb*, tang p'9'*«« — (^osec (Tb'*; 

woraus die Imaginarietat noch deutlicher hervortritL 

Daher: 
tang (Tb*- tang le*» tang pcp*— 1, tang cf'b'*- tang T'e'*- tang p'<p'*«=l. 

Die drei Involutionen um r, s, t, von denen b, b|; €, Vf 
cp, cp^ die Doppelebenen sind, eine hyperbolische und zwei 
elliptische, sind drei verbundene. Die Ebenen (T, t; t, p*, p, (T 
bilden die rechtwinkligen Paare; daher sind tang (Tb*, tangT€*, tangp(p' 
die Potenzen, und wenn £, ri, 21 drei Ebenen aus ihnen sind, welche 
in einen Strahl zusammenlaufen, so laufen die drei gepaarten Ebenea 
^11 ^1) ^1 ebenfalls in einen Strahl zusammen; denn es ist: 

tang oH • tang OH^ = tang ab^, tang Tr| • tang Tri^ — tang t€*, 

tang pI • tang pl^ « tang p9*; 
daher: 

tang (TE • tang tti • tang pl X tang (THj • tang Tr\^ • tang pl^ «= 1; 

wegen des Satzes von Ceva ist (wofern sinT(T-sinpT*sin(Tp=-l)« 

tang a£ • tang tx] - tang pl » 1, 



1) Die Formel : tang t ö' * = — iflt gleichmäßiger za degenigen ßr 

tang ob*. 
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daher aach: 

tang (T£| • tang ttIi • tang pl^ » 1. 

Daraus folgt, daß die sechs Doppelebenen viermal je drei 
(aus verschiedenen Involutionen) in einen Strahl zusammenlanfen, 
also die Paare der Oegenebenen eines Vierkants sind. 

Ferner in jede von den Doppelebenen schneiden die 
beiden andern Involutionen die nämliche Involution ein; 
insbesondere gilt dies für b, b^. 

Analoges besteht im andern Bündel. 

Zu den entsprechenden gleichen Ebenenbüscheln der beiden kolli- 346 
nearen Bündel 0, 0' kann man nicht in gleicher Weise gelangen; die 
affinen Felder, die wir oben heranzogen, besitzen keine entsprechenden 
gleichen Büschel. Es ist besser, die nun schon gevronnenen gleichen 
Strahlenbüschel zu benützen. Zunächst aber haben wir uns klar zu 
machen, daß die Axen d, d solcher entsprechenden gleichen 
Ebenenbüschel nur in Hauptebenen gelegen sein können. 
Wenn die Ebenen X =- rrf, \' ^r'd' von Hauptebenen verschieden sind, 
so seien )ii, \x die zu ihnen rechtwinkligen Ebenen in den Büscheln 
d^ d\ also auch entsprechend; diese sind mit p und p' identisch; denn 
im andern Falle wäre \ zur Schnittlinie jiip, ebenso \' zu ^'p' normal; 
es gäbe also ein viertes Paar entsprechender Ebenen in den Bündeln, 
deren senkrechte Strahlen auch entsprechend sind; was nicht der Fall 
ist. Jedenfalls liegen d, d' in Hauptebenen. 

Nehmen wir nun zwei solche Axen (2, d' in p, p' an; so seien 
dbjd'V zwei gleiche entsprechende Winkel in den projektiven Büscheln 
dieser Ebenen (aus einem der beiden Systeme), die beiden entsprechen- 
den Ebenen br, bV, welche zu p, p' normal sind, schneiden wir mit 
entsprechenden Ebenen g, E' aus den gleichen Büscheln d^ d' in rr, x, 
wodurch zwei kongruente Dreikante dbx, d'Vx' sich ergeben, denn 

^ rfb - d'b', ^ pE - p'E'O ^^^ (P; t>^) = (P'; i^'^O - Y? daher 

-^^^x^ Vx'^ H, i waren beliebige entsprechende Ebenen von rf, d\ 
daher sind Xj x' auch beliebige entsprechende Strahlen in den Büscheln 
von br, Vr, so daß diese gleich sind. 

Sobald wir also in zwei entsprechendenden Hauptebenen Axen 
reeller entsprechender gleicher Ebenenbüschel annehmen, ergeben sich 
für die gegenüberliegenden Hauptaxen durchgehende reelle zyklische 
Ebenen. Da nur durch r, r reelle zyklische Ebenen gehen, so können 
nur in p, p' reelle Axen entsprechender gleicher Ebenenbüschel sich 
befinden. Umgekehrt, wenn die b, b' durch r, / die p, p' in b, b' 
schneiden, so konstruiere man in den Büscheln in p, p' zwei gleiche 



1) Von den verschiedenen möglichen dreiseitigen Ecken nimmt man solche, 
welche diese Winkel gleich haben (nicht BuppIemeuVSixy 



142 m. § 63. Zyklische Ebenen und FokalAxen von kollinearen Bündeln. 

entsprechende Winkel bd, Vd'] werden wieder b, b' von beliebigeii 
entsprechenden Ebenen der Büsdiel d, d' in x, x' geschnitten, so sind 
nunmehr die Dreikante dbx und d'Vx' deshalb kongraent, weil 

bd — bd', bx — Vx\ pb — p'b'— yj; also pE — p'E', die Büschel um 

d und d' sind gleich. 

Man kann an b, b' anf zwei Weisen entsprechende gleiche Winkel 
anlegen (Nr. 60), nämlich, da st, s'f die entsprechenden rechten Winkel 
sind, indem man sb an f' nach beiden Seiten anlegt als fd' xmd (di' 
und dann die entsprechenden Strahlen d, d^ aufsucht. 

Wir erhalten also aus b, b' zwei Axenpaare d, d'] d^y d[, deren 
Ebenenbüschel gleich sind. 

Wir fanden t » r$ als die eine Halbierungsebene der Winkel 
von b und \\ daher ist, weil r senkrecht zu p, 5 die eine Halbienmga- 
linie der Winkel der Schnitte b, b^ von b, \ mit p; d. h. ^b — 5bj; 
folglich können d, d^\ cf, d^ ebenso aus b^, b^ wie aus b, b' her- 
gestellt werden. 

Wir nennen solche Axen entsprechender gleicher Ebenenbüschel 
Fokalaxen der beiden kollinearen Bündel und haben sechs 
Paare: zwei reelle Paare, welche vorzugsweise so heißen und mit 
ä, d'\ d^, d^ bezeichnet werden mögen, gelegen in den Haupt- 
ebenen p, p'y durch deren gegenüberliegende Hauptaxen r, / die 
reellen zyklischen Ebenen gehen, und vier imaginäre: e, e'; e^y e^ 
in (T, a' und /*, f] f^, /*/ in t, t'. 

Wir machten eben t'd', t'd^ mit 5b, s\ gleich; diese sind aber 
die Neigungswinkel der Flächenwinkel Tb, rb^; daher ist der Winkel 
der zyklischen Ebenen in dem einen Bündel gleich dem 
Winkel der zugehörigen Fokalaxen im andern, insbesondere: 

bbj ■= d' d^y dd^^^ Xib^, 

Diejenigen Axen, durch welche die reellen zyklischen Ebenen 
gehen, also die r, /, nennt Smith die mittleren. In p bilden dd^, bbj 
eine gleichseitig-hyperbolische Involution, von welcher s, t die Doppel- 
strahlen sind, ebenso in p' die d' d^, b'b^' mit s\t' als Doppelstrahlen; 

da nun: 

bbi = bbj = d'rf/ und dd^ = b'bi'«— b'b/, 

wobei 5 und t' die einen gleichen Winkel halbieren und i und / die 

Nebenwinkel, so läßt sich die eine Involution so anf die andere 

legen, daß 

i'sd'd^Vb; auf sibb^dd^ 

fällt; und dasselbe gilt für die zu ihnen Perspektiven EbeneninToln- 
tionen um r, /. 

Legt man aber Üs' auf is und zwar so, daß der Winkel H) 
welcher d!b' enthält, sich mit demjenigen is deckt, welcher d\^ 
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hält, 80 stellen sich dT, d^\ V^ \>^ senkrecht auf b, \y d^ cL^ und daher 
^9 dif ^'f W senkrecht anf h, b^y d, d^. 

Weil sd + td + sh + th ^Ti (worin die Winkel spitz und absolut 
sind), so ist von den Summen sd + sb oder sd + sb und td + tb eine 

< -^, die andere > ^. Wenn sd + sb < ^, so nennt Smith die Axe 

8 die größere und t die kleinere. Nun ist fd^'^sb, t'b' ^ sd\ 

daher t'd^ -{-Hb' <C-^\ im andern Bündel ist also t' die größere und 

8^ die kleinere Axe. 

Femer f&hrt Smith auch hier Parameter der Bündel ein, 
nämlich die spitzen Winkel sd und s'd' als Parameter c und 
e' des ersten und zweiten Bündels, obwohl sie als Winkel t'b' 
oder (fb\ bzw. tb oder ob auch Beziehung zum andern Bündel haben; 
es werden bei dieser Zuordnung die Fokalazen bevorzugt. 

Da nun sb^ -^ — c', so ist: 

also ist i{> Cj wenn s und i die größeren Azen sind. 

Die Potenzen der drei Involutionen um r, 5, t^ welche die zykli- 
schen Ebenen zu Doppelebenen haben, lassen sich durch die Parameter 
aasdrücken und zwar im ersten Bündel: 

tangc'*, — cosc'*, — cosecc'*, 
im zweiten: 

tang c*, — cos c*, — cosec c*. 

Bringt man zwei entsprechende gleichen Ebenenbüschel, 347 
etwa d und dT, so zur Deckung, daß entsprechende Ebenen sich 
decken, so werden die beiden Bündel perspektiv. 

Bringt man aber zwei entsprechende gleichen Strahlen- 
büschel, etwa b und b\ mit den entsprechenden Strahlen zur 
Deckung, so ergeben sich konzentrische kollineare Bündel, 
die sich in Homologie befinden; die Ebene dieser beiden 
Büschel ist die Ebene der Homologie; in den Büschel um 
die Axe der Homologie vereinigen sich zwei entsprechende 
gleiche Ebenenbüschel. Vereinigt man jene Strahlenbüschel durch 
Drehung um 180® in ihrer Ebene auf die zweite Weise, so decken 
sich nunmehr die andern entsprechenden gleichen Ebenenbüschel. 

Liegen die beiden kollinearen Bündel 0, 0' perspektiv, 
so sind die entsprechenden gleichen Gebilde leicht zu er- 
kennen. Der gemeinsame Büschel gibt das eine Paar entsprechender 
gleicher Ebenenbüschel d^ dl. Die beiden andern Fokalaxen d^, d^ 
gehen je nach dem Spiegelbilde des andern Scheitels in der Perspek- 
tivitatsebene Z. Die einen zyklischen Ebenen b, V svüöl ÄAfc^«wi^^- 
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«benen zu Z und die andern b^ b^ gehen nach dem Schnitte von £ 
mit der Ebene, welche auf 00' in der Mitte senkrecht steht 

Die Ebenen p, p' vereinigen sich in der Ebene, welche dnrch Off 
senkrecht zu Z geht, r, r sind also senkrecht zu dieser Ebene; ^ t] 
s'y f sind die Schenkel der entsprechenden rechten Winkel in den 
projektiven Büscheln in p, p'. Die vier Ebenen b stehen auf p=p' 
senkrecht und gehen daher durch r, /, alle vier Fokalaxen d lieg^ 
in p = p'; woraus ein einfacher Beweis für: dd^ » b'bi sich ergibt; 
und die Winkel der b und der d werden durch die ö, T] s, t halbiert 

Um zu erkennen, daß auch die drei Involutionen in p, (T, t, deren 
Doppelstrahlen die Fokalaxen sind, verbundene sind, d. h. daB drei 
Strahlen aus ihnen, die in einer Ebene liegen, drei gepaart sind, die 
wiederum in einer Ebene liegen, wird besser eine bald vorzunehmende 
allgemeine Betrachtung herangezogen. 

Weil bbi == (Trf/ und rfrf^ = b'b/, so hat jede der beiden Gleich- 
heiten: 

ddi = d^di , bbj = b öj 

die andere zur Folge; es sind dann alle vier Winkel einander gleicL 
Das läßt sich auch leicht direkt einseben. Wenn ddi^ » d'd^' ist, bo 
sind die Figuren, gebildet durch d^ und die in d auf der Ebene 
dd^ <» p senkrecht stehende Ebene und durch d^ und die in (f aof 
d'd^'^^p' senkrechte Ebene, kongruent; also schneiden die gleichen 
Ebenenbüschel um d^y d^ in diese Ebenen, welche entsprechend sind^ 
gleiche Strahlenbüschel ein: wir haben das eine von den beiden Paaren 
bb\ W\ etwa bb', und die Ebenen, welche in d^ auf p und in d^ 
auf p' senkrecht stehen, bilden das andere Paar b^b^. Daraus erhellt, 
daß b, bi den Winkel dd^ und b', b/ den Winkel d^d^' bilden, alao 
jene denselben Winkel bilden wie diese. 

Es inzidieren b, b^, b', b/ bzw. mit rf, d^, d', d^', welche ako 
mit b, bj, b', bj' identisch werden. Und wenn eine von diesen 
Inzidenzen eintritt, so treten alle ein, sowie die Winkel- 
gleichheit. 

Gleichheit der Winkel kann auch dadurch eintreten, daß beide 
sind, also d und d^, b und b^ sich vereinigen und ebenso im andern 
Bündel. 
348 Wir kehren zum allgemeinen Falle zurück und machen die 

beiden kollinearen Bündel so konzentrisch, daß die ent- 
sprechenden Axen und Hauptebenen sich decken: 

r = /, 5 = 5',^ = t'] p = p', (T = (T', t ^ t'; 

was auf acht Weisen möglich ist. Wir haben dann ein dreirecht- 
winkliges Koinzidenzdreikant. 

Wir wollen dartun, daß bei dieser Kollineation ineinander 
liegender Bündel, welche mit f bezeichnet werde, Elemente; 



Ktlii ist: 

-;: xy - X y : <: xy - rn : < x'f — £i|: 
daher: 



Wir MlMfD, wie am die auf den Ebenen b, b' »ciiki c tto en StnUcB 
<r, </ gieii^he Ebeiienbfiseh«^! enUtehen, imd ebenso um die auf b^, bj' 
Dorauüen Strahlen d^\ d^: and wir erkennen ancb: 

Da 4<, 4<| aaf b', b/ normal sind, so hat andi die dL d^ darstellende 
InTolutioD in p ihre Elementenpaare bzw. normal xn dea Eiementoh 
paaren der InTolotion am r\ welche b', l^' daniellt« insbesondere ist 
das rechtwinklige Paar st jener normal za dem rechtwinkligen Paare 
<^T dieser, und daher sind die Potenzen der InTolutionen, weiche sich 
aof die zueinander rechtwinkligen Zentralelemmte s, a' beziehen, 
gleich : 

tang sd* — tang ab'*^ tang c*, tang ^'rf'* — tang db* = tang e\ 

In gleicher Weise ergeben sich dann zu den die c', c^'; (p\ <Pi 
darHtellenden Involutionen normal die Involutionen, welche e, wf,{\ 
flarstell^^n; und von gleichen Potenzen: 

tang^/?*= tangi'e'*«- — cosc*, tangr/^— tangp'q)'*= — cosecc*, 

und ebenso: 

tang/V*=- tangT€*= — cosc'*, tangr /^*— tangpq>'» — cosecc*. 

Zu drei Ebenen des Bündels, die durch eine Gerade gehen, 
sind drei Strahlen des Bundeis normal, die in einer Ebene li^en, 
und umgekehrt. Also schließen wir, bei dieser Lage der Bündel, wo 
die entsprechenden dreirechtwinkligen Dreikante vereinigt sind, daraus, 
daß die drei Involutionen (b'b/), (e'e/), (<p'(Pi') so liegen, daß drei 
p]b(?nen, welche in eine Gerade zusammenlaufen, drei Ebenen gepaart 
sind, für welche das ebenfalls gilt, oder daß sie verbundene Invoh- 
tionen sind, für die Involutionen {ddy\ (ee^), (//,), daß drei Strahlen, 
die in einer Ebnne liegen, drei Strahlen gepaart sind, für welche das 
ebenfalls gilt oder, daß sie ebenfalls verbundene Involutionen 
sind. Daraus folgt, daß die sechs Fokalaxen, also die Doppel* 
Btrahlen dieser Involutionen, die Paare der Gegenkanten eines voll* 
Htiliuligen Vierflachs sind, und daß je zwei der drei Involu- 
tionen aus jedem der Doppelstrahlen der dritten durch die 
nämliche P]beneninvolution projiziert werden, insbesondere 
die beiden elliptischen aus rf, dj. 

Dasselbe gilt natürlich auch für die Involutionen {d'di'\ . . ., nno 
die Aufhebung der Vereinigung der Bündel läßt diese Eigenschaften 
bestehen. 
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Die eben erhaltene Inyolution, welche aus d (oder d^) 349 
die beiden elliptischen Involutionen in a und t projiziert^ 
deren Doppelstrahlen die imaginären Fokalazen e, ^; f, f^ 
sind^ ist rechtwinklig. Denn schneiden wir die Ebene a ^tr mit 
der rechtwinkligen Involution um d^ so ist tr das rechtwinklige Paar 
der eingeschnittenen Involution; yy^ sei ein zweites Paar. Die beiden 
Dreikante dty, dty^, bei t rechtwinklig, geben: 

also, da (yd, dt) + (dt, y^d) « y , 

tang ty • tang ty^ = — sin^d* = — cos c*. 

Von der in t » r« eingeschnittenen Involution ist rs das rechtwinklige 
Paar und jsjg^ sei ein anderes, so ei^ibt sich ebenso: 

tangs^ • tang5j?i = — sine*, 
daher: 

tang rz • tang rz^ == — cosec c*. 

Diese beiden Involutionen stimmen also mit {ee^), (ff^) in den recht- 
winkligen Paaren tr und rs und den zu t und r gehörigen Potenzen 
über ein, sind also mit ihnen identisch. 

und in gleicher Weise ist die Involution, in welcher 
die reelle zyklische Ebene b (oder bj von den beiden ellip- 
tischen Involutionen geschnitten wird, deren Doppelebenen 
die imaginären zyklischen Ebenen e, e^; qp, qp^ sind, recht- 
winklig. Denn b imd irgendein einschneidendes Paar, etwa riri^ von 
der Involution (ee^), stehen, wenn wieder die Vereinigung statt hat> 
auf d' und einem Paar y'y/ der Involution (e\') normal. Wie wir 
eben erkannt haben, ist der Flächenwinkel d' (y', y^') ein rechter, 
und da bri auf d^y\ bri^ auf d'y^' senkrecht steht, so sind auch die 
Strahlen bri und bri^ zu einander normal. 

Stellen wir, ebenfalls die Vereinigung annehmend, auf die ent- 
sprechenden Strahlen x, x\ welche in 

\ = cotg (t, ra?) • cotg (a', r x) 
(Nr. 344) vorkommen, die Ebenen H', H normal, so geht \ über in 
cotg(^', p'HO . cotg(5, pE), weil ^ (t, rx) = {t\ p'E'), (cj', rx') « (s, pH), 
also in i— . Daher ist: 



\ 



fc-i ifc=L h~- 



Das war zu erwarten, weil diese Größen die Invarianten der 
einander liegenden Bündel sind. Lassen wir nänüieh. \>q\ dL<&x \xi^^ 
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It (s, tj Ij l') die beiden entsprechenden Ebenen E, ^ durch r^r 
gehen, so wird sie (t, (5, l, H') oder, dorch Schnitt mit p ^ p', 

(s, t, pH, pH') - cotg (f, pH) . cotg («', p'HO - h^. 

Und ebenso wird xx (cT, t, x, rc'), wenn x^ a?' in p = p' liegen, 

{t, 5, a;, x') « (a, T, r X, r a:') =- cotg (t, rx) • cotg ((/, r'a;') =* i^. 

Wird die Vereinigung aufgegeben, so bleiben diese Werte bestehen. 
350 Wenn für eine Kolüneation zweier Bündel die mittleren Axoi 

r, r', die größeren s, t\ die kleineren tj 8 und die Parameter c, c 
gegeben sind, so sind die Fokalaxen und die zyklischen Ebenen ge- 
geben, aber noch nicht die Zuordnung und die Sinne, in denen at 
geordnete Gebilde durchlaufen werden. Werden etwa d und (f ab 
entsprechend angenommen und die Gleichheit der Büschel um diese 
Strahlen, in denen schon die entsprechenden rechten Winkel (p, dr) 
und (p', dV) gegeben sind, noch durch die gleichen Winkel (p, l) 
und (p', H') endgültig festgelegt (Nr. 64), so ist durch : 

p, CT, T, H 
P,(T,T,H I 

die Kollineation bestimmt, imd mit ihr die weiteren ansgezeichnetea 
Elemente. 

Jedem Paar von Scheiteloktanten des einen Bündels entspricht 
ein solches Paar im andern und benachbarten benachbarte. Seien auf 
der einen Seite von p, sich an einander schließend, die Oktanten I, II, 
in, IV gelegen, 1, 11 von IV, III durch (T, I, IV von II, HI durch t ge- 
trennt, Ij, . . . IVj die Scheiteloktanten und r...IVj' im andern Bündel 
entsprechend, so wollen wir die beiden Bündel mit zwei Ebenen Z, T 
schneiden, von denen die eine zu s senkrecht ist und I, II, IV^, III| 
durchschneidet, die andere zu t' senkrecht ist und T, IIIj', 11^', IV 
durchschneidet; wir erhalten dann jedes der beiden Felder in die in 
Nr. 278 betrachteten Viertelfelder, jedes aus einem Oktanten aus- 
geschnitten, zerlegt. Die Spuren von t und ii sind die Fluchtgeraden 
und diejenigen von p und p' die Hauptgeraden (Nr. 277); und di« 
einen Viertelfelder und ihre entsprechenden sind so angeordnet, wie 
es a. a. 0. gefunden wurde. Es läßt sich erreichen, daß die gleichen 
Strahlenbüschel b, b' und, wegen der Symmetrie in bezug auf t, 
resp. a', auch die \, b/ in gleichen Punktreihen geschnitten werden; 
man hat nur die Transversalebenen Z, Z' so zu legen, daß ilne 
Spuren in b, b' von den Scheiteln der Bündel gleichweit entfeint 
sind. Entsprechende Strahlen o;, x liegen in solchen Flachenwinkeln 

h\y '^'^^y ^® ^^^ ^ ^^^ ^ ^^®^ ^^^ ^ '^^ ^' halbiert werden. 
Daraus folgt, daß Punkten des einen Feldes, welche zwischen d^ 
gleichstreckigen Geraden liegen oder außerhalb, Punkte im andern Felde 
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entsprechen, welche außerhalb der gleichstreckigen Geraden desselben 
liegen oder zwischen ihnen; wie es a. a. 0. gefunden wurde. 

Die Ebenen Z, Z' schneiden nicht die Fokalaxen der Bündel 
in Brennpunkten der Felder; denn die Spuren von d und d' haben 
nicht gleiche Entfernung von denen der h und h'. 

Bei der involutorischen Homologie tritt die in Nr. 347 
erwähnte Winkelgleichheit in folgender Weise ein; b und b' vereinigen 
sich in der Ebene (T der Homologie und tragen identische Büschel, 
ti und hl in der Ebene durch die Axe 8 und die Oerade, welche in 
(T zu ihr durch den Bündelscheitel rechtwinklig gezogen ist, und die 
Büschel bilden eine hyperbolisch-gleichseitige Involution. In der Axe 
fallen d^, d( zusammen und in ihrer Orthogonalprojektion auf (T 
die dj d\ 

Nur kollineare Bündel mit dieser Winkelgleichheit lassen sich 
involutorisch machen. 



§ 54. Fortsetzung. Feld und Bündel in Eollineation. 

Zu den ausgezeichneten Elementen kollinearer Bündel gelangt 351 
man schneller, wenn man die absolute Kurve benutzt^). Es seien ^ 
und £'* die nach der absoluten Kurve gehenden isotropen 
Kegel der beiden Bündel und ^^^ 2^ die ihnen durch die 
Kollineation entsprechenden Kegel, bzw. deren Polarbündel. 
Das gemeinsame Polardreikant von ^ und 2' ist, als Polardreikant 
von ^ dreirechtwinklig, daher das Dreikant der Axen von fi', und 
ebenso ist das gemeinsame Polardreikant von ^^ und 2'^ das Dreikant 
der Axen von ß'l Weil Ä*, S* den S'*, 2'* entsprechen, so ent- 
spricht das eine gemeinsame Polardreikant dem andern. Diese beiden 
gemeinsamen Polardreikante, die Axendreikante von 2^ und ^'^, 
sind unsere Dreikante rs<=p(TT und rV^'= p'cr'x'; und ähnlich 
ergeben sich rs^ = p(TT und p'cr'r' = r's7' bei der Korrelation. 

Im Falle der Vereinigung: rst^^rs't' sind 2* und Ä'* Supple- 
mentarkegel, d. h. jede Kante des einen ist senkrecht auf einer Be- 
rührungsebene des andern. In der Tat, es sei H und x' polar in bezug 
auf den isotropen Kegel ^'=2'^, also senkrecht zueinander, so sind 
auch die beiden entsprechenden Elemente i und x senkrecht zuein- 
ander. Werden S und x' Berührungsebene und zugehörige Kante des 
isotropen Kegels, so wird E' Berührungsebene von S'*, x Kante von 2^ 

Kehren wir wieder zum allgemeinen Falle zurück. Die vier 
gemeinsamen Berührungsebenen von ^' und 2^ entsprechen 
denen von 9!^ und 2'^, die sechs Schnittkanten jener denen 
dieser und den zwei reellen unter jenen die zwei reellen unter diesen. 



1) Smith, a. a. 0. 
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Immer zwei Gegenkanten (darunter auch die beiden reellen) liegen b 
einer Ebene des gemeinsamen Polardreikants. Die Ebenenbüschel im 
zwei entsprechende Schnittkanten enthalten je zwei isotrope Ebenen 
(Berührungsebenen von ft* und S'*), und die einen entsprechen den 
andern; also sind die Ebenenbüschel gleich. Wir haben die secii 
Paare Fokalaxen, darunter zwei Paare reeller, und in jedem Bündd 
das Vierflach, von welchem die Fokalaxen die (Jegenkanten sind. 

In gleicher Weise führen die Schnittkanten von Ä* und 2' 
und die ihnen entsprechenden von ft'* und S'* zu sechs 
Paaren entsprechenderVerbindungsebenen, darunter zwei reellen. 

In den projektiven Strahlenbüscheln solcher entsprechenden Ebenen 
sind die isotropen Strahlen, in denen Ä* und S'* geschnitten werden, 
entsprechend, daher die Büschel gleich. Wir haben die sechs Pa»re 
zyklischer Ebenen und das Vierkant eines jeden der beiden Bündel 
von welchem diese Ebenen die Gegenebenen sind. Wir wissen Mf 
Nr. 334, daß die reellen Geraden d, d^ und reellen Ebenen b, e>i mit 
gegenüberliegenden Elementen p, r des Polardreikants inzidieren, nnd 
ebenso d\ d^ und b', b^' mit p' und r . 

Wenn die absolute Kurve mit der unendlich fernen Kurve tob 
S* sich doppelt berührt, so gibt es od^ Paare entsprechender di» 
rechtwinkliger Dreikante, in jedem Bündel mit zwei festen Gegen- 
elementen, in diesen vereinigen sich b und b^, d und d^^ und eben» 
im andern Bündel, und Gleichheit der Winkel dd^y hh^ tritt dadnii 
ein, daß sie beide null sind, so daß der am Ende von Nr. 347 erwilfflte 
Fall vorliegt. 

Wir wollen den Kegel 2'' noch genauer festlegen, indem wir für 
jede der drei Hauptebenen die Potenz der Involution der koDJugiert« 
Strahlen, je für die eine Axe als Zentralstrahl, bestimmen. K«* 
Involutionen entsprechen rechtwinklige Involutionen in bezug auf d* 
isotropen Kegel 2'*. Es seien x\ y zwei rechtwinklige Strahlen» 
p', ihnen entsprechend und in bezug auf S* konjugiert seien l^ \ 
Wir haben: 

stdxy 7\ st'd'xy-^ 
die Potenz in bezug auf s und { ist: 

tang sd ' taug t'd' == tang c • cotg ci 
daher auch: 

tang sx ' tang fx = tang sy • tang t'y = tang c • cotg c; 
nun ist: 

tang fx • tang t'y = — 1- 
also: ' 

tang sx . tang sy = — tang c^ • cotg c *; 

das ist die Potenz der Involution der in bezug auf S« konjugierte» 
1 m p für s a\Ä 7^ftxv\x«\s\.T^\. 
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Für die Projektivität zwischen den Büscheln in cT und ^ ist die 
Potenz, in bezug auf i und r': 

tang ie • tang r e = cos c • i • sec c' • i ==» — cos c • sec c. 

Aber einer Projektivitats-Potenz (bei getrennten Gebilden) kann man 

beliebiges Vorzeichen geben^ wenn es nur festgehalten wird (Nr. 56); 

nehmen wir lieber: 

cos c • sec c ; 

so ergibt sich als Potenz der Involution der konjugierten Strahlen 
in <J, für i als Zentralstrahl, — cos c*- sec c'*, und ebenso in t, für r 
als Zentralstrahl, — cosec c*« sin c^S) 

Aus den Sätzen von Nr. 343 schließen wir: 352 

Der Schar konfokaler Kegel 2. Grades mit den t^okal- 
axen d^ d^ in dem einen Bündel entspricht die Schar kon- 
fokaler Kegel mit den Fokalaxen d\ d( im andern; jene wie 
diese haben dann auch die weiteren Fokalaxen des betrefiPenden Bündels 
zu den ihrigen. 

Und dem Büschel konzjklischer Kegel, welche die 
Ebenen b, \ zu zyklischen Ebenen haben, entspricht der 
Büschel konzyklischer Kegel, für welche b', b/ zyklische 
Ebenen sind; jene wie diese haben dann auch die weiteren zyklischen 
Ebenen ihres Bündels zu den ihrigen. 

Denn wegen der Gleichheit der Büschel um die entsprechenden 
Fokalaxen d^ d^ oder in den entsprechenden zyklischen Ebenen b, \ 
geht die rechtwinklige Involution konjugierter Elemente in eine eben- 
solche um d', d^y bzw. in b', b^' über, und diese rechtwinkligen Invo- 
iationen bestimmen dann die Involutionen, welche die übrigen Fokal- 
axen bzw. zyklischen Ebenen darstellen. 

Auf die entsprechenden Dreikante dd^x und d'd^x', welche bei 
d und d\ d^ und d^ gleiche Flächenwinkel haben und in denen die 
Kanten Winkel dd^j d'd^ gleich 2 c, 2 c sind, wenden wir die soge- 
nannten Napierschen Analogien der sphärischen Trigonometrie in 
der Form I an^) und dividieren die entsprechenden Gleichungen, 
Wodurch sich ergibt: 

tang \{dx-{- d^x) tang ^{dx — d^x) tang c 

tang ^(^x -f- dj ' x) tang ^(d x' — d^ 'x) tang c 



1) Daraus folgt, wenn s, r, t als Eoordinatenazen genommen werden, als 
Qleichang des Kegels £': 

sin c* • cosec c *x^ + y* + cos c* • sec c' *•£?* = 0; 
^gl. Smith. 

2) Napi ersehe Analogien (a, b, c Kanten winkel, a, ß, y Flächen winkel) : 

T * 1/ I i.\ cos|(a — ß) . . . ,, ,. sin-^a — ß) . , 

TT X . , . «X coiX(a — b) ^ , ^ ., „, 8in4(a — b) . , 
n Ungi(« + ß)=--|^-^cotgiT, tangi(a-ß) = _|i_^^cotgiT. 
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Aus der Konstanz von dx + d^x oder dx — d^x folgt diejenige Ton 
d'x' -\- d^x oder von ix — d^x\ was von neuem aussagt^ daß einem 
Kegel aus der Schar {d^ d^) ein Kegel aus der Schar {et, d^ ent- 
spricht. 

Weil konfokale Kegel sich rechtwinklig schneiden, so entsprechen 
sich auch die Normalebenen entsprechender Kegel der beiden Scharen 
in entsprechenden Kanten, da sie Tangentialebenen je des zweite 
durchgehenden konfokalen Kegels sind, daher auch die Evolutenkegd 
entsprechender Kegel. 

Werden die BQndel wieder in der obigen Weise konzentrisch 
gemacht, daß rst und rs'( sich decken und (f, d^\ h\ h^ auf hy\,dyd^ 
und x\ X auf E, E' senkrecht stehen, so fährt, weil deren Winkeb 
dx, d^x, d'x\ d^x' die Winkel b'E', b/E', bE, h^ sich gleich — oder, 
wenn man will, supplementär — erweisen, die obige Formel zu: 

tang i (6 E + öj H) tang ^ (6 E — 6t E ) tangc^ 

tangi(ö'E"' + VEO "" tangi(6'r — h^t) ^ tangc ' 

Diese Formel ergibt sich direkt, wenn man auf die Dreiflaebe 
h\h, h'h^l'j in denen die Kanten winkel in b und h\ \ und b/ gleieh 
und die Flachenwinkel hh^, W gleich 2c, 2c sind, die Napi er- 
sehen Analogien U anwendet. 

Aus ihr folgt, daß mit bi + b^lE, bzw. hl — b^E. auch b'E'-f h^W 
bzw. b'E'— bj'E' konstant bleibt, d. h. daß die Ebenen E, E' ent- 
sprechende konzyklische Kegel aus den beiden Büscheln umhüllen. 
363 Ein Rotationskegel im Bündel um die Fokalaxe d als Drel- 

axe geht über in einen Kegel, für welchen d' Fokalaxe ist. Jener 
berührt den isotropen Kegel ^^ doppelt in der zu d senkrechten Ebene, 
welche zu d polar ist nach ihm; daher berührt dieser den Kegel S'' 
doppelt in der zu d' nach ihm polaren Ebene, welche jener Ebene 
entspricht. 

Wenn aber des ersteren Drehaxe zu b normal ist, so entspridit 
ihm ein Kegel, welcher b' zur zyklischen Ebene hat. Die doppdte 
Berührung mit S'* findet in b' statt. 

Damit der einem Rotationskegel entsprechende Kegel 
ebenfalls Rotationskegel sei, muß der erstere auch fi^ doppelt 
berühren, und wir haben uns also mit den Kegeln 2. Grades la 
beschäftigen, welche ü* und S* doppelt berühren. Es gibt drei 
Systeme von Kegeln, die das tun ^). Zu jeder Kante des gemeinsamen 
Polardreikants rst jener Kegel gehört eins; aus ihr haben wir ein 
zum Büschel S*2^ gehöriges Ebenenpaar, in unserem Falle bbj,€€i,(p9r 
Mit zwei Ebenen, welche zu den Ebenen eines dieser Paare harmonisek 



1) Vgl. für doppelt berührende Kegelschnitte: Poncelet, Trait^ des pro- 
pridtäs projectives, Nr. 427 (Band I der 2. Auflage); Steiner, Gresammelte Werice, 
Bd. II, S. 471; Chaales, Traite des sections coniqnes, Nr. 482, 497. 
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sind, Iiaben wir bzw. den einen und den andern Kegel ^^, £' zn 
schneiden^ und erhalten die Eantenpaare, längs denen sie von einem 
doppelt berührenden Kegel tangiert werden. 

Nehmen wir etwa r und das reelle Paar bb^; die harmonischen 
Ebenen (ein Paar der darstellenden Involution) seien X, )ii; wenn wir 
X mit ß^ schneiden, so wird die Polare von X in bezug auf diesen 
Kegely also die Senkrechte zu X die Drehaxe des Botationskegels sein, 
welcher längs der Schnittkanten den ß^ berührt; sie liegt^ weil X 
durch r geht^ in p^ der Polarebene von r in bezug auf ^^. Folglich 
können nur Strahlen des Büschels in p Drehaxen von Botationskegeln 
des ersten Systems sein. Es sei nun a ein Strahl dieses Büschels 
und qp der Winkel sa^ die OfiPnung eines Rotationskegels um die 
Axe a sei 2i|;; senkrecht zu a sei X, und zu dieser Ebene sei ji har- 
monisch in bezug auf b, b^; wenn der Rotationskegel den Kegel 2' 
doppelt berührt, so muß die Polare m^ von )ii nach 2^ identisch sein 
mit der Polare von )ii nach dem Rotationskegel oder, wenn m der 
Schnitt von )li mit p ist^ muß m^ zu m nach beiden Kegeln konju- 
giert sein. Der Schnitt pX sei Z; b, b^ sind die Schnitte von b, b^ 
(Nr. 346). Wir haben, weil Z zu o senkrecht ist, tang sZ = — cotg qp; 
I und m sind zu b, b^ harmonisch, also: 

tang sl ' tang sm = tang 5b* = cotg c *; 
mithin: 

tang sm = — cotg c'* • tang qp. 

Die Potenzen der Involutionen konjugierter Strahlen in p, in 
bezug auf s und a als Zentralstrahlen, sind für die beiden Kegel: 

— tang c^' cotg c'* (Nr. 351) und tang ip^ 

Daher ist: 

tang sm • tang sm^ = — tang c - cotg c *; 
also: 

, tang sm^^ tang c* - cotg (p*, 

femer: 

tang am • tang am^ =» tang ip*; 
^o: 

^ ^ 1 + ^^g ^wi • tang q> 1 -{- tang «m, • taäig q> 

— cotg c * • tang q> — tang q) cotg q> tang c' — tang <j> 

1 — cotg c • tang q)* 1 + tang c' 

1 + cotg c' * tang c* — tang q)* 

1 + tang c* 1 — cotg c' * tang q>* 
COB c* (tang c + tang q)) (tang c — tang <p) 

sin c' * (1 + co^g c' tang q)) (1 — cotg c tang <p) 

ein (q) + c) ain (q) — c) *) 



sin (<f> -^c^' sin (q) — c') 
1) Vgl Smith a. a. 0. 



tang ip* =a — 
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Aus dieser Relation zwischen der Öffnung 2^l des Bota- 
tionskegels und dem Winkel qp seiner in p gelegenen Axe 
mit 5 ergibt sich, daß nur für Winkel 9 zwischen c und c reelle 
Rotationskegel um die Axe a möglich sind^ welche S' doppelt tan- 
gieren und denen deshalb im andern Bündel wiedenun RotationB- 
k^el entsprechen. 

In der Ebene (T haben wir ä, tang8b*=-»cotgc'*, — tang^-cotg«'* 
zu ersetzen durch <, tang fc*— — sec c'*, — cosc'-secc'* und in t 
durch r, tang rf* = — - sin c'*, — cosec i? • sin c'* und erhalten im ersten 
Falle: 

tanff ui* == — **°^ ^ * . ^* ^* +-^8'/P* 
° ^ sin c* 1 + sec c' * tan^ <p* ' 

im zweiten Falle: 

cos c' * cosec c* + tang <p* 
cotg c* i + sin c* • tang <p' ' 

ip ist in beiden Fällen imaginär. 

Folglich führt nur der Strahlenbüschel in p zu reellen 
Rotationskegeln, denen ebenfalls Rotationskegel ent- 
sprechen, und in ihm auch nur die beiden in bezugauf^ 
symmetrischen Winkel zwischen den Strahlen, die mit s die 
spitzen Winkel c und c bilden. 

Smith hat dies Ergebnis für mit den Bündeln konzentrische 
Kugeln und die auf ihnen durch die Kollineation heryorgerufene Kor- 
respondenz ausgesprochen. Die Smithsche Abhandlung enthält noch 
zahlreiche metrische Ergebnisse, auf die wir hier nicht weiter ein- 
gehen können. 

354 Den einen von zwei korrelativen Bündeln 0, (7, etwa 0*, 

transformiere man durch den konzentrischen orthogonalen Polarbündel 
in den Bündel 0", der dann zu kollinear ist. Jeder Winkel Ton 
zwei Strahlen oder Ebenen des 0' geht in einen ebenso groBen Winkel 
von Ebenen oder Strahlen des 0" über. Seien rsi^ r"s"t" die ent- 
sprechenden dreirechtwinkligen Dreikante von und 0", so geht 
r" ^'f durch jenen Polarbündel in das identische dreirechtwinklige 
Dreiflach p'a'i' über, wo p' die Kanten 5", i\ . . . verbindet, und wir 
haben rst und p'o'i' entsprechend in und 0'. Seien d und i\ 
dy und d^' die entsprechenden gleichen Ebenenbüschel (es genüge, die 
reellen zu betrachten), so sind, wenn d" und d^' durch den Polar- 
bündel in die ihnen bzw. gleichen Strahlenbüschel b', h^ übergehen, 
diese den d und d^ in der gegebenen Korrelation entsprechend. Ebenw 
entsprechen, wenn b und b", \ und b/' die entsprechenden gleichen 
Strahlenbüschel in und 0" sind, von denen b" und b/' durch die 
Polarkorrelation in die gleichen Ebenenbüschel d' und d^ übergeheii, 
diese den b und b^ in der Korrelation. Man kann ersichtlich noch 
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weitere Ergebnisse der Yorangehendeii Betrachtungen in dieser Weise 
f&r die Korrelation umwandeln. 

Ein Bündel und ein Feld uj' seien koUinear. Dem isotropen 355 
Kegel Ton und dem ihn repräsentierenden orthogonalen Polarbündel 
entspricht in uj' ein Kegelschnitt /' und das ihn darstellende Polar- 
feld (/^. Die Tangenten desselben aus den absoluten Punkten von 
ui' liefern vier Schnittpunkte, die vier Brennpunkte von /*. Den iso- 
tropen Tangenten aus einem von ihnen an /' entsprechen isotrope 
Ebenen in (Berührungsebenen des isotropen Kegels); und deren 
Schnittlinie, welche dem Punkte entspricht, ist Axe eines Ebenen- 
büschels im Bündel, der dem entsprechenden Strahlenbüschel im Felde 
gleich ist. 

Wenn ein Bündel und ein Feld kollinear sind, so ent- 
hält jener vier Ebenenbüschel, zwei reelle und zwei imagi- 
näre, welche den entsprechenden Strahlenbüscheln in diesem 
gleich sind. 

Transformiert man den Bündel durch den konzentrischen ortho- 
gonalen Polarbündel, so ergibt sich der entsprechende Satz über gleiche 
entsprechende Strahlenbüschel in Bündel und Feld, welche korre- 
lativ sind. 

Es seien nun Bündel und Feld durch Perspektive Lage kollinear. 
Dann ist ersichtlich derjenige Ebenenbüschel im Bündel, dessen Axe 
zur Ebene des Feldes normal ist, seinem entsprechenden Strahlen- 
büschel gleich. Er ist der einzige. Der Kegelschnitt/*, der Schnitt 
des isotropen Kegels in mit uj' in diesem Falle, geht, wegen dessen 
in der Parallelebene durch zu tu' gelegenen Kanten, durch die abso- 
luten Punkte von uj', ist also ein reell-imaginärer Kreis. Die Tan- 
genten aus ihnen vereinigen sich zu je zwei in die Asymptoten, und 
die vier Schnitte in den Schnittpunkt derselben, den Mittelpunkt, den 
Faßpunkt jener Büschelaxe, welche ja im orthogonalen Polarbündel 
der zu tu' parallelen Ebene des Bündels korrespondiert. 

*Bei einem Bündel und einem Felde, die in perspektiver 
Lage sind, vereinigen sich die vier Ebenenbüschel des 
ersteren, welche den entsprechenden Strahlenbüscheln gleich 
sind, in demjenigen, dessen Axe auf der Ebene des Feldes 
senkrecht steht. 

Wir sehen von neuem (Nr. 337), daß ein Bündel und ein Feld, 
welche kollinear sind, im allgemeinen nicht in Perspektive 
Lage gebracht werden können; es ist dazu erforderlich, daß 
die beiden reellen Ebenenbüschel des Bündels, welche den entsprechen- 
den Strahlenbüscheln des Feldes gleich sind, sich vereinigt haben (was 
dann zur Folge hat, daß die imaginären auch an der Vereinigung 
teilnehmen), oder daß dem isotropen Kegel des Bündels ein (reell- 
imaginärer) Kreis entspricht, oder reell ausgesprochen, daß durch die 



156 m. § 65. Kongraente Bündel. 

Kollineation zwischen dem Bündel and Felde dem mit jenem konzen- 
trischen orthogonalen PoIarbQndel ein Polarfeld in diesem korrespon- 
diert ^ zu welchem dessen absolute Involution als Involution konju- 
gierter Punkte gehört, oder noch einfacher, daß der absoluten In- 
volution des Feldes eine rechtwinklige Strahleninyolution 
im Bündel entspricht. Das bedeutet aber, daß, wenn (0, t) der 
Büschel im Bündel ist, welcher der unendlich fernen Punkt- 
reihe des Feldes korrespondiert, und (P, ujO ein beliebiger 
diese Punktreihe projizierender Büschel ist, der dadurch zu 
jenem projektiv wird, daß jedem rechten Winkel in (0, t) 
ein rechter Winkel in (P, ui') entspricht, d. h. daß diese beiden 
Büschel gleich sind. Das war die Bedingung für die Möglichkeit 
der Perspektiven Lage, die wir schon a. a. 0. erwähnten. Und sie 
ist hinreichend. 

Wir benutzen dazu den Ebenenbüschel von 0, dessen Axe m zur 
Ebene t senkrecht ist, und den dieser Axe entsprechenden Punkt Jf 
im Felde. Aus ihm projizieren wir die unendlich ferne Punktreihe 
desselben und erhalten einen Strahlenbüschel, der nach Voraussetzung 
mit (0, t) gleich ist und daher auch mit dem Ebenenbüschel m. 
Letzteren legen wir, mit zur Ebene des Feldes senkrechter Axe, durch 
den Büschel {M\ ui'), jede Ebene durch den entsprechenden Strahl 
Die Ebene t ist parallel zu ui' geworden, und jeder Strahl von (0, t) 
geht nach dem entsprechenden unendlich fernen Punkt von uj'. Sind 
femer a und A' entsprechende Elemente in Bündel und Feld, so 
trifft a den Strahl M'A\ durch den die a enthaltende Ebene von m 
geht. Schieben wir also den Bündel parallel, so daß der Scheitel 
die Gerade m durchläuft, so werden wir erreichen, daß der an M'Ä' 
gleitende Strahl a durch A' geht; dann sind vier Strahlen des Bündels 
mit den entsprechenden Punkten zur Inzidenz gebracht, nämlich m^ 
und irgend zwei Strahlen von (0, t), und infolgedessen alle; denn 
das vom Bündel (in dieser Lage) in uü' eingeschnittene Feld ist mit 
dem gegebenen, wegen vier sich selbst entsprechender Punkte, von 
denen nicht drei in gerader Linie liegen, identisch. Die Perspektive 
Lage ist erreicht. 

§ 55. Kongruente Bündel. 

356 Zwei Bündel, in denen die parallelen Strahlen einander zugeordnet 

sind, befinden sich in perspektiver Lage; die Perspektivitätsebene ißt 
die unendlich ferne. Sie sind deshalb kollinear. Auch die entspre- 
chenden Ebenen sind parallel, und aUe entsprechenden Winkel von 
Strahlen oder Ebenen sind gleich; deshalb nennt man solche Bündel 
kongruent (bisweilen auch gleich j. Diese Kongruenz bleibt bestehen, 
wenn durch Verlegung, unter Festhaltung der Beziehung, die Perspek- 
tive Lage aufgehoben wird. 
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Man erhält kongruente Bündel^ wenn zwei ähnliche Felder aus 
Punkten projiziert werden, deren Orthogonalprojektioneu auf die Felder 
entsprechende Punkte sind und deren Entfernungen von den Feldern 
das Ähnlichkeitsverhältnis haben. 

In kongruenten Bündeln sind alle entsprechenden Büschel von 
Strahlen und Ebenen gleich; daraus folgte daß die in ihnen ent- 
haltenen isotropen Kegel (und die sie darstellenden orthogonalen 
Polarbündel) einander entsprechen, und umgekehrt, jedeEolli- 
neation zweier Bündel, bei welcher die beiden isotropen 
Kegel oder deren darstellende orthogonalen Polarbündel entspre- 
chend sind, also rechtwinkligen Elementen stets wieder rechtwinklige 
Elemente korrespondieren, ist Kongruenz; weil ja dann in jeden 
zwei entsprechenden Büscheln (von Strahlen oder Ebenen) die isotropen 
Elemente homolog sind. 

Zwei konzentrische kongruente Bündel befinden sich in Hermite- 
Bcher KoUineation (§ 46), weil der isotrope Kegel sich selbst ent- 
spricht; zwei Koinzidenzstrahlen t;, w liegen daher auf ihm und sind 
imaginär; ihre Verbind ungsebene ist reell, und ebenso der dritte 
Koinzidenzstrahl u, der zu ihr nach dem Kegel polar, also senkrecht 
zu ihr ist. 

Zwei ineinanderliegende kongruente Bündel haben nur 
zwei reelle Koinzidenzelemente, einen Strahl u und die zu 
ihm senkrechte Ebene. 

Die Büschel-Schar der sich selbst entsprechenden Kegel 2. Gh*ades 
dieser Her miteschen KoUineation besteht aus den Rotationskegeln 
(des Bündels) um die Axe u. 

Zwei nicht konzentrische kongruente Bündel (mit nicht durchweg 
parallelen entsprechenden Elementen) haben in jedem nur einen reellen 
Strahl und eine reelle Ebene, zu ihm senkrecht, welche zu den ent- 
sprechenden Elementen parallel sind. 

Es seien aus zwei Punkten 0, 0' zwei Paare von Halbstrahlen 

gezogen: a^, ft^; 04 ', 6/, welche gleiche Winkel bilden: a^\= a^'b^''^ 

die er^Lnzenden Halbstrahlen seien a^, fe^; o,', fej', während a, 6, a', V 

die Namen der vollen Strahlen sein mögen. Zu einem dritten Halb- 

strahl q kann man in zwei Weisen einen dritten Halbstrahl c^' im 

andern Bündel fügen, so daß die dreikantigen Ecken fl^feiq und a^h^c^ 

kongruent sind: einmal in der Weise, daß diese Ecken zur Deckung 

gebracht werden können, also gleichsinnig sind, das andere Mal so, daß 

sie nicht zur Deckung gebracht werden können, ungleichsinnig sind; in 

diesem Falle kann man aber die Scheitelecke a^'h^c^ mit a^\c^ und 

Oj'fti'Ci' mit a^h^c^ zur Deckung bringen. Man wird kongruente Bündel 

erhidten, wenn man die Konstruktion entsprechender HalbstraV' 

in gleicher Weise fortsetzt, immer gleichsinnige oder immer 
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sinnige Ecken herstellend. Arbeitet man mit a^h^x^ statt mit ^'b^x^\ 
so fährt man den einen Fall auf den andern zurück. 

Kongruente Bündel sind daher immer deckbar; man moB 
nur die richtigen Halbstrahlen vereinigen. 

Die Bündel z. B., welche aus zwei in bezog anf eine Ebene 
symmetrischen Punkten 0^ 0' deren Feld projizieren, sind kongruent; 
es lassen sich aber nicht diejenigen Halbstrahlen zur Deckung bringen, 
welche die projizierten Punkte enthalten. Die Deckung wird erziel^ 
wenn man den einen Bündel um die Oerade OCX um 180® dreht und 
dann durch Parallelverschiebung die Scheitel vereinigt. 

Man kann also die Bezeichnung so einrichten, dafi mit a^ und \f 
a/ und bj' von x^ und j?/ gleichsinnige kongruente Ecken gebildel 
werden. 
357 Wir suchen zwei kongruente Bündel durch vier Paare 

entsprechender Strahlen zu bestimmen. Es würde nicht genügen, 
wenn man etwa zweimal gleiche Strahlenbüschel so in den Ebenen 
€ und e, cp und cp' herstellte, daß beidemal Z =» eq> und V = e'cp' ent- 
sprechend sind, und dann aus ihnen die Strahlen a, b und a, V, Cj i 
und Cy et zur Festlegung nähme. Denn beliebige zwei kollineare 
Bündel enthalten zwei Paare entsprechender gleicher StrahlenbüscbeL 
Sind aber sowohl e und cp, als e und cp' rechtwinklig, so wird die 
Kongruenz erreicht Denn die durch: abl A ab'V und cdl 7\ €d7 
festgelegten Projektivitäten sind die Gleichheiten, aus denen wir diese 
entsprechenden Elemente genommen haben. Infolge dieser Gleichheiten 
sind dann in der KoUineation 

ab c d 
ab'c d! 

die orthogonalen Involutionen in (0, e) und {0\ e') entsprechend, 
sowie die in (0, qp) und (0', cp'); das sind Involutionen konjugiä*tef 
Elemente in den orthogonalen Poiarbündeln 0, 0'; da nun auch c 
und cp in dem einen , e und qp' in dem andern konjugiert sind, so 
geht der orthogonale Polarbündel in durch die KoUineation itt 
einen Polarbündel über, in welchem die orthogonalen Involutionen in 
(0', €'), (0', qp') Involutionen konjugierter Strahlen und die Tragerebenen 
e\ qp' konjugiert sind, also in den orthogonalen Polarbündel in ö 
über, denn dadurch ist ein Polarbündel eindeutig bestimmt. Daraus 
folgt die Kongruenz der Bündel. 

Schneiden wir e und e', qp und qp' mit entsprechenden Ebaien 
E, H', so ergeben sich entsprechende Strahlen der gleichen Strahlen- 
büschel; es entstehen die kongruenten rechtwinkligen Ecken ccpt 
e'qp'E'; also sind auch die Flächenwinkel eE und e'E' gleich; ebenso 
er], er]\ Nun sind auch die Ecken elr\, e'E'ri' (je aus den acht Ecken 
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eeignet gewählt) koDgraent^ denn auch die Eantenwinkel in e und 
sind gleich. Daher sind die Winkel Eil und l'x\ gleich. 

Formt man beide Bündel orthogonal um, wodurch die Kongruenz 
1 sich übergeht, so erhält man die Bestimmung durch vier Paare 
atsprechender Ebenen. Formt man bloß den einen um, so ergeben 
ich korrelative Bündel mit durchweg gleichen entsprechenden Winkeln 
ungleicher Art). 

Zwei ineinander liegende kongruente Bündel seien aus 35S 
ien gleichen Winkeln Oyi^ und a^h^ so konstruiert, daß entsprechende 
lalbstrahlen x^ und x^ mit a^ und b^, a^ und h^ gleichsinnige kon- 
rrnente Ecken bilden. Sie bilden dann auch mit a^ und h^^ a^ und 
)^y usw. gleichsinnige kongruente Ecken, und umgekehrt. Es seien 
\yy b^ die Halbstrahlen, welche die Winkel (iiO^'j b^b^ halbieren, a, ß 
üe Ebenen, welche in diesen Strahlen a, 6 auf den Winkelebenen 
enkrecht stehen, u die Schnittebene aß, die durch geht, und u^^ 
1, ihre Halbstrahlen. Weil die Ecken c^ciitf^ und a^'a^t^ kongruent 
lind, so ist -«^ a^u^ =» a^u^ und ebenso <^ ^1^1= b^'ih. Die Ebene Z, 
prelche auf u ia U, der etwa zu u^ gehöre, normal ist, schneide a, . . . , 7/ 
in Äy B, Äy B\ Weil ^a^u^'^ a^u^, so liegen A und A auf a^ 
and Oj' oder auf o, und Oj'. Die rechtwinkligen Dreiecke UA und 
QUA' sind kongruent, also 0-4=0-4', ebenso OB =' OB'. Die 
Winkel AOB und ÄOB' sind entweder aj)^ und a^b^\ oder aj)^ 
imd a^b^'y oder usw., also jedenfalls gleich; demnach AB ^ A'B\ 

Die Ebene a geht durch die Mitte von AA'y steht senkrecht auf 
öa' und Z, daher auf der Schnittlinie AA'] folglich ist aZ die Mittel- 
senkrechte von AA'y ßZ die von J5J5' in Z, der Schnittpunkt U dieser 
Hittelsenkrechten also das Zentrum der Drehung (in Z), welche AB 
in 4'J5' überführt (Nr. 293). Demnach führt die Drehung um u die 
ö, b in a', b\ 

Nehmen wir an, A und A' liegen auf a^, a^', B und B' aber 
Mif J,, 6a', so kommt durch die Drehung die Ecke (a^, 6j, OU) zur 
Deckung mit (c^', 6,', OU)] also sind sie (schon in der ursprünglichen 
Uige) kongruent und gleichsinnig; mithin gilt das auch für {u^,b^, OU) 
tUid(a/, 6/, OU), Daher ist aß = OU=^u die reelle Koinzidenz- 
gerade der ineinander liegenden Bündel. 

Die Halbstrahlen x^ und x^', welche nach Konstruktion mit a^ 
^d b^y a/ und bj' gleichsinnige kongruente Bündel bilden und daher 
Mich mit a^ und &j, a^' und 63', kommen bei der obigen Drehung, 
»reiche Oj, b^ nach a^', b^ bringt, zur Deckung, also jeder Strahl mit 
seinem entsprechenden. 

und ähnliches gilt bei den andern Lagen von Ay . . . auf a, . . . 

Die reelle Koinzidenzgerade, welche zwei in einander 
liegende kongruente Bündel besitzen, ist Axe einer Drehung, 
reiche sie zur Deckung bringt. 
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Im Anschluß an diese Betrachtung kongruenter Bündel will ich 
eine Aufgabe erwähnen , auf welche mich Gayley vor längerer Zdt 
brieflich aufmerksam gemacht hat^): Zwei Tetraeder ABCD und 
ÄB'C'D\ deren Ecken homolog zugeordnet sind, in Perspek- 
tive Lage zu bringen oder zunächst ihre homologen Ecken 
durch entsprechende Strahlen kongruenter Bündel zu pro- 
jizieren. Wenn bloß ABC, AB'C gegeben sind, so ist jedem 
Punkte eine endliche Anzahl von Punkten 0' (vielleicht acht) zu- 
geordnet, so daß die Bündel (^, B, G) und 0' {A\ B\ C) kon- 
gruent sind; womit nicht gesagt ist, daß diejenigen Ecken, deren 
Kanten die Punkte enthalten, die zur Deckung zu bringenden sind. 

Bei den Tetraedern muß es dann zwei Kurven von Punkten 
und 0' geben, aus denen die Ecken durch kongruente Bündel 
projiziert werden. 

Jedenfalls liegt nicht ein konstruierbares Problem vor (§ 20). 



§ 56. Zyklische Eollineationen, Eollineation in eingeschriebener 

Dreieckslage. 

359 Weil die Ergebnisse projektiv sind, so genügt es, Felder zu be- 

trachten. Zu einem Punkt A^ des ersten Feldes sei A^ im zweiteO) 
das mit dem ersten in derselben Ebene liegend angenommen wird, 
dem A^, wenn er zum ersten Felde gerechnet wird, A^ im zweiten 
entsprechend^ usw.; wir nehmen an, die KoUineation sei so beschaffen, 
daß A^^^ mit A^ identisch ist, daß sie also einen n-elementigen 
Zyklus von Punkten enthält, der dann unmittelbar mit einem 
Zyklus von Geraden A^A^y A^A^, . . . A^A^ verbunden ist. und um- 
gekehrt, ein solcher Zyklus a^, ... a^ führt zu einem Punkte-Zyklus ajOi, 
ajOj, . . . a^Oj. Wir setzen voraus: w > 2, weil wir den Fall involn- 
torischer koUinearer Felder: n ^ 2 schon behandelt haben. 

Ist U ein reeller Koinzidenzpunkt, so entsteht durch unsera 
Zyklus in dem Büschel ü eine zyklische Projektivität, die aber 
möglicherweise einen niedrigeren Grad n hat, wobei n ein Teiler 

von n ist und der n'- strahlige Zyklus —-mal durchlaufen wird. W 

auch noch n > 2, so sind die Koinzidenzstrahleu r, w dieser Projek- 
tivität imaginär (Nr. 141 j, und demnach auch die Punkte W, FTon«, 
durch die sie gehen. Daher müssen, wenn aUe drei Koinzidenzpunkte U, 
F, W reell sind, sämtliche Punkte des Zyklus sowohl auf zwei Strahlen 
durch U abwechselnd liegen, als auch auf zwei Strahlen durch F 
(oder W)j wobei jene wie diese Strahlen gepaart sind in einer Involution, 



1) Vgl. Proceed. London Math. Society, Bd. 4, S. 896; Mathemaücal P^)«n, 

Bd. 8, S. 200. 
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welche U (F, TT), F (Z7, W) zu Doppelstrahlen hat. Es kann sich 
dann nur um die vier Punkte handehi, in denen jene von diesen ge- 
schnitten werden. 

Aber auch^ wenn der vorausgesetzte Zyklus aus vier Punkten 
Ä^j Ä^y A^j A^ besteht, wo dann die Kollineation gerade durch ihn 

bestimmt ist: 

A^A^A^A^ 

A^A^A^A^ 

ist nur ein Eoinzidenzpunkt und die ihm gegenüberliegende Koinzidenz- 
gerade reell. Ersichtlich entsprechen die beiden Geraden A^A^j ^^4 
sich involutorisch und ebenso die beiden Punkte S = {A^A^j ^^4) 
und T=- {A^A^y ^-^); daher ist IT— {A^A^y A-^4) ®^" reeller Koin- 
zidenzpunkt und u ^ ST eine reelle Koinzidenzgerade; auf ihr sind 
die konjektiven Punktreihen entsprechender Punkte involutorisch 
wegen des involutorischen Paars ST] auch für die Schnitte JST, L von 
A^A^, AfA^ mit u erkennt man dies sofort. Aber diese liegen zu 
jenen harmonisch , also elliptisch; daher sind die sich selbst ent- 
sprechenden Punkte F; W auf u imaginär und durch diese elliptische 
Involution (ST, KL) dargestellt. 

Wenn also eine ebene Kollineation einen n-elementigen 
Zyklus besitzt^ wo n > 2^ so sind nur ein Koinzidenzpunkt 
U und die gegenüberliegende Koinzidenzgerade u reell. 

Über die elliptische Involution auf u, welche die imaginären 
Koinzidenzpunkte F, W definiert, stellen wir nun (Nr. 79) eine recht- 
winklige Involution in einer andern Ebene t und projizieren unsere 
ebene Kollineation mit einem n- elementigen Zyklus A^A^ , . . A^ aus 
dem Scheitel dieser Involution auf eine Ebene, welche zur Ebene t 
parallel ist. Wir erhalten dann eine ebene Kollineation mit einem 
endlichen Koinzidenzpunkte U und zwei unendlich fernen SS, 9EB, die 
in den absoluten Punkten liegen. Daher ist sie eine gleichsinnige 
Ähnlichkeit mit U als Ahnlichkeitszentrum (Nr. 292). Sie enthält 
einen Zyklus ^ Sl^ • - • ^n; ^^^ Projektion des gegebenen Zyklus. 
Nehmen wir an, daß Sl^, Sl, nicht auf demselben Kreise um U liegen, 
%o daß USli^Ua,, so folgt, weil: 

u^ _ im, _ 

U^ USI3 '"' 

daß die Punkte 8 sich immer weiter von U entfernen oder immer mehr 
sich ihm nähern. Das widerspricht der Voraussetzung, daß Sl^^j in St^ 
fallt. Folglich liegen alle n Punkte des Zyklus der 8 auf demselben Kreise 
um U, und es handelt sich sogar um Kongruenz. Die entsprechenden 

Winkel «lUa,, %Vi%,..,^^U%^ sind gleich, also jeder gleich -~ , wo 

V zn w teüerfremd ist, weil sonst schon früher Rückkehr zum Anf&n!^^- 

Stvrm, O«om«tr. Venr«ndtoohaflen. II. W 
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punkte stattfönde. Die Kollineation in der Projektionsebene ist durcli 

2 VIT 

Drehung um U um den Winkel entstanden^); und jeder Punkt 

der Ebene f&hrt zu einem n- elementigen Zyklus (einem regelmäßigen 
n-Ecke v^ Art), der auf einem Kreise um U liegt und dessen Seiten 
einen zweiten konzentrischen Kreis berühren. 

Den konzentrischen Kreisen um U, welche alle U und die un- 
endlich ferne Gerade zu Pol und Polare haben und daher sich in den 
absoluten Punkten berühren; entsprechen in der ursprünglichen Figur 
Kegelschnitte einer Büschel- Schar ^ welche sich in den imaginären 
Koinzidenzpunkten F, W berühren mit w, v als zugehörigen Tangenten, 
also mit u als Berührungssehne und U als Berührungspol. Wie 
solche Kegelschnitte reell konstruiert werden können, sobald die de- 
finierenden Involutionen für F, TF; w, v gegeben sind, ist in Nr. 304 
besprochen werden. Somit ergibt sich: 

Wenn eine ebene Kollineation einen Zyklus von nPunkten 
oder Geraden, wo n>2, besitzt, so liegt derselbe vollständig 
auf einem Kegelschnitt, welcher in den imaginären Koin- 
zidenzpunkten F, W die Koinzidenzgeraden tr, t; berührt, 
bzw. tangiert einen solchen. Auf diesem Kegelschnitte (nnd 
um ihn) erhalten wir dann (Nr. 139) eine zyklische Projek- 
tivität. Aber auch jeder andere Kegelschnitt der durch jene 
Berührungen definierten Büschel-Schar trägt zwei solche 
Projektivitäten. Die ganze Kollineation ist zyklisch; jedes 
Element gehört zu einem Zyklus. Wir nennen sie zyklisch 
vom n*®° Grade, weil das (n + 1)** Element (und kein früheres) mit 
dem Ausgangselemente sich vereinigt. Man sagt wohl auch: Kolli- 
neation in n-Eckslage. 

Die Kollineation ist eine Hermitesche, weil alle E^- 
schnitte jener Büschel-Schar sich selbst entsprechen (§ 46). Jedem 
ist ein zweiter so zugeordnet, daß die beiden Kurven Ponceletsche 
»-Ecke zulassen (Nr. 198). Jeder der beiden Kegelschnitte ist Direk- 
tionskurve der zyklischen Projektivität auf bzw. um den andern. 

Wenn aus einem Zyklus auf vollständige Zyklizität geschlossen 
werden soll, so darf kein Element desselben mit einem Koinzideiu- 
elemente inzidieren; weil dann der ganze Zyklus sich auf diesem be- 
findet und nur die konjektiven Gebilde, welche von ihm getragen 
werden, zyklisch projektiv werden. 

Man erkennt leicht, daß eine Homologie nicht zyklisch von 
höherem Grade als 2 sein kann. 



n 



1) Im Büschel tun U entsteht nur zyklische PiojektiTit&t vom Grade -r-^ 
w^enn n gerade ist (Nr. 361). 
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In dem Falle n — 3^) sind zwei zyklische Dreiecke J^u^^3 360 
und B^B^B^ stets in perspektiver Lage und zwar dreifach. 
Denn aus: 

A,(A,,Ä„B,,B,) A A(^,A,A,J5,) A ^(-^i,^,^,,^,) 

folgt, daß {Ä^Bif Ä^B^f A^j B^ iß. gerader Linie liegen oder daß: 

A^B^y AfB^, A^B^ 

durch denselben Punkt C^ gehen. 

Dieser Figur, im ersten Felde, entspricht im zweiten, daß: 

A,B„ A,B„ Ä,B, 

durch einen Pimkt C^ gehen, und die nochmalige Wiederholung gibt, 

daß auch: 

A^B^, A^B^j A^B^ 

durch einen Punkt (7, gehen. 

Die drei Zentren 0^, 0,, C^ bilden also ebenfalls ein zy- 
klisches Dreieck Aber je zwei von drei so zusammen- 
gehörigen Dreiecken sind dreifach perspektiv mit den Ecken 
des dritten Dreiecks als Zentren; denn z. B. 0^^, C^A^j ^s^ 
gehen durch B^y usw. 

Die Perspektivitatsaxen sind auch zyklisch. 

Bei zwei beliebigen kollinearen Feldern seien wieder r, q die 
Flach tgeraden; ferner seien p und p zwei entsprechende Strahlen 
zweier entsprechender gleicher Strahlenbüschel der Felder; dann ist 
'^pr^^'^pq (Nr. 277). Daher kann man das zweite Feld mit p' 
und q' auf r und p legen und hat in pg[^r = qr'^p ein zyklisches 
Dreiseit. Folglich ist die EoUineation zyklisch vom dritten Orade 
geworden. 

Beliebige zwei kollineare (nicht affine) Felder kann man 
so ineinander legen, daß sie zyklisch vom 3. Grade werden. 

Bei w = 4 wollen wir in dem Büschel von Kegelschnitten durch 
den Zyklus A^A^A^A^ denjenigen aufsuchen, der zur Büschel-Schar 
der sich in den imaginären Koiuzidenzpunkten doppelt berührenden 
Kegelschnitte gehört. Für alle Kegelschnitte jenes Büschels sind die 
in Nr. 359 erwähnten ü und u Pol und Polare und die Punkte S und T 
konjugiert; für den verlangten müssen auch K und L konjugiert sein. 
Er ist also derjenige, aus dessen Punkten A^, A^] A^, A^ durch har- 
monische Würfe projiziert werden; seine Tangente in A^ ist der vierte 
harmonische Strahl zu A^A^ in bezug auf A^(A^, A^), geht also 
durch Z; dasselbe tut die Tangente in A^, so daß A^A^K Polare von 
L ist und A^A^L Polare von K. 



1) Für ihn gebraucht Schröter (Oberflächen 2. Ordnung, § 47^ ^' 
nennung: Kollineation in trilinearer Lage, welche Bich 3^oc\i mOoX» ^is 
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Es sei auf dem Kegelschnitt aus der Büschel-Schar, welcher den 
Zyklus X^ . . . X4 tragt, Y^ ein beliebiger anderer Punkt, T^ T^ F, Y^ 
der Zyklus, zu dem er gehört; so ist: 

r,(x„ x„ X,, xj T\ r,(x„ x«, x„ xj a r,(x„ x„ x,, x,) 

A ri(Xi, :^,x^, X,); 

also ist dieser Wurf harmonisch. 

361 Wiederholt man eine ebene EoUineation S als Transformation, 

die vom ersten zum zweiten Felde fährt, mehrmals, so ergibt sich, 
da die Eindeutigkeit und Linearitat erhalten bleibt, eine EoUineation, 
welche ersichtlich das nämliche Eoinzidenzdreieck hat; wir bezeichnen 
diese EoUineation wiederum als Potenz I? (Nr. 143), wo k die Zahl 
ist, wie oft die Transformation vorgenommen wird. Besitzt die ge- 
gebene EoUineation einen n- elementigen Zyklus, so sind bei S^ alle 
n Elemente desselben sich selbst entsprechend; dazu kommt das Eoin- 
zidenzdreieck. Die Büschel um dessen Ecken sind identisch geworden; 
daraus folgt, daß jeder Punkt mit seinem entsprechenden sich deckt 
Die Projektivitat auf (um) jeden Eegelschnitt der Büschel-Schar ist 
Identität geworden. Jedes Element kehrt durch die n>malige EoUi- 
neation in sich zurück; d. L es gehört in 8 einem Zyklus an. 

Für die EoUineation S^ ergibt sich durch dieselben Überlegangen, 
wie in Nr. 143, daß sie vom Grade , ist, wenn n und h den größten 
gemeinsamen Teuer d haben, indem jeder Zyklus von S in d Zyklen 
von -, Elementen zerlegt wird. Ist n gerade und i « -x- , so erMlt 

man eine involutorische EoUineation, also (Nr. 297) inyolutorifiche 
Homologie mit U als Zentrum und u als Axe. Es sind in ihr ent- 
sprechend der i^ und der /- + »)** Punkt des Zyklus von S, also 

zwei gegenüberUegende Punkte und liegen je auf einem Strahle durch U 
und ebenso schneiden gegenüberUegende Seiten des Zyklus sich auf m- 
Wir sehen, daß, bei geradem n, die zyklischen Projektivitäten 

um U und auf u nicht vom w****, sondern nur vom -^*^ Grade 
sind. 

Zwei Zahlen fc, die sich zu n ergänzen, führen zu denselben 
Zyklen, nur in entgegengesetztem Sinne umlaufen. In dem ans A^ 

M 

sich ergebenden Zyklus (von , Elementen) von S* hat das a** Element 

hinter A^ den Zeiger i + ak, in dem Zyklus aber von S""* das 

( ^ — a)** Element den Zeiger i + (^ — a) (n — k). Diese beiden 

Zeiger sind nach dem Modul n kongruent; also handelt es sich nm 
den nämUcheu Punkt. 
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Vird aber beim zweiten Zyklns der Sinn umgekehrt^ so wird 
j — a)** Element das a** hinter A^, Z. B.: 

n = 6 * =• 1 A^A^A^A^A^A^ 

^ AiA^A^A^A^A^» 

)ie beiden Kollineationen S* und iS""* sind also Um- 
2ngen voneinander: sie sind dieselbe EoUineation, die eine 
*ansformation vom ersten ins zweite Feld^ die andere als Trans- 
tion vom zweiten ins erste. Bezeichnet man wieder^ wie in 
3 and 143, £>", die Identität mit 1, so kann man /S^"* anch 
"*, also S^~^, die Umkehrung von S, mit S"^ bezeichnen. 

Veil jeder Zyklus von einem Kegelschnitt der Büschel-Schar ge- 
i wird, und fQr die zyklische Projektivität auf ihm u, welche 
Ich selbst entsprechenden Punkte F, W verbindet, die Projek- 
isaxe ist, so laufen (Nr. 139) alle Verbindungslinien zweier Punkte 
Zyklus, deren Zeigersumme einer bestimmten Zahl l nach dem 
[ n kongruent ist, durch denselben Punkt der u, und die den 
rten von l entsprechenden Punkte bilden auf u einen Zyklus 
'^klischen Projektivität, welche diese Gerade tragt Für die obige 
ctionsfigur mit ihren regelmäßigen Polygonen ist dies unmittel- 
1 erkennen. 

3s sei ^0 ein bestimmter Kegelschnitt der Büschel-Schar. AUe 
iren Je denselben größten gemeinsamen TeUer d mit n hat, führen 

im eingeschriebenen zyklischen -^- Ecken, die alle demselben 

m Kegelschnitt K^' der Büschel-Schar umgeschrieben sind. Und 
jenem umgeschriebenen sind einem dritten Kq" eingeschrieben. 

ei geradem n, ^ = ^ ' ®^ ^^* ^o ^®^ doppelte Büschel U, K^* 

jppelte Gerade w. 

A^eil F, W imaginär sind, so sind die Invarianten (Nr. 290) von 362 

orm: 

% _J_ Q • \ ^ \ Q — ß* 

Da eine zyklische Kollineation eine Hermitesche ist, so ist 
X^^; daher a* + ß* = 1, und alle drei Invarianten haben den 
iten Betrag 1. Ihr Produkt ist 1. Bezeichnen wir sie, bzw. 
Qmkehrungen, einfacher: 

• • 



166 m. § 66. Zyklische KoUineationeii, eingeschriebene DreieokBlAge. 
Nun ist: 

folglich: 

Ebenso: 

Xi« =- 1. 

Also sind beide Invarianten X, X^ imaginäre n^ Wurzeln der 
positiven Einheit. Zugleich erkennt man X*, X^* als Invarianten 
von iS*; die von iS*=» 1 müssen ja 1 sein. 

Es &agt sich, ob X, X^ primitive Wurzeln sind, d. h. ob die n^ 
Potenzen die niedrigsten der Einheit gleichen Potenzen sind. Nehmen 
wir an, X'', X^''* seien die niedrigsten Potenzen, wo dann v, v^ Teiler 
von n sein müssen; denn der Exponent einer Potenz, die gleichfiEdls 1 
ist, ist ein Vielfaches des niedrigsten Exponenten. Nun ist 1 =« X" = Xj*'; 
daher ist 2v ein Vielfaches von v^. Femer, wenn 2 p ein VielfBUshes 
von Vj ist, so ist XP= Xj*^ =« 1; also p ^ v. Daher ist 2v die kleinste 

gerade Zahl, die ein Vielfaches von Vj ist Also ist v = y oder v = Vi, 

je nachdem v^ gerade oder ungerade ist. Wir haben, aus A^ , . .A^ 
hervorgehend, in beiden Büscheln U und V (oder W) einen v^- ele- 
mentigen Zyklus, der im Falle eines geraden v^ im Büschel U ein 

zweimal durchlaufener --^- elementiger ist; es sind sowohl die Strahlen 

UAi und UA^^^i, als die Strahlen VA^ und VA^^^^ identisch, dem- 
nach auch A^=:A^^^. Folglich muß Vj = n sein, weil sonst die Kolli- 
neation nicht zyklisch vom n*** Qrade wäre; \ ist also primitive 
Wurzel. Ist n ungerade, so ist auch v«=w, daher auch X primi- 
tiv, und wir haben im Büschel U eine zyklische Projektivitöt n*" 

Grades, und ebenso auf u. Ist aber n gerade, so ist v=»y '"^^ 
X nicht primitiv. Die Projektivität um U und auf u ist nnr 
zyklisch vom Orade -^ • 

Bei n = 3 ist Xl,„= 1; daher: X^^ = .-,-= X^„; es sind alle drei 

Invarianten gleich: Xp^ = X^^ = X^^; und die Kollineation ist eine 
dreifach Hermitesche. Daß, umgekehrt, eine dreifach Hermite- 
sche Kollineation zyklisch vom 3. Grade ist, haben wir schon in 
Nr. 305 erkannt. Wir haben daher auf dem Kegelschnitte UVWA^A^ 
(der nicht A^ enthält) drei Involutionen (Nr. 304): 

A^A^, VW, UU-, A,A,, WU, FF; ^i^, UV, WW, 

von denen je zwei durch die dritte ineinander übergeführt werden 
(Nr. 85). A^ A^ ist die Gerade, auf der die Seiten des eingeschriebenen 
Dreiecks UVW sich mit den Tangenten in den Gegenecken treffen. 
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Wenn zwei ebene Eollineationen S, T (als Transformationen 363 
vom ersten ins zweite Feld) dasselbe Eoinzidenzdreieck UVW 
haben, so sind sie vertauschbar; d. h. die Eollineation, die sich 
durch sie, hintereinander vorgenommen, ergibt, ist bei beiden Reihen- 
folgen dieselbe. Man bezeichnet diese Eollineation (vgl. Nr. 86) als 
ein Produkt ST, und die Vertausch barkeit der Faktoren (Kommuta- 
tivitat) gut im allgemeinen nicht; im vorliegenden Falle gilt sie, und 
dann nennt man die Transformationen vertauschbar. 

In der Tat, X gehe durch S in X' und dieser durch T in. X" 
über, hingegen X durch T in Xj und dieser durch S in X,. Wegen 
S ist dann: 

UiX, X„ F, TT) - U{X', X,, F, W), 
wegen T: 

U(X, X', F, TT) = UiX^, X", V, W), 
also auch: 

Cr(X, X,, F, W) - U{X', X", V, TF); 
daher: 

U{X', X., F, TF)= U{X', X", V, TT); 

also [7Xj= UX'\ ebenso VX^^VX"\ folglich X,= X". 

Die Eollineation S enthalte einen Zyklus A^A^ . . . ^^; wir legen, 
indem Xj ein beliebiger Punkt der Ebene ist, aus dem, durch Wieder- 
holung von S, Xj, Xj, X4, . . . sich ergeben, eine Eollineation T fest, 
in der den Punkten A^^ CT", F, W die Punkte Xj, ?7, F, W entsprechen. 
Durch die Reihenfolge T, S geht J.^ in X^, dieser in Xj über; also 
geht durch die Reihenfolge 8, T A^ in A^ und ^ in X, ober. 
T führt also A^ in X^, A^ in Xj, ebenso A^ in X3, . . ., A^^^=:A^ 
in X^^i= Xj über; auch die X bilden in S einen Zyklus^). 

Aus zwei involutorischen Homologien ^1 *= (Si, äj), 364 
^^»(Si,,^,) mit einer gewissen Spezialität läßt sich eine 
zyklische Eollineation 3. Grades ableiten, welche für die 
Theorie der ebenen Eurven 3. Ordnung wertvoll ist. Die Spezialitat 
besteht darin, daß, wenn @i, @, .die Schnitte der Axen s^ s^ mit der 
Verbindungslinie S^ S^S^ der Zentren sind, derselbe Punkt S^ zu S^ 
in bezug auf S^y ©^ und zu S^ in bezug auf S^, ©, harmonisch ist. 

Wir bilden das Produkt ^j^i der beiden Homologien und er- 
kennen sofort den Zyklus S^S^S^ und damit einfach unendlich viele 
auf f. 

Jetzt liege Xj auf der Gerade von S^ nach dem Schnitt © — «iSj? 
ihm entspricht durch §5 der Punkt (SjXj, ®Sj) « Yj, diesem durch 
^j der Punkt {S^T^, ®S^) = ^«7 so daß X, dem X^ in ^^Jp, korre- 
spondiert. Xj geht wieder durch Jp^ in den vierten harmonischen 
Punkt r^ zu ihm in bezug auf S^ und © über, und dieser durch ^^ 

1) Mir von 0. Töplitz mitgeteilt. 
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in (S^Y^, S/Sg) — Xg; dem X, ist in $, entsprechend der Punkt 
(S^X^, SSi) — Ti und diesem in ^^ der vierte harmonische Punkt 
X4 zu ihm in bezug auf S^ und @. 

Der Punkt X^ deckt sich aber mit X^f denn zum harmonischen 
Wurfe S^SX^Y^ ist S^®Y^X^ und zu diesem S^SX^Y^ perspektir. 
Der Zyklus X^X^X,, der so entstanden ist, lehrt, daß die Kollineation 
^i^i ganz zyklisch ist; @ und f sind die reellen Eoinzidenzelemente; 
Yiy Y^, Fg bilden auch einen Zyklus der Kollineation. 

Der Oerade X^Y^ korrespondiert X^F,; da jene durch S^ geht, 
geht diese durch S^, ebenso tut es X^Y^. 

Ist @3 zu 5g harmonisch in bezug auf S^^ S^, s^ » @®89 ^^ 
^g die involutorische Homologie {S^, 5g), so ergibt sich das F^dukt 
§g§i identisch mit §,§, und §i§g; 4^«=$i$8 = &$i i»* die 
Umkehrung der Kollineation. Femer kann man S^S^S^, ©^S^Si 
durch zwei andere in derselben Weise (Nr. 144) zueinander gehörige 
Zyklen der Projektivität auf f ersetzen. 

Die beiden Zyklen X^X^Xg und Y^Y^Y^ liegen auf demselben 
Träger-Kegelschnitte K der Büschel-Schar, da Xj und Ji,... durch 
@ und f, die in bezug auf alle diese Trägerkurren polar sind, har- 
monisch getrennt werden. 

Die drei Zyklen /S^SjSg, X^X^Xg, Y^Y^Y^ sind neun assoziierte 
Punkte; denn sie sind die Schnittpunkte der beiden Kurven 3. Ordnung 
@(Si, S^, Sg) und (f, X). Der Büschel 3. Ordnung, für den sie 
Orundpunkte sind, geht durch die Kollineation in sich selber Ober. 
365 Die zyklische Kollineation 3. Grades läßt sich einer andern spe- 

ziellen Kollineation unterordnen. 

Wir setzen voraus, eine ebene Kollineation habe die Eigen- 
schaft, daß einmal einem Dreiecke ABC des Feldes I das 
entsprechende ÄB'C eingeschrieben ist, und zwar so, daß -i' 
auf BCj B' auf CA^ C auf ^jB liegt. Wir wollen noch eine andere 
Bezeichnung einführen: in der Reihe ... A'^, A~\ A, A', A", Ä" ,.- 
entspreche jedem Punkt, als Punkt von Z, der folgende in Z'. Die 
projektiven Büschel um die entsprechenden Punkte A"^ und A von 
Z und Z' schneiden in BC konjektive Punktreihen; in ihnen ent- 
sprechen sich B und C involutorisch, denn sie sind sowohl Schnitte 
von A^^B und AB', als von AC und A^^C. Folglich haben wir 
eine Involution, und wenn Y, Z in ihr gepaart und F', Z' die ent- 
sprechenden Punkte sind, so geht AY' durch Z und AZ' durch I, 
und dem Dreieck A YZ ist in gleicher Weise das Dreieck A' Y'Z* 
eingeschrieben. 

Weil BC von den beiden projektiven Büscheln A"'^ und A in 
in volu torischen Punktreihen geschnitten wird, so muß sie durch das 
involutorische Zentrum derselben (Nr. 90) gehen, d. i. den Schnitt- 
punkt der beiden Strahlen jener Büschel, die dem gemeinsamen Strahle 
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-4~*-4. entsprechen; insofern er als Strahl von A~^ durch Ä geht^ 
muß der entsprechende in A durch Ä' gehen. Dieser Punkt ist also 
das involutorische Zentrum, und jede Gerade durch ihn wird eben&lls 
▼on den Büscheln involutorisch geschnitten. Ist also Y ein beliebiger 
Punkt der Ebene und Z^ ihm gepaart in der auf A'Y entstehenden 
InTolution, so bedeutet dies, wenn F', Z^ die entsprechenden Punkte 
sind, daß der entsprechende Strahl in J. zu Ä'^Y, welcher Y' ent- 
halt, durch Zj geht, und derjenige zu A~^Z^, welcher if/ enthält, 
durch Y, so daß A YZ^ wieder ein Dreieck ist, dem das entsprechende 
A' Y'Z\ eingeschrieben ist. Damit haben wir zwei solche Dreiecke 
erhalten mit zwei beliebigen entsprechenden Punkten F, Y' als Ecken, 
die aber noch zwei entsprechende Ecken A, Ä mit den ursprüng- 
lichen gemeinsam haben. Halten wir nunmehr Yy Y' fest, so können 
wir jetzt zwei entsprechende Dreiecke YXZ, X'Y'Z' erreichen, bei 
denen F, Y' die vorigen Punkte sind, X und X' wiederum beliebige 
entsprechenden Punkte; das dritte Eckenpaar Z, Z' ist bestimmt, denn Z 
ist (X Y'y FX') und Z' der entsprechende Punkt. 

Wenn also bidi einer ebenen Kollineation einmal ein 
Dreieck ABC vorhanden ist, dem das entsprechende A'B'C 
eingeschrieben ist und zwar so, daß ^' eLui BC liegt usw., so 
sind solcher Dreiecke (x>* vorhanden; beliebige zwei Punkte 
X, F können als Ecken genommen werden; die dritte Z ist 
dann jedesmal bestimmt als Schnitt (XF', FX'). 

Für diese Lage von Z ist allein zu seilen; ist daher in einer 
derartigen Eollineation bei zwei Dreiecken XYZ, X'Y'Z' erreicht, 
daß X' auf FZ, F' auf ZX liegt, so liegt von selbst Z' auf XF; 
denn wegen jener Lage von X' und F' ist Z =« (X F', FX'). 

Weil eine solche Eollineation, als Transformation vom ersten ins 
zweite Feld, Dreiecke in letzterem liefert, welche je ihrem ent- 
sprechenden im ersten eingeschrieben sind, wird sie Eollineation 
in eingeschriebener Dreieckslage genannt, und die inverse 
Transformation, die vom zweiten ins erste Feld führt, Eollineation 
in umgeschriebener Dreieckslage^). 

Natürlich können auch X', F' in Z' beliebig gegeben werden. 
Indem wir die obige Bezeichnung benutzen, haben wir in XX' X" 
und X'X"X'" zwei entsprechende Dreiecke; da die Ecken X', X" 
des zweiten Dreiecks auf den den entsprechenden Ecken gegenüber- 
liegenden Seiten X'X", XX" des ersten liegen, so liegt nach dem 
eben erhaltenen Satze auch X'" auf XX'. 

Und umgekehrt, wenn diese drei Punkte X, X', X'" in gerader 
Linie liegen, so ist X'X"X"' dem XX' X" eingeschrieben, und wir 
haben Eollineation in eingeschriebener Dreieckslage vor uns, 



l) Pasch, Mathem. Annalen, Bd. 28, S. 426; Bd. ^ft, ^. ^W. 
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und für sie ein anderes Kennzeichen, welches darin besteht, daB 
einmal in der Folge entsprechender Punkte X, X', X", X'" 
der erste, zweite und vierte in gerader Linie liegen^). 

Für die Eollineation in umgeschriebener Dreieckslage, 
wo die Reihenfolge den umgekehrten Sinn (von Z' nach Z) hat, ist 
daher Kennzeichen, daß X, X"y X'" in gerader Linie liegen. 

Dualisieren wir, so ergibt sich als Kennzeichen für um-, bzw. 
eingeschriebene Dreieckslage, daß ic, Xy x"y bzw. a?, x"y x" in einen 
Punkt zusammenlaufen. 
366 Bei einer zyklischen KoUineation 3. Grades ist jedes der 

zyklischen Dreiecke ^1-4^-43 dem entsprechenden Ä^A^Ä^ sowohl um- 
ids eingeschrieben; folglich liegt gleichzeitig ein- und umge- 
schriebene Lage vor, und es gibt in jedem der beiden Felder 
(»* Dreiecke, welche dem entsprechenden je umgeschrieben 
sind. Lassen wir X, T in die Punkte A^^ jB, fallen, mit denen die 
Zyklen A^A^A^j B^B^B^ beginnen, so fallen X', Y' nach J^, -B| und 
Z ist {A^B^, B^A^, d. i. das obige Perspektivitatszentrum C, (Nr. 360), 
Z' ist also C, = (^5g, B^A^. Dieses liegt, wie wir dort fanden, 
auf A^By^ und so ist A^B^C^ dem A^B^C^ umgeschrieben. 

Fallen aber X', F' in \, B^, so fallen X, Y in A^^, B^, Z' m 
{A^B,, B,A,) = C,, Z in C, = {A,B„ B,A^\ und A^B^C, ist dem 
A^B^C^ umgeschrieben. 

Umgekehrt, wenn gleichzeitig um- und eingeschriebene 
Dreieckslage statt hat, handelt es sich um zyklische KoUi- 
neation 3. Grades (oder in Dreieckslage). Es sei X YZ dem XT'Z' 
umgeschrieben, so daß YZ durch X', ZX durch Y', XY durch Z' 
geht, und gleichzeitig X FZj dem X'Y'Z^' eingeschrieben, so daßl 
auf yZ,', Y auf Z/X', Z^ auf X'F' liegt; die Ausgangsecken X, I 
können ja beliebig sein, wir haben also beidemal dieselben ge- 
wählt. Sofort ist ersichtlich, daß Z und Z/ identisch sind, denn sie 
sind beide (XY', YX'), Es entsprechen sich also Zj im ersten 
Felde und Z im zweiten, und Z^ wird besser Z"^ genannt Folglich 
hat das Dreieck Z~^ZZ' zum entsprechenden im zweiten Felde 
ZZ'Z'\ Dessen Ecken Z und Z' liegen bzw. auf ZZ\ Z'^Z\ daher 
liegt Z" auf Z-'^Z, weil aber Z' auf XY liegt, muß Z" auf XT 
liegen und ist daher identisch mit Z""^, der auch auf Z~^Z und 
X'Y' liegt. Es geht also durch die KoUineation Z~* in Z, Z in 
Z', Z' in Z~^ über, die drei Punkte bilden einen Zyklus. 

Entsprechen noch X"^, F~^ im ersten Felde den X, Y als 
Punkten des zweiten, so sind X"^ XX' und Y-^YY' ebenfalls Zyklen, 



]) Dies wurde von Clebsch und Gordan: Math. Annalen, Bd. 1, S. 398 
gefunden. — Wenn X, X', X" in gerader Linie liegen, so ist diese eine Koin- 
zidenzgerade, auf der dann auch X'", . . . und X~^, . . . liegen. 
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und es ist das Dreieck XT'Z' dem XTZ, X'' Y-^Z-^ dem X' TZ' 
und XYZ dem X^^Y'^Z'^ eingeschrieben. 

Für eine beliebige ebene Eollineation kann man fünf Punkte 367 
A^j Ä^j . . ., A^ geben und sie durch: 

festlegen. 

Wenn man aber eine Eollineation in eingeschriebener Dreiecks- 
lage haben will, so muß man A^ auf A^A^ legen; tut man dies, so 
kann dann A^ nicht außerhalb A^A^ liegen; folglich involviert A^j 
BO gelegen und dem A^ zugeordnet, nur eine, nicht zwei Bedingungen, 
und man kann noch A^ auf A^A^ geben. Es ist dann: 

A^{A^A^f A^, A^j A^)7\ ^{^A^j ^u A^7 ^jj 

wo A^ dem A^ entspricht. Schneidet man mit A^A^j so ergibt sich: 

A^A^{A^y A^y A^A^, A^ J\ A^A^(A^j A^, A^, ^Aj) 

also schneiden sich A^A^ und A^Aj auf A^A^' und A^ ergibt sich 
als Projektion von (A^A^, -^^4) a^s ^ a^f -^4-^6? ebenso A^, 
welcher dem Aj entspricht, als Projektion von (A^Ä^, ^4^) *^8 A^ 
auf A^A^y usw. 

Für eine Eollineation in eingeschriebener Dreiecks- 
lage kann man eine Folge entsprechender Punkte A^, A^, A^... 
in nachstehender Weise geben und konstruieren: A^, A^j A^ 
seien beliebig, ferner A^ auf A^A^, A^ auf A^A^, A^ auf A^A^, Es 
ist dann A^^^ die Projektion von {A^A^^^, ^2+f-^8 + ») ^^^ A^^^ auf 

Wenn zwei beliebige koliineare Bündel 0, 0' gegeben sind, so 368 
wollen wir die Ebenen ermitteln, von denen sie in kollinearen Feldern 
geschnitten werden, die sich in eingeschriebener Dreieckslage befinden 
Suchen wir, ob wir solche in einem gegebenen Büschel finden; wir 
können dann aus zwei beliebigen Punkten X, Y auf der Axe des- 
selben Dreiecke herzustellen suchen; wenn x, y den Strahlen 
a;=OX, y = OY entsprechen, so bewegen sich X', Y' auf diesen 
Geraden, eingeschnitten je von einer Ebene jenes Büschels, also lauft 
Z={XY\ YX') auf der Schnittlinie der Ebenen Xy', Yx\ OZ in 
einem Strahlenbüschel, der entsprechende in O tut es auch und trifft 
einmal die XF; wenn Z' der Schnitt ist, so ist von den Dreiecken 
XYZ, X'Y'Z\ die auf entsprechenden Dreikanten liegen, das zweite 
dem ersten eingeschrieben. Wir haben also in jedem Büschel eine 
der gesuchten Ebenen, und dieselben erzeugen einen Bündel. 

1) Von London mitgeteilt. 
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Den Scheitel dieses Bündels gewinnen wir schneller mit Witt 
des Kennzeichens^ daß A^ A\ Ä" in gerader Linie liegen. Es m 
(C der Verbindongsstrahl der beiden Scheitel 0, 0' und a^ a' die iki 
in 0, bzw. 0' entsprechenden Strahlen, so konstruiere man noch cb 
Ebene ß', welche der Ebene ß yon nach ci' entspricht. Eine be- 
liebige Ebene treflFe a, a\ a' in Aj A'y Ä' und den Strahl von pf, 
der dem Strahle OA" entspricht, in A'\ so bilden in der auf- 
geschnittenen ebenen Kollineation diese Punkte eine Folge entspreehee- 
der Punkte. Wird nun verlangt, daß A'" mit A^ A' in gerader Linii 
liegt, so kann er sich nü? auf dem Strahle befinden, in dem & 
Ebene aa die ß' schneidet; also ist O'Ä" dieser feste Strahl Tai 
demnach sind auch der Strahl OÄ' und der Punkt A" fest Dieser 
Punkt A" ist der gesuchte Scheitel. Wir haben also: 

Wenn zwei kollineare Bündel 0, 0' vorliegen, so bildei 
die Ebenen, welche von ihnen in kollinearen Feldern ii 
eingeschriebener Dreieckslage geschnitten werden and svar 
so, daß die eingeschriebenen Dreiecke vom Bündel ff her- 
rühren, auch einen Bündel, dessen Scheitel sich folgender- 
maßen ergibt. Es seien a, a" die Strahlen von O, (/, die dm 
Verbindungsstrahle 00* =^ d entsprechen, ß' die Ebene, welche der 
ß = Oa" korrespondiert, c ihr Schnittstrahl mit ad^ c der ihm in 
(0, ß) korrespondierende. Dann ist C ^ ca der Scheitel. 

§ 57. Erzeugnisse kollinearer Gebilde. Enbische Ranmlnirve. 

369 Zwei kollineare Bündel 0, Of führen zu zwei Erzengnissen, die 

jedoch in Zusammenhang stehen. Jede zwei entsprechenden Ebenen 
schneiden sich, und wir erhalten oo* solche Schnittlinien, also eine 
Kongruenz als dns eine Erzeugnis. 

Aber nicht jede zwei entsprechenden Strahlen haben einen Schnitt- 
punkt. Der Verbindungsstrahl der beiden Scheitel sei c = /" nnd die 
ihm entsprechenden Strahlen e, f. Wenn x und x' entsprechende 
Strahlen sind, welche sich schneiden, so sei die Ebene des gemeii- 
samen Büschels (um Oa\ welche beide enthält, x\~t und n', 1^ ■«« 
wiederum die entsprechenden Ebenen; weil x in t liegt so' li^t i 
in Z, und ebenso liegt .r' in n': diese Kbenen Z und n' gehen duitk 
/; bzw. e\ Folglich schneiden nur solche Strahlen x von O ihre ent- 
sprechenden X in 0', in denen sich entsprechende Ebenen L I' der 
beiden projektiven Büschel /' und f begegnen, und in dem entsprechenden 
Strahle :r begegnen sich entsprechende Ebenen n, n' aus e und r 
Jene Strahlen x erzeugen daher einen Kegel 2. Grades mit der Spit» 
y^O^ff und diese :r einen Kegel 2. Grades aus O' ^ ee Beide 
Kegel gehen durch ... /^ und die kubische Raumkurve, welche «e 
außerdem «m haben, ist der Ort der Schnitte xx\ zu ihne» 
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gehören die Scheitel 0, Cf als ff, ee. Die dem gemeinsamen Strahle 
entsprechenden Strahlen f und e sind die Tangenten in und (X; 
denn auf jedem Strahle x, x yon oder (7, der sich mit seinem ent- 
sprechenden x\ X schneidet, ist der Schnitt xx der zweite Begegnungs- 
ponkt mit der Kurve außer 0, bzw. (X; der Strahl ist Sehne oder 
Doppelsekante der Kurve. Bei /) e ist dieser zweite Begegnungspunkt 
ffy ee in. Oj 0' gerückt. 

Unter den cx)' Paaren entsprechender Strahlen der beiden 
kollinearen Bündel gibt es oo^, die einen Schnittpunkt haben. 
Der Ort dieser Schnittpunkte ist eine kubische Raum- 
kurve B^y welche durch die Scheitel geht und in ihnen je 
▼on dem Strahle berührt wird, welcher der Verbindungs- 
linie der Scheitel als Strahle des andern Bündels korre- 
spondiert Die Kurve ist, neben dieser Verbindungslinie, 
Bchnittkurve der beiden Kegel 2. Grades, welche durch den 
gemeinsamen Ebenenbüschel der beiden Bündel und je einen 
der entsprechenden erzeugt werden^). 

Die Schnitte der Kurve mit einer beliebigen Ebene sind die drei 
Eoinzidenzpunkte der kollinearen Felder, welche in ihr durch die 
Bündel entstehen. 

Die projektiven Büschel von und 0' in zwei entsprechenden 
Ebenen E, E' rufen auf der Schnittlinie zwei konjektive Punktreihen 
hervor; deren Koinzidenzen lehren, daß auf ihr zweimal zwei ent- 
sprechende Strahlen sich schneiden. 

Die Schnittlinien entsprechender Ebenen der beiden 
kollinearen Bündel bilden die Kongruenz der (eigentlichen 
oder ideellen) Doppelsekanten der obigen kubischen Raum- 
kurve ü*. Ihre Ordnung ist, wie wir wissen, 1, die Klasse 3. Die 
drei in einer Ebene befindlichen sind die Koinzidenzgeraden der vor- 
herigen ebenen KoUineation, die Verbindungslinien der Koinzidenz- 
punkte. Ein Punkt ferner legt in dem einen Bündel einen Strahl 
und den zugehörigen Ebenenbüschel fest; unter den entsprechenden 
Ebenen gibt es im allgemeinen eine, die durch ihn geht. Nur die 
Schnittlinie dieser Ebene und der ihr entsprechenden im ersten Bündel 
geht durch ihn. Es sei denn, daß der Punkt auf B^ liegt, und so 
den Axen zweier entsprechender Büschel gemeinsam ist; dann gehen 
^ Schnittlinien durch ihn, welche den durch diese Büschel erzeugten 



1) Diese Erzeugung der kubischen Raumkurve durch kollineare Bündel 
wurde zuerst von Seydewitz gefunden: Archiv der Mathematik, Teil 10 (1847), 
B. 203 und dann nochmals von Chasles an den in Nr. 201 erwähnten Stellen. — 
Zur Geschichte der kubischen Raumkurve vgl. Reje, Der gegenwärtige Stand 
uxiBerer Kenntnis der kubischen Raumkurve, Festschrift der Mathem. G^%«VV&Oci'^i\k 
in Hamburg, 1890. 
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Kegel 2. Grades bilden; wir haben in ihm den Kegel, welcher 
R^ aus dem Punkte auf ihr projiziert. 

Zwei entsprechende Büschel aus and (X mit wind* 
schiefen Axen erzeugen eine Regelschar yon Doppelte- 
kanten, auf deren Trägerfläche die Kurve 22^ liegt, die 6e* 
raden dieser Schar zweimal, die der andern infolge dessen 
einmal treffend. 

Zwei entsprechende Ebenenbüschel yon 0, 0' schneiden ferner in 
eine beliebige Gerade g konjektive Punktreihen; es enthalt also jeder 
Ebenenbüsche] von oder (/ zwei Ebenen, welche je mit der eat> 
sprechenden sich in einer die g treffenden Gerade schneiden. Oden 

In jedem der beiden Bündel umhüllen die Ebenen, 
welche je mit der entsprechenden in einer Gerade sich 
schneiden^ die einer gegebenen Gerade g begegnet, einen 
Kegel 2. Grades. 

Wenn g aber die B^ in X trifft, so löst sich yon diesem Kegel 
der Ebenenbüschel um OX oder O'X; es bleiben in den Bünddn 
zwei entsprechende Ebenenbüschel, und alle Doppelsekanten der vm 
ihnen erzeugten Regelschar treffen g\ sie gehört zur Leitschar. 

Wenn in den Punkten A, B yon g sich die entsprechendM 
Ebenen a und a, ß und ß' von 0, 0' schneiden, so liefern die ent- 
sprechenden Büschel um aß, a'ß' diese Regelschar; denn die luA 
OX, O'X gehenden entsprechenden Ebenen derselben schneiden sieh 
in einer durch X gehenden Gerade. So treffen drei Geraden der 
Regelschar die g, also alle. 

Also bilden die einer einfachen Sekante g begegnenden 
Doppelsekanten der B^ eine Regelschar. 

Die Yon ausgehenden Doppelsekanten bilden den oben be- 
sprochenen, durch die Büschel f und /" erzeugten K^j^el (O); dia 
Ebenen, welche sie aus 0' projizieren, gehen alle dorch &0^ff 
also die entsprechenden, welche sie aus projizieren, durch die Tan- 
gente f, und diejenigen, welche die von 0' ausgehenden Doppelsekanta 
aus (7 projizieren, durch die Tangente e\ sind also in jedem Falb 
bestimmte Ebenen, obwohl sie sich zunächst durch eine Gerade tad 
einen auf ihr gelegenen Punkt ergeben. 

In der Doppelsekante 00' schneiden sich die entsprechenden 
Ebenen fe, ef oder fO\ e 0. 
370 Nachdem wir den Kegel zweiten Grades (X) erhalten haben, 

welcher B^ aus irgend einem Punkte X auf ihr^ projiziert, erkennen 
wir, daß die Kantenreihen auf zwei solchen Kegeln (X), (Y) projektir 
sind mit solchen Kanten als entsprechenden, die nach demselba 
Kurvenpunkte gehen; denn sie werden durch denselben Ebenenbfischel 
aus der gerne' -x Kante projiziert. Für (0) und ((/) lehrt «> 

unmittelbar ' ide ILoWin^^Xivoii. 
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Sind nun rc, y irgend zwei Kanten von (X), (T), also Doppel- 
sekanten von R^, so sind die Büschel; welche aus ihnen die beiden 
projektiven Kantenreihen projizieren, projektiv; es entsprechen sich 
Ebenen, welche nach zwei sich schneidenden Kanten, also nach dem- 
selben Punkte von R^ gehen. 

So ist zunächst erkannt, daß die krumme Punktreihe auf B^ 
ans zwei eigentlichen Doppelsekanten durch projektive Ebenenbüschel 
projiziert wird. 

Femer, aus einer Regelschar von Doppelsekanten, welche, wie 
oben gefunden, durch zwei entsprechende Ebenenbüschel aus den 
kollinearen Bündeln 0, 0' erzeugt wird, seien zwei Geraden genommen; 
von ihnen gehen nach den Geraden der Leitschar, einfachen Sekanten 
der Kurve, projektive Ebenenbüschel oder nach den Punkten der 
Kurve, durch welche diese Geraden gehen; gleichgültig ob jene beiden 
Doppelsekanten eigentliche oder ideelle sind 

Ist nun von den Schnittlinien aa', ßß' entsprechender Ebenen die 
erstere eine eigentliche, die andere eine ideelle Doppelsekante, so ge- 
hören diese beiden Geraden der Regelschar an, welche durch die ent- 
sprechenden Ebenenbüschel aß, a'ß' erzeugt wird, und senden nach 
den Punkten von iJ* projektive Ebenenbüschel. 

Damit ist erkannt, daß der Satz, daß von den Doppelsekanten 
projektive Ebenenbüschel nach den Punkten der Punktreihe 
auf 22' gehen, für alle Doppelsekanten gilt, eigentliche und 
ideelle. 

Nehmen wir drei Doppelsekanten, so erhellt, daß die durch 
zwei kollineare Bündel erzeugte Raumkurve auch auf die 
frühere Weise: durch drei projektive Ebenenbüschel (§ 32) 
erzengt werden kann. 

Bei dieser früheren Erzeugungsweise wurde auch gefunden, daß 
aus jedem Punkte der Kurve ein projizierender Kegel 2. Grades 
kommt und daß die Kantenreihen zweier solchen Kegel projektiv sind, 
wobei nach demselben Punkte der Kurve gehende Kanten einander 
entsprechen. In Nr. 268 wurde dargetan, daß zwei Kegelschnitte, 
welche projektive Punktreihen tragen, so zu entsprechenden Kurven 
in kollinearen Feldern gemacht werden können, daß in dieser Kolli- 
neation dieselben Punkte entsprechend sind wie in der Projektivität. 
Übertragen wir das auf Bündel, so lassen sich die Bündel um die 
Scheitel jener Kegel so kollinear machen, daß die je nach demselben 
Kurvenpunkte gehenden Kegelkanten entsprechend sind, daß also die 
Kurve das Ei-zeugnis dieser kollinearen Bündel ist. Folglich kann 
eine in der früheren Weise erzeugte Kurve auch auf die 
jetzige Weise hergestellt werden; die beiden Erzeugnisse sind 
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Es hat sich nun auch ergeben, daß aus allen Punkten der 
kubischen Raumkurye kollineare Bündel kommen, in denen 
die je denselben Punkt der Kurve projizierenden Strahlen 
und daher auch die je dieselbe Doppelsekante projizieren- 
den Ebenen entsprechend sind. 

Beweisen wir dies direkter auf Grund der jetzigen Erzeugung 
durch die kollinearen Bündel 0, 0\ X, Y seien beliebige Punkte der 
Kurve; daß die Ebenen ihrer Bündel durch die Doppelaekanten an- 
deutig einander zugeordnet werden, ist ersichtlich, weil jede Eheoe 
von X oder Y nur zwei fernere Schnitte hat. Die Linearität dieser 
Zuordnung ist noch darzutun. Wenn g Axe eines Büschels aus X 
ist, also einfache Sekante der R^ in X, so gibt es, wie wir ob^ 
fanden, in den Bündeln 0, 0' zwei entsprechende Büschel von der 
Art, daß sie eine Regelschar von Doppelsekanten erzeugen, in deren 
Leitschar sich g befindet; R^ liegt auf der Tragerfläche und durch T 
geht eine zweite Gerade h der Leitschar; die Doppelsekanten, welche^ 
treffen, treffen also auch A, und die Ebenen von X und Y nach ihnen 
bilden die Büschel um g und h. 

In den cx>^ kollinearen Bündeln aus den verschiedenen 
Punkten von R^ bilden die denselben Punkt dieser Kurve proji- 
zierenden entsprechenden Strahlen einen Kegel 2. Grades, andere 
entsprechenden Geraden eine Regelschar (von einfachen 
Sekanten). Wenn Zq eine von ihnen ist im Bündel Xq und iIq, i^ 
zwei Ebenen durch sie, so sind die korrespondierenden x die Schnitt- 
linien der entsprechenden Ebenen n, 2[ in den andern Bündeln; diese 
gehen durch dieselben zwei festen Doppelsekanten, und da die Ebenen 
Ti, 21 je nach demselben Punkte von R^ gehen, so sind diese Büschel 
projektiv und erzeugen durch die Schnittlinien rr — tiC eine Regelschar. 

Wir haben kollineare Bündel in allgemeiner Lage angenommen; 
kollineare Bündel in perspektiver Lage erzeugen ersichtlich keine 
kubische Raumkurve. Punkt-Erzeugnis ist das Punktfeld in der Per 
spektivitätsebene und der gemeinsame sich selbst entsprechende Strahl 
Schnittlinien entsprechender Ebenen sind die Geraden jener Ebeney 
aber auch jede Gerade, welche diesen Strahl trifft. 

Sind, wie in Nr. 260, a^^, a^, . . . a^ Doppelsekanten einer kubi- 
schen Raumkurve, so sind in allen Bündeln aus den verschiedenen 
Punkten X der Kurve die Ebenen X(a^ , . . . ag) entsprechend, sowie 
der von ihnen berührte Kegel 2. Grades, und die Tangentialebenen- 
Büschel um sie sind so projektiv, daß in ihnen jene Ebenen auch 
homolog sind. 

Die oo^ BündelkoUineationen schneiden in eine feste 
Ebene ebensoviele ebene KoUineationen mit gemeinsamem 
Koinzidenzdreiecke ein, und zwar alle, denen dies Koinzi* 
denzdreieck zukommt; denn ist eine von i.Uien durch die ent- 
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sprechenden Geraden x, x' endgültig bestimmt, so sei s die Doppel- 
sekante aus dem Punkte xqi!\ die Ebenen xSj x's bestimmen durch 
ihre dritten Schnitte die Scheitel 0, (X, von denen diese KoUineation 
herrührt. 

Die oo^ projektiven Ebenenbüschel um die Doppeliekanten einer 371 
kubischen Raumkurve, in denen entsprechende Ebenen je nach dem- 
selben Punkte der Kurve gehen, bezeichnet Reye^) als lineare Kon- 
gruenz von projektiven Ebenenbüscheln und die oo^ kollinearen 
Bündel um die Punkte der Kurve, in welchen entsprechende Ebenen 
je nach derselben Doppelsekante der Kurve gehen, als Reihe kolli- 
nearer Bündel. Ich ziehe, aus später zu erörternden Ghünden, für 
das erstere Gebilde den Namen Netz vor. 

Diese doppelt und einfach unendlichen Systeme stehen 
also in der Beziehung zueinander, daß entsprechende Ebenen 
der Büschel des Netzes einen Bündel der Reihe und ent- 
sprechende Ebenen dieser Bündel einen von jenen Büscheln 
bilden. Reye drückt diese Beziehung, ebenso wie bei den zwei 
Schaaren projektiver Ebenenbüschel um die Geraden verbundener 
Begelscharen (Nr. 95), dadurch aus, daß er von dem Netze und 
der Reihe sagt: sie stützen sich. 

Die früheren, eben erwähnten einfach unendlichen Systeme, die 
sich auch stützen, sind in imsem jetzigen enthalten. Entsprechende 
Ebenenbüschel, aus den Bündeln genommen, bilden mit ihren Azen, 
entsprechenden Geraden, eine Regelschar von einfachen Sekanten der 
kabischen Raumkurve, und ihre entsprechenden Ebenen gehen nach 
Doppelsekanten der Kurve, welche jene Geraden treffen, also die ver- 
bundene Regelschaar bilden. Die Schar projektiver Ebenenbüschel 
um diese, welche sich auf die Schar jener projektiven Büschel stützt, 
ist im Netze enthalten. 

Wir kommen darauf ausführlich zurück. 

In Nr. 206 haben wir, aus der Erzeugung der kubischen Raum- 372 
kurve durch drei projektive Ebenenbüschel, Schlüsse gezogen auf ihre 
Bestimmung durch Punkte und Doppelsekanten. Wir erkennen aber- 
mals die eindeutige Bestimmung der Kurve 1) durch sechs 
Punkte, 2)durch fünf Punkte und eineDoppelsekante, 3)durch 
drei Punkte und drei Doppelsekanten und neu 4) die durch 
zwei Punkte und vier Doppelsekanten. Denn wenn zwei der 
gegebenen Punkte zu den Scheiteln der erzeugenden Bündel genommen 
werden, so ist die KoUineation zwischen ihnen bestimmt durch i Paare 
entsprechender Strahlen und 4 — % Paare entsprechender Ebenen, wo 
» » 4, 3, 1, ist; und dadurch ist sie eindeutig bestimmt (Nr. 264, 
366). Diese Eindeutigkeit wird, wenn mehr als zwei Punkte gegeben 



1) Journal f. Mathem., Bd. 104, S. 214. 

Sivsm, Q«O]B0kr. VerwMidlfobji/1011. IL \^ 
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sind, dadurch, daß man beliebige zwei von ihnen als Scheitel nehmeo 
kann, nicht in Frage gestellt; weil die bei irgend zwei sich ei^bende 
kubische Raumkurve und die Kongruenz ihrer Doppelsekanten ja ans 
jeden zwei ihrer Punkte, also aus beliebigen zwei andern yon den 
gegebenen Punkten durch kollineare Bündel projiziert wird und ako 
auch bei diesen als Scheiteln sich als Erzeugnis ergibt. 

Im Falle i » 2, der zu vier Punkten und zwei Doppelsekantoi 
gehört, ist keine Eollineation möglich (Nr. 266). 

Zwischen zwei gegebenen Bündeln sind oo^ EoUineationen möglich; 
denn vier festen Elementen: i Strahlen und 4 — » Ebenen (» — 4^ 3, 1,0) 
des einen kann man auf oc^ Weisen entsprechende Elemente im andern 
zuordnen. 

Nun gibt es oo*'^ Paare von Bündeln, zwischen je zweien oo* ! 
EoUineationen; andererseits kann jede kubische Raumkurve aus be- 
beliebigen zwei ihrer Punkte, also auf oo' Weisen durch kollineare 
Bündel erzeugt werden; so ergibt sich die schon (Nr. 202) aus dar 
früheren Erzeugung abgeleitete Mannigfaltigkeit 

2. 3 + 8-2 = 12 

der kubischen Raumkurve von neuem. 

Aus dieser Mannigfaltigkeit 12 und dem Umstand, daß sechs 
Punkte zu einer endlichen Anzahl von kubischen Raumkurven fuhren, 
folgt, daß es für eine Kurve im Räume eine doppelte Bedingung 
ist, durch einen gegebenen Punkt zu gehen. Daher ist die 
Bedingung, daß sieben Punkte einer kubischen Baumkurye 
angehören, eine doppelte: für zwei der sieben Punkte müssoi 
die sechs Verbindungslinien mit den übrigen dem Pascalschen Satze 
im Bündel genügen*). 

Durch i ^ö Punkte und b — i Doppelsekanten ist also ein doppelt 
unendliches System von kubischen Raumkurven festgelegt. Insbesondere 
erwähnenswert (Nr. 324) ist der Bündel kubischer Raum kurven 
durch fünf Punkte. Durch jeden Punkt des Raums geht eine, jede 
Gerade ist Doppelsekante für eine von seinen Kurven. In Nr. 241 
fanden wir zwei solche Bündel in eindeutiger Beziehung ihrer Kurven. 
373 Die oo* kollinearen Bündel um die Punkte von iJ' mögen etwas 

weiter untersucht werden. Oq sei festgehalten, tTq eine Ebene in ihm, 
die entsprechenden Ebenen in den andern Bündeln gehen durch die 
Dopp elsekante, welche in jener enthalten ist, also eine von ihnen 
durch einen gegebenen Punkt P. Von den Strahlen in Oq, welche 



1) Chasles, Aper9u historique (Deutsche Übersetsong von Sokncke, 
Geschichte der Geometrie, 1839, S. 442, Nr. 4). — In Schröters Oberfl&ch» 
2. Ordnung und Raumkurven 3. Ordnung, S. 240 wird eine dieser Bedingongen 
als hinreichend bezeichnet ; sie bewirkt nur, daß einer der sieben Punkte Spitn 
einea Kegels 2. Grades ist und die sechs übrigen auf diesem liefen. 
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den Strahlen aus den yerschiedenen Bündeln nach P kor- 
respondieren^ tailt einer in die Ebene tIq, daher bilden sie einen 
Strahlenbüschel; seine Ebene rzp geht dnrch die von P kommende 
Doppelsekante. 

Dem Strahle Iq von Og korrespondieren in den die Geraden 
einer ßegelschar (einfacher Sekanten) (Nr. 370), von ihnen treffen 
also zwei eine gegebene Gerade ^; von den Ebenen des Oq, die 
den nach g gehenden Ebenen der verschiedenen Bündel 
korrespondieren, gehen daher zwei durch 2^; also umhüllen sie 
einen Kegel 2. Orades K^K 

Wenn nun in den Bündel 0^ ein fester Kegel Ä^* gelegt 
wird, so folgt daraus, daß er mit ttp zwei Kanten und mit K^ vier 
Berührungsebenen gemein hat, daß von dem Systeme der inm in 
den Bündeln entsprechenden Kegel, zu dem er selbst gehört, 
zwei durch einen gegebenen Punkt gehen und vier eine ge- 
gebene Gerade berühren; dies gilt also auch für die in eine feste 
Ebene E eingeschnittenen Kegelschnitte. Die drei Schnitte von E 
mit jB' liefern Geradenpaare, die aber in den Formeln: 2v = p + ii, 
2p = V + ö (Nr. 186) doppelt zu rechnen sind. 

Jetzt sei in diese feste Ebene E ein Kegelschnitt & ge- 
legt: wir untersuchen das System der Kegel im Bündel Oo, 
welche den den S' projizierenden Kegeln der verschiedenen 
Bündel entsprechen. 

Von der Regelschar der Geraden, die dem Strahle l^ entsprechen, 
treffen vier den &'; also gehen vier von den fraglichen Kegeln 
durch l^'y von den Ebenen, die der tt^ korrespondieren, berühren zwei 
den &^, mithin berühren zwei von den Kegeln die ttq. 

Wenn vorhin Äo* der die Kurve ü* projizierende Kegel ist, so gilt 
dies auch für die entsprechenden Kegel, und die von allen diesen 
Kegeln in eine feste Ebene eingeschnittenen Kegelschnitte haben also 
die Charakteristiken v == 2, p = 4. Die Schnittkurve 4. Ordnung 
3. Erlasse (Nr. 203, 205) der abwickelbaren Fläche der Tangenten der 
U* ist Enveloppe dieser Kurven. Hier ergeben sich v und p einfacher 
daraus, daß aus einem Punkte von E eine Doppelsekante kommt und 
eine Gerade von E vier Tangenten der ü' trifft. 

Im zweiten Falle sei S* die absolute Kurve, also handelt es sich 
um das System der Kegel im Bündel 0^, welche den isotropen Kegeln 
der verschiedenen Bündel entsprechen. Der isotrope Kegel O^ß* 
gehört zu ihm; und für jede von seinen Berührungsebenen ist er der 
eine berührte Kegel; sie gehört daher stets zu einem Quadrupel ge- 
meinsamer Berührungsebenen dieses Kegels mit einem der andern; so 
daß nm Oq^' eine Involution 4. Grades entsteht. Die sechs Schnitt- 
kanten^ unter ihnen zwei reelle, sind je die Fokalazen, in Oq, der 
Eollineation zwischen Oq und einem andern Bündel 0. äv^ 
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D» sns »>ä: O« sf £' x^p^äKr: w«än kau. so folgt, U 

Tc^ äc T>«*>^^^ iyt a:<^ jui ii !■■ mm l i tt worden mnl^ 
j^c*r 'c^b;§-?"i* EÄxrkxrre »-f 3c- Weisem dmrck kollineare 
B^£tCr:] TOfl cleter Speziftliiii i^rzeurt verdem kann. 

fpezielien Karre. v€^<£^ t-'^c H<-!mkolti geAmdcn wurde oBd 
Horopierk-rre gcBs^n wird*. 

Wir könsen sie imh zwei kongruente Bündel eneogeD*). 

Dir KoiczideDieienMcite ar mpdri li i |j. r ndr r koi^rmanter Bfindd 
Idbren. daft ron doL unendli^li fer=:<?z: Punkten dieser kobisehen Bioffl- 
knrre zwei imsginär^ F. IT aof «kr fthsolotoi Karre S* liegen, ia 
dritte r«eUe im Pole U ron FIT in bezog snf diese Karre; wonia 
folgt, daß die Knrre aas U dorch einen BoUtionssrlinder pioji- 
zieri wird. 

Sie entsteht aaf -jc^ Weisen durch kongruente Bündel, 
und die Scheitel sind inTolutorisch auf ihr gepmmrl Solch« 
Bündel müssen in der unendlich fernen Ebene kollineare Felder ho- 
vomifen, in denen 6' sich selbst entspricht, oder allgemeiner ein Kegd- 
«^hnin K, welcher in F. TT die U F. IF". und damit den 6* berührt, 
iJso die unendlich ferne Kurre irgend eines «reellen) BotationskegeU, 
dfttsen Axe nach U geht Diese ebene Kollineation hat UVW nun 

1 Helmhol tz, Handbuch der phTsiologischen t>ptik, 2. Aufl., { 27 und 81: 
y. hchur, Sitrongsber. der Dorpater Xatnrforecher-GeMllBchaft, 2. Not. 18W; 
'^eiUchrift für Math. u. Phys., Bd. 47, S. 875; W Ludwig, Die Hoiopterkune. 

sthem. Mitteilungen aus dem Verlage math. Modelle von Martin ScfailÜD^- 

nwr Folge, Nr. 3. 

üy Hejc^ Geometrie der La^^ ^. XxA., kJöV,\^'$i.\"\^. 
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Jede zwei dieser BQndel haben oo^ Paare entsprechender drei- 
rechtwinkliger Dreikante mit OU, OVW-, O'U, O'VW als festen 
Gegenelementen (Nr. 351). 
375 Nehmen wir nun an, daß die beiden kollinearen Bündel 

0, 0' eine (dem Büschel 00' angehörige) sich selbst entspre- 
chende Ebene a^a' haben; die entsprechenden Büschel (0, a), 
{0\ a') erzeugen dann einen in dieser Ebene gelegenen Kegel- 
schnitt R^j der ein Teil des vollen Erzeugnisses jR' ist. In 
a = a' liegen auch f und e und sind die Tangenten von iJ* in 0, 0'. 
Die beiden Büschel um f und /" (Nr. 369) werden perspektiv, und der 
Eegel (0), der die Strahlen von enthält, welche die entsprechenden 
schneiden, zerfallt in zwei Strahlenbüschel {0, a), (0, ß), wo ß die 
Ebene der Perspektivitat ist, und ebenso der andere (O'), der diese 
entsprechenden Strahlen enthält, in (0', a') und (0', ß'), wo die 
Strahlen von (0, ß) denen von (0', ß') entsprechen und sie je 
schneiden. Folglich ist die Schnittgerade ßß', der Ort dieser 
Schnittpunkte, der andere Bestandteil von 22'; gemeinsam ist 
ihnen der Punkt (aß, a'ß'). Jede Schnittlinie li trifft beide Teile, 
den Kegelschnitt im Punkte (aE, a'E'), die Gerade in (ßE, ß'E*); die 
Schnittlinie aa' wird unbestimmt, jede Gerade in der Ebene a = a' 
ist Doppelsekante von ü*. 

Von der Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse der Doppel- 
sekanten sondert sich also das Strahlenfeld in a ^ a' ab; es 
bleibt die Kongruenz der Doppelsekanten zwischen Kegel- 
schnitt und Gerade: 1. Ordnung 2. Klasse. 

Wenn im gemeinsamen Büschel 00' zwei sich selbst 
entsprechende Ebenen a = a', a^^a^' vorhanden sind, so ent- 
spricht 00' sich selbst; und umgekehrt, wenn das der Fall ist, ent- 
hält der konjektive Büschel 0' zwei sich selbst entsprechende Ebenen. 
Die Büschel um und 0' in jeder der beiden Ebenen sind perspektir, 
ü* in a = a' zerfällt in 00' und die Perspektivitätsaxe i*, und 
ebenso der in Oj = Oi' in 00' und Wj. Das Erzeugnis besteht 
also aus den beiden windschiefen Geraden u und ti^ und 
der sie treffenden Gerade 00', Weil auf u sich entsprechende 
Strahlen von (0, a) und (0', a), auf u^ solche von (0, a^) und (0', o^Cf 
schneiden, so begegnet jede Schnittlinie EE' den beiden Geraden ti,^ 
in den Punkten (aE, a'E'), (a^E, a/E'). Die ganze Doppelsekanten- 
Kongruenz besteht aus den beiden Feldern in a ^ a', 04 = 0/; 
welche die Doppelsekanten zwischen u und OO'j u^ und 00' ent- 
halten, und dem Strahlennetze [w, mJ, 1. Ordnung, 1. Klasse, dem 
eigentlichen Orte der Schnittlinien i.i. 

Umgekehrt, die Strahlen eines Netzes [ti, Wj] werden aus 
zwei Punkten 0, 0', die auf dem nämlichen Strahle des 
Netzes liegen, durch kollineare Bündel in dieser Spezialität 
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projiziert Denn eine Ebene durch oder 0' enthält einen Strahl 
des Netzes, und dieser bestimmt eindeutig die entsprechende Ebene 
im andern Bündel. Beschreibt H in einen Büschel um l, so durch- 
läuft der Netzstrahl die Regelschar [uu^Z], zu welcher 00' gehört; 
folglich geht durch 0' eine Gerade V der Leitschar; die Ebenen, welche 
aus 0' die Geraden der Regelschar projizieren und jenen Ebenen durch 
I entsprechen, gehen durch V und erzeugen einen Büschel. Es liegt 
demnach Kollineation vor. Die Ebene von nach u oder u^ enthält 
<x>* Strahlen des Netzes, darunter 00\ also den Punkt 0', und durch 
sie werden alle diese Strahlen aus 0' projiziert. Folglich entspricht 
jede dieser beiden Ebenen sich selbst. 

Die Hauptergebnisse der dualen Betrachtung sind: 376 

Wenn zwei kollineare Felder in Q, Q' vorliegen, so gibt es c»* 
Verbindungslinien entsprechender Punkte und oo^ Paare von sich 
schneidenden entsprechenden Geraden und zugehörige Yerbindungs- 
ebenen E. Diese letzteren, zu denen auch die Tragerebenen gehören, 
sind die Schmiegungsebenen einer kubischen Raumkurve, und jene 
Verbindungslinien sind die Schmiegungsaxen derselben (Schnittlinien 
von Schmiegungsebenen). Ist e^f die gemeinsame Gerade QQ', so 
sind fy e\ die ihnen entsprechenden Geraden, die in Q, Q' gelegenen 
Tangenten der Kurve. Die projektiven Punktreihen auf f und fj e 
und e' führen zu zwei in diesen Ebenen gelegenen Kegelschnitten, 
denen e = /*' gemeinsame Tangente ist. Die Ebenen E sind die ge- 
meinsamen Berührungsebenen dieser beiden Kurven. 

In jeden zwei der Schmiegungsebenen E entstehen kollineare 
Felder, in denen die Schnittpunkte mit einer Schmiegungsaxe und die 
Schnittlinien mit einer Schmiegungsebene homolog sind Usw. 

Wir kommen (Nr. 371) hier zu einem Netze (einer linearen Kon- 
gruenz) projektiver Punktreihen auf den Schmiegungsaxen, in denen 
entsprechende Punkte je durch die nämliche Schmiegungsebene ein- 
geschnitten werden, und zu einer Reihe kollinearer Felder in den 
Schmiegungsebenen, in denen entsprechende Punkte je die Spuren der 
nämlichen Schmiegungsaxe sind. 

Entsprechende Punkte der oo* Punktreihen bilden eins der Felder 
und entsprechende Punkte der oo^ Punktfelder eine der Punktreihen. 
Das Netz und die Reihe stützen sich. 

§ 58. Fortsetzung. Die Fläche 3. Ordnung. 

Drei kollineare Bündel 0, 0', 0" erzeugen durch die Schnitt- 377 
punkte entsprechender Ebenen eine Fläche. Durch einen Punkt X 
einer Gerade l geht die Axe eines Ebenenbüschels aus 0, von den 
Geraden der Regelschar, welche durch die beiden entsprechenden 
Büschel in (/, 0" entsteht, treffen zwei die Z in den Punkten X^. 
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Dnrch jeden Punkt X^ yon l geht eine Schnittlinie entsprechend« 
Ebenen aus (7, 0'\ die Doppelsekante der durch diese Bündel erzeugten 
kubischen Baumkurve; die diesen Ebenen in entsprechende Ebene 
trifiR; 2 in X Die Korrespondenz zwischen X und X^ ist daher ems 
[1, 2]; die drei Koinzidenzen beweisen, daß dreimal entsprechende 
Ebenen Ton 0, 0\ 0" sich auf l schneiden. 

Die Schnittpunkte entsprechender Ebenen dreier kolli- 
nearer Bündel erzeugen eine kubische Fläche (Oraßmsnns 
Erzeugung) ^). 

In schneiden sich zwei entsprechende Ebenen aus (Xj (f. Die 
drei Scheitel der erzeugenden Bündel liegen also auf der 
Fläche. 

Ungeeignet zur Erzeugung der kubischen Fläche sind drei koUi- 
neare Bündel, wie sie bei der kubischen Raumkurve sich ergeben 
haben. Da gehen durch jeden Punkt des Raumes drei entsprechende 
Ebenen. 

Je drei entsprechende Ebenenbüschel der Bündel er- 
zeugen eine auf der kubischen Fläche yerlaufende kubische 
Raumkurve r*. Wir erhalten deren oo*, und durch zwei Punkte 
der Fläche, etwa die Schnittpunkte H£'H", t\x\x\' ^ geht eine solche 
Kurve, erzeugt durch die Büschel mit den Axen £ti, E't]', ^'r{\ 

Zwei von diesen Kurven haben einen Punkt gemeinsam, 
nämlich den Schnittpunkt der Ebenen a;y, xxfy ^"y'\ wenn sie durch 
die Büschel x, x\ x\ bzw. y, y', y" erzeugt werden. 

Wir finden also bei den Kurven dieses Netzes die Fundamental- 
eigenschaft;en der Geraden der Ebene wieder; wir wollen deshalb 
auch den InbegriflF der r', welche durch den Punkt IÜ^l' der Flache 
gehen, also von den entsprechenden Strahlen der Bündel in den 
Ebenen £, £', H" herrühren, einen Büschel nennen. 

Weil eine von diesen kubischen Raumkurven r' einer Ebene drei- 
mal begegnet, so gehen durch einen Strahl eines der Bündel drei 
Ebenen, welche mit ihren entsprechenden auf jener Ebene sich schneiden. 

In jedem der drei Bündel umhüllen die Ebenen, welche 
mit ihren entsprechenden in den andern die Punkte eines 
ebenen Schnittes der Fläche erzeugen, einen Kegel 3. Klasse. 

Sehen wir drei ineinander liegende kollineare Felder als Schnitte 
von drei koUinearen Bündeln an, so ergibt sich: 

Bei drei ineinander liegenden kollinearen Feldern um- 

1) Graßmann, Journal f. Math., Bd. 49, S 47; GeBammelte Werke, Bd. II, 
1. Teil, S. 180; Schröter, Joum. f Math., Bd. 62, S. 266; Sturm, Flachen 
3. Ordnung, S. 20; Cremona, Joum. f. Math., Bd. 68, S. 1, Nr. 118 und 160 oder 
Grundzüge einer allgemeinen Theorie der Oberflächen, Nr. 230, 272; Keje, 
Geometrie der Lage, seit der 1. Auflage, jetzt 3. Auflage, Bd. DI, 7. Vortrag. 
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hüllen die Geraden eines jeden, die mit ihren entsprechen- 
den in einen Punkt zusammenlaufen, eine Kurve 3. Klasse, 
and die Kurve der Konkurrenzpunkte ist 3. Ordnung. Jede 
▼on jenen drei Kurven 3. Klasse berührt die Seiten der beiden Koin- 
Eidenzdreiecke, an denen ihr Feld beteiligt ist; die Kurve 3. Ordnung 
geht durch die Ecken von allen drei Koinzidenzdreiecken. 

Und dual: 

Die Punkte eines jeden der drei Felder, welche mit 
ihren entsprechenden in einer Gerade liegen, ist 3. Ordnung, 
and diese geraden Linien umhüllen eine Kurve 3. Klasse. Usw. 

Konstruieren wir, zu den Bündeln zurückkehrend, in einem von 
ihnen, etwa 0, die beiden Kegel 3. Klasse, die zu den Ebenen €, 6^ 
gehören, so laufen von den 9 gemeinsamen Berührungsebenen drei 
je mit den entsprechenden in die Schnittpunkte der Gerade €6, mit 
der Fläche zusammen, die sechs andern aber haben je mit den ent- 
sprechenden einen Punkt in e und einen von ihm verschiedenen in c^ 
gemein, also die Verbindungslinie beider. Demnach laufen sechs- 
mal drei entsprechende Ebenen, statt in einen Punkt, in 
eine Gerade zusammen. 

Diese sechs Geraden, welche ganz der erzeugten Fläche 
angehören, sind windschief zueinander. Wenn nämlich zwei 
von ihnen, in denen Oj, 04', a^", bzw. o,, o,', Oj" zusammenlaufen, 
sich schnitten, so würde dieser Schnittpunkt den drei entsprechenden 
Strahlen aiOj» 04' o,', 04" et«" gemeinsam sein. Ein solcher Schnitt- 
punkt entsprechender Strahlen ist aber im allgemeinen nicht vor- 
handen; denn in den Bündeln 0, Of haben wir 00^ Paare sich schnei- 
dender entsprechenden Strahlen; es ist für jeden der (x^ entsprechenden 
Strahlen in Cf' eine einfache Bedingung, den einen oder anderen der 
beiden homologen Strahlen zu treffen (es gibt je vier), hingegen eine 
doppelte, durch den Schnittpunkt zu geben; sie kann also im all- 
gemeinen von Geraden einer einfach unendlichen Mannigfaltigkeit 
nicht erfüllt werden. Geschieht es in speziellen Fällen, so erhält, wie 
wir später sehen werden, die Fläche eine besondere Eigenschaft: einen 
Doppelpunkt im Konkurrenzpunkte. 

Jene sechs Geraden 

bilden also ein Sextupel von windschiefen Geraden auf der 
Fläche, welches das der unserer Betrachtung zu Grunde 
liegenden Erzeugung zugehörige heiße. 

Die kubischen Raumkurven r* sind gegen diese Geraden wind- 
schief; denn die drei Ebenen, die in eine der a zusammenlaufen, be- 
finden sich im allgemeinen nicht in den erzeu^endfttL ^^^Ocidix:^. \^ 
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das aber der Fall, so gehört die Gerade zur erzeugten Karre r^, welche 
in sie und einen sie treffenden Kegelschnitt zerfällt. 

Drei homologe Kegel 2. Grades in den Bündeln erzeugen durch 
die Schnittpunkte entsprechender Berührungsebenen eine Kurve 6. Ord- 
nung auf F^, denn jeder von ihnen hat mit dem zum namlichpn 
Bündel gehörigen Kegel 3. Klasse, dessen Ebenen mit den entsprechen- 
den einen ebenen Schnitt der Fläche liefern, sechs Tangentialebenen 
gemeinsam. Gegen die Geraden a ist sie windschief, jenen kubischen 
Raimikurven r* begegnet sie zweimal, weil von den erzeugenden 
Büscheln je zwei Tangentialebenen an jene Kegel kommen. 

Nehmen wir nun einen Kegel 2. Grades in 0, welcher fünf von dm 
Geraden a, etwa o,, a,, . . . a, tangiert, so tun es die entsprechenden 
ebenfalls; in diese fünf Geraden laufen fünf Tripel homologer Be- 
rührungsebeuen der Kegel zusammen; sie gehören daher zur erzeugten 
Kurve; das eigentliche Erzeugnis ist eine Gerade 6^, welche, wie die 
kontinuierliche Erzeugung erfordert, von jeder der fünf sich ab- 
lösenden Geraden einen Punkt enthält, gegen a^ aber windschief ist, 
wie die nicht zerfallende Kurve 6. Ordnung. 

Wir erhalten auf diese Weise sechs Geraden der Fläche 

hy hy h? K K hy 

von denen jede die fünf Geraden a trifft, welche nicht den- 
selben Zeiger haben, gegen die sechste windschief ist Sie 
sind daher windschief gegeneinander; es gehören z.B. ai,(iif(H: 
&4, 2^5, h^ zu verbundenen llegelschareu. Es liegt eine sogenannte 
Doppelsechs vor: 

a^ flj aj a^ a^ a^ 

bi 6, 6j 64 65 6^; 

jede Gerade aus diesen beiden Sextupeln, ist gegen die fünf in der 
selben Zeile stehenden und die einzige in derselben Kolonne stehende 
windschief, die fünf andern schneidet sie. 

Auf diese Doppelsechsen hat zuerst Schlaf li aufmerksam ge- 
macht^). 

An die entsprechenden Kegel 2. Grades der Büschel, die zu einer 
der Geraden b führen, kommen von den entsprechenden BüBchehi je 
zwei Ebenen. Daher begegnen die Geraden b den Raumkurven r* je 
zweimal. 

Wenn wieder a^, 04', a^"; Og, o^', Oj" die in Oj, o, zusammen- 
laufenden entsprechenden Ebenen sind, so lösen sich von der Karre 
r^ welche durch die Büschel a^Qj, c^'a,', a/'o^" entsteht, die Geraden 



1) Quarterly, Journal of Mathematics, Bd. 2, S. 116; Briefwechsel zwischen 
Steiner und Schläfli (1896), S. 68. 
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Oiy Oj ab; es bleibt als eigentliches Erzeugnis eine Gerade c^^, welche, 
wie oben, mit a^ und a^ je einen Punkt gemein hat. Das führt zu 
15 Geraden c^%,'''C^, die auf der kubischen Fläche liegen. 

Der gemeinsame Punkt dieser zerfallenden kubischen Baumkurve 
Ohf ^f ^) ™^^ einer andern r* liegt, weil nicht auf a^ oder a^, 
auf Ci^, 

Demnach hat jede von den Kurven r' mit den Geraden 
a keinen, mit den b je zwei, mit den c je einen Punkt ge- 
meinsam. 

Die beiden Punkte, welche h^ mit (o^, aj, q^) gemeinsam hat, 
Terteilen sich auf o, und c^g; ebenso wird c^^ von b^ getroffen, da- 
gegen nicht von bg, . . . &e (weil z. B. h^ die 0^,0^ trifft), ebenso nicht 
Yon Os, • . . Ag, denn diese haben mit (a^, o,, q^) keinen Punkt ge- 
meinsam. 

Daher trifft jede der 15 Geraden c^^ Ton den a, h die 
beiden Geraden a,., a^ und die b^, b^ und ist die dritte Gerade in 
den Ebenen a^&j^, a^b^. 

Der volle ebene Schnitt a^b^c^^ wird Ton jeder andern Gerade 
der Flache einmal getroffen, von c^^ auf a^, von c^^ auf &,, von c^^ 
auf C|,. Danach haben zwei Geraden c ohne gemeinsamen 
Zeiger einen Schnittpunkt, zwei andere sind windschief. 

Wir haben die 27 Geraden der Fläche und ihr Verhalten in 
bezug auf Schneiden und Nichtschneiden. Jede wird yon zehn 
Geraden geschnitten, von denen fünfmal je zwei sich schnei- 
den; dies wird durch folgende drei Typen dargestellt: 

«llOjCij, ©s^lS? ^4^147 ^5^5? ^6^16? 

^1 1^2^12; ^8^18; ^4^14» ^5*^15? ^6^6> 

^f I ^1 ^2? ^2 ^if ^84^66; ^86^46? ^86^45; 

und führt weiter zu 45 Ebenen mit je drei Geraden, 30 vom Typus 
Oj 6,0^2, 15 vom Typus c^iC^^c^^. 

Die Erzeugung liefert ein zweites doppelt unendliches Sy- 378 
stem (Netz) von kubischen Baumkurven auf der Fläche, die 
sich gegen die a und b umgekehrt verhalten, jene zweimal und 
diese nicht schneiden, woraus dann folgt, daß sie den c ebenfalls ein- 
mal begegnen. 

Zu diesen Kurven gehören die drei kubischen Baum- 
kurven JB^j, JBq,, iJ^2, welche durch je zwei der kollinearen 
Bündel 0, 0', 0" erzeugt werden. Ist X ein Punkt von jR*^ und 
«" der Strahl von 0", der den beiden nach X gehenden entsprechenden 
Strahlen x, x von 0, 0' in 0" homolog ist, so geht eine seiner 
Ebenen durch X und trifft sich dort mit den entsprechenden Ebenen 
durch X und x\ so daß X auf der Fläche liegt. Folglich gehören 
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die drei Kurven der Fläche an, und Ton neuem sehen wir, daß die 
drei Scheitel auf ihr liegen. Tangenten in an die Karren ü^^, B}^ 
sind die Strahlen von 0, welche den Strahlen (/O, Cf'O korrespon- 
dieren. Berührungsebene der Fläche in ist also die Ebene^ welche 
den beiden entsprechenden Ebenen von Cf, (y\ die durch gehei, 
in dessen Bündel korrespondiert 

Eine Schnittlinie entsprechender Ebenen aus und 
ist Doppelsekante von Jß^^; von ihren drei Schnitten mit 
der F^ liegen zwei auf Jß^^, der dritte ist der Schnittpunkt 
mit der homologen Ebene in 0", der erzeugende Punkt 

Die Geraden a sind, als Schnittlinien von drei entsprechenden 
Ebenen, Doppelsekanten von allen drei Kurven und allen alm- 
lichen, die im folgenden sich ergeben werden. 

Zwei kubische Raumkurven B^^ B^ seien gegeben, die einen 
Punkt gemein haben. Wenn O auf ü,*, 0" auf j^* liegt, so werden 
ihre Bündel durch die Kurven zu dem von koUinear; die durch 
diese drei Bündel erzeugte Fläche JP' enthält beide Kurven, und ihre 
sechs Geraden a sind gemeinsame Doppelsekanten derselben, und 
solche gemeinsamen Doppelsekanten, welche in vier getrennten Punkten 
treflfen, müssen, wegen dieser vier Punkte, der JP* angehören. 

Zwei kubische Raumkurven mit einem gemeinsamen 
Punkt haben sechs gemeinsame Doppelsekanten, welche sie 
in verschiedenen Punkten treffen. 

Eine kubische Raumkurve r* des früheren Systems sei durch die 
Büschel a:, x\ x" erzeugt, die Trägerfläche der durch x und x' er- 
zeugten Regelschar trifft ü^j, außer in 0, noch fünfmal. Durch einen 
dieser Punkte X gehe die Gerade ££" der Regelschar; da er einer 
der beiden weiteren Schnitte von E und JR^^ isi^ so geht die Doppelr 
Sekante H' durch ihn, er ist also allen drei homologen Ebensi 
E, E', E" von X, x\ x" gemeinsam, Punkt von r*. 

Die Kurven i?^^, iJ^,, B\^ werden von jeder der Kurven 
r' fünfmal getroffen. 

Die Trägerfläche der Regelschar, die durch die Büschel x and 
x' erzeugt wird, geht durch jR^^ und die Geraden der Regelschar 
sind Doppelsekanten der Kurve (Nr. 369); sie geht aber auch durch 
r^, und die Geraden der Regelschar sind für diese Kurve einfinde 
Sekanten (Nr. 201). Folglich haben die beiden Kurven, auf der 
Trägerfläche verbundener Regelscharen gelegen, verschiedenes Verhalten 
gegen dieselben und daher fünf Begegnungspunkte (Nr. 165). 

Von den fünf Schnittpunkten der J?^^ mit (o^, Oj, Cj,) liegen je 
zwei auf o^, a^ xmd einer auf c^. Der ebene Schnitt o>^x^i beweist 
ims, daß kein Punkt von i?^^ auf \ fällt. Die sechs Schnitte mit 
der Fläche (a^agflg, b^b^bo) fallen alle auf die a. 
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Es soll nun gezeigt werden, daß die arsprünglichen Scheitel 379 
1er erzeugenden Bündel durch beliebige Punkte der Fläche 
ersetzt werden können. Es genügt; dies an einem, (/', zu zeigen. 
I^ir ersetzen ihn zunächst durch einen beliebigen Punkt 0" der 
Enrve JB*, und daher jede Ebene H" von 0" durch diejenige E" vonO", 
welche durch dieselben beiden weiteren Punkte der Kurve Rf^ und ihre 
rerbindende Doppelsekante geht. Dadurch wird der Bündel 0'' zu 
ien Cy, Cf' koUinear mit diesen Ebenen £', t\ l" als entsprechenden, 
lud also auch zu 0. Jeder Punkt lH' der Fläche^ ist auch Schnitt- 
>uiLkt ll'i" dreier entsprechenden Ebenen aus 0, (/, 0", weil il"^l'i" 
and daher lit'^lil". 

Wenn £" durch E" ersetzt wird, so tritt niemals Unbestimmtheit 
^in, auch wenn die Doppelsekante in l!' durch 0" geht; dem Strahle 
ty'Ö" entspricht in^der durch die Kurve^JS^^ bewirkten Eollineation 
Ewischen 0" und 0" die Tangente in 0", also ist 1" durch jene 
Doppelsekante und diese Tangente bestimmt. 

Nunmehr sei ein beliebiger Punkt von i^', der Schnitt aa'd 
lurch den also die nach a'a" gelegte entsprechende Ebene ä" von 
;eht, wo dieser Punkt auch auf Rl^ liege; femer sei a der Strahl 
ftus nach O und a', a' die ihm entsprechenden Strahlen; sie sind 
in o, a, a' bzw. gelegen. Die Büschel a und a' erzeugen eine Regel- 
schar pfj von Doppelsekanten der ü^j, unter ihnen a'a", welche durch 
geht; also gibt es in der verbundenen Schar, deren Geraden die 
Kurve üfg nur einmal treffen und zu der a', a" gehören, eine durch 
D gehende ä"; ihren Schnittpunkt mit^ jR*j nehmen wir als 0'\ 
Dieser Strahl ä" entspricht im Bündel 0" den Strahlen a und a"; 
denn die Ebenen, welche aus 0', 0", 0" die Geraden von p^^^ projizieren, 
gehen durch a', a", ä"; also sind auch a und a' entsprechend, und 
der Punkt O, in dem sie sich schneiden, liegt auf der durch und 
Ö" gehenden kubischen Raumkurve, welche durch die Bündel 0, 0" 
erzeugt wird und auf der kubischen Fläche verläuft, wegen deren 
Erzeugung durch 0, 0', 0". Wir können, auf dieser Kurve, 0" wiederum 
durch O ersetzen, und haben so 0'', in zwei Schritten, durch O ersetzt^). 

So wird jeder Punkt der Fläche Scheitel eines Bündels, 
der zu den gegebenen Bündeln kollinear ist. Die entsprechen- 
ien Ebenen aller dieser oo^ Bündel laufen je in den Punkt der Fläche 
usammen, den diejenigen aus 0, 0\ 0" gemeinsam haben; und den 
echs ausgezeichneten Ebenentripeln dieser Bündel, die nach den Ge- 
Eiden a^^ , . .a^ gehen, entsprechen in den übrigen Bündeln Ebenen, 
ie es ebenfalls tun. Denn weil von den Ebenen 04, 04', o^", die in 



1) Beye, Geometrie der Lage, 1. Auflage, Bd. U, S. 176, sowie in den 
>&teren Auflagen. 
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a^ sich schneiden, o^', 04" es tun, so tut es auch ä^", und weil es a^ 
und öl" tun, so tut es auch die entsprechende Ebene in O. 

Wir wollen, mit Schur und Reye^), den Inbegriff der obigen 
oo^Bündel ein Netz von kollinearen Bündeln nennen; jede drei 
Yon ihnen erzengen die Fläche; dies gibt cx)* aus der arsprfing- 
lichen Erzeugung abgeleitete Erzeugungen, von denen jede 
an Stelle derselben treten kann; zu allen gehört das Sex- 
tupel a^f Af ; • • • ^67 ^^^^ auch dieselben b und c. 

Von den kollinearen Bündeln, von denen je zwei eine kubisdM 
Raumkurve erzeugen und deren Scheitel sie erf&Uen, haben wir gesagt 
daß sie eine Reihe kollinearer Bündel bilden (Nr. 371); unser Neb 
ergab sich aus den drei ursprünglichen Bündeln 0, 0', 0" so, daB 
wir zunächst die beiden Bündel 0\ 0" durch eine Reihe verbandeo, 
deren Scheitel die R^^ erfüllen, und dann die Bündel dieser Bak 
wiederum mit je durch eine Reihe; denn der Bündel um den be- 
liebigen Punkt D der Fläche wurde als einer dieser Reihen angehörig 
erkannt, derjenigen, die nach dem Bündel 0" der Reihe O'O" geht 

Das ist die Entstehnngsweise, durch welche alle Netz genannten 
Gebilde sich ergeben. Wir haben sie die fächerförmige Ent- 
stehungsweise genannt (Nr. 218). 

Beliebige zwei Punkte der Fläche führen (durch ihre 
Bündel) zu einer auf ihr verlaufenden und die Punkte yer- 
bindenden 22'; und jede von ihnen kann durch beliebige zwei ihrer 
Punkte hervorgerufen werden. Es existieren also cx)*~* kubische 
Raumkurven R^ auf i^'; sie bilden das zweite oben erwähnte 
System. 

Alle treffen die a zweimal, die h garnicht, die c einmal, 
die Kurven r* des ersten Netzes fünfmal 

Die cx)^ durch einen Punkt von F^ gehenden iJ* bilden einffl 
Büschel. 

Wenn gesagt wurde, daß die Fläche durch beliebige drei der 
Bündel des Netzes erzeugt werden kann, so ist dies doch dahin sa 
präzisieren (Nr. 377), daß die Scheitel nicht drei Punkte einer 
Kurve Jß' sein oder die Bündel nicht derselben Reihe ange- 
hören dürfen. Die drei Bündel und ihre Scheitel müssen unab- 
hängig sein. 

Indem wir oben fanden, daß die Kurven JfJ* durch 0\ 0" toA 
durch und D sich in 0" begegnen, und erwägen, daß 0, 0', 0" 
beliebige drei unabhängige Punkte der F^ sind, erhalten wir: 

Zwei Kurven R^ haben stets einen Punkt gemein. Dieee 



1) Schur, Math. Annalen, Bd. 18, S. 13; Reye, Journ. f. Mathem., Bd. 104, 
S. 223. 
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ESigenschaften, die es mit dem Netz der r^ teUt, charakterisieren auch 
dies Kuryensystem als Netz. 

Zwei Reihen des Netzes kollinearer Bündel haben einen 
Bündel gemeinsam. 

Die nach einem Punkte P der F^ konkurrierenden homologen 
Ebenen aus den verschiedenen Bündeln des Netzes gehen^ so lange 
O auf einer R^ bleibt, durch eine bestimmte Doppelsekante dieser 
Kurve, und P ist deren dritter Schnitt mit JP*. Geht JfJ' durch P, 
so berührt die Doppelsekante in P; und der Büschel der durch P 
gehenden Kurven R^ liefert den Tangentenbüschel in P. Auf jeder 
Kurve des Büschels gelangen wir mit nach P; für diese Lage von 
O in P muß also die jenen Ebenen homologe Ebene durch alle diese 
Tangenten gehen, ist die Berührungsebene von P. Das stimmt mit 
dem oben für die ursprünglichen Bündel 0, 0\ 0" erhaltenen Ergeb- 
niese, daß den beiden in sich schneidenden homologen Ebenen von 
0', 0" im Bündel die Berührungsebene seines Scheitels korrespondiert. 

Die zum Sextupel der a gehörigen oo^ kollinearen Bündel mit 380 
den Scheiteln in den verschiedenen Punkten der Fläche können wir 
nun einfacher erhalten, wenn wir in ihnen immer die Ebenen nach 
Tier der Geraden a, etwa ^i, %, o,, 04 entsprechend annehmen. Aus 
den obigen Sätzen über das Schneiden der 27 Geraden folgt, daß 
<%, a^ die einzigen gegen a^, , , . a^ windschiefen Geraden der Fläche 
sind; also müssen sie jene vier zu dem zugehörigen Sextupel vervoll- 
standigen, und es ist gleichgültig, welche vier man nimmt Diese 
Kollineationen sind mit den früheren identisch, weil sie ja in den 
nach vier (oder allen sechs) Geraden a gehenden Ebenen als ent- 
sprechenden übereinstimmen. 

Benutzen wir ebenso das Sextupel der b, so erhalten wir ein 
zweites Netz von kollinearen Bündeln, welche die Fläche er- 
zeugen, und die beiden Kurvennetze der r^ und der Jß^ tauschen 
ihre Rolle aus. Die Kurve, welche durch zwei der jetzigen Bündel 
erzeugt wird, geht durch die Scheitel und trifft alle sechs Geraden i 
zweimal (oder vier von ihnen, was schon genügt), ist also mit der r*. 
Welche dasselbe tut, identisch; denn dadurch ist eine kubische Raum- 
turve eindeutig bestimmt (Nr. 372). Und ebenso ist eine Kurve, die 
fetzt durch entsprechende Büschel von drei kollinearen Bündeln so 
hergestellt wird, daß sie durch zwei gegebene Punkte geht, weil sie 
len a zweimal begegnet, mit der durch dieselben zwei Punkte gehenden 
R* von vorhin identisch. 

Wir wollen aber das neue Netz kollinearer Bündel direkt 
ixxB dem früheren ableiten. 

In jedem Punkte P der F^ konkurrieren aus den kollinearen 
Bündeln 0, 0\ 0", . . . des ersten Netzes entsprechende Ebenen; 
ladorch entsteht der Bündel P und wird kollinear zum Bündel uxxl 



192 in. § 68. Fortfetzuig. Die Fläche 8. Ordnung. 

einen zweiten Punkt P' der F^^ derartig, daß die je Ton dem näm- 
lichen kommenden Ebenen homolog sind. Wenn 0' ein beliebiger 
zweiter Punkt auf F^ und 22^ die durch und 0' gehende kabisdM 
Raumkurve des zweiten Netzes ist, also die durch die kollinearen 
Bündel 0, 0' erzeugte, so ist für irgend eine Ebene E Ton O der Ponkt 
P; in den sie mit den entsprechenden konkurriert, der dritte Schnitt 
derjenigen Doppelsekante von R\ welche die beiden andern Schnitte 
Yon l mit R^ verbindet; so daß die beiden Doppelsekanten in E, von 
zwei durch gehenden 22' herrührend, in ihrem Schnitte den P 
liefern. Folglich muß, wenn wir nun E zum Bündel P rechnen, d» 
Punkt 0, von dem sie kommt, allen den 22' gemeinsam sein, welche 
je durch die beiden weiteren Schnitte, mit 2^, der Strahlen p Ton 
(P, £) gehen. In der Tat gehen alle diese 22' durch denselben Punkt 
der Schnittkurve C" von E; denn verbinden wir sie mit irgend einer r* 
durch Flächen 2. Grades (Nr. 378), so enthalten die Kegelschnitte^ 
welche von diesen in E eingeschnitten werden, alle die drei Spuren 
von r' und gehen durch jene Punktepaare auf den p; also haben 
sie (Nr. 227) noch einen festen Punkt gemeinsam, der dann 
allen jenen 22' angehört, so daß sie einen Büschel bilden; was die 
erwähnten 2^^ auch tun, da sie durch r' und ihre Doppelsekante ans 
gehen. 

Dieser Punkt ist also derjenige, von welchem die Ebene | und 
die entsprechenden in P', P'\ • • • kommen. So zeigt sich, daß die 
Ebenen dieser Bündel eindeutig zugeordnet werden. Ist nun wieder 
p ein Strahl von P, so bestimmt er durch seine ferneren Schnitte mit 
2^' eine 22' und, wenn p die Doppelsekante aus P' an diese 22' i«t> 
so entsprechen den Ebenen E des Büschels p die Ebenen t des 
Büschels p\ und entsprechende haben je denselben dritten Schnitt 
mit 22'. So erweist sich die eindeutige Beziehung als Kollin eation. 
Und wir sehen, daß die Kurven 22' durch die Bündel P, P', P"*-- 
so entstehen, wie früher die r' durch die Bündel 0, (X, O",--, 
nämlich als Erzeugnisse entsprechender Büschel derselben. 

Umgekehrt, eine Kurve r', Ort gemeinsamer Punkte P, P', P"- • • 
entsprechender Ebenen aus entsprechenden Büscheln von 0, 0', O","; 
wird nun Ort der Scheitel P, P', P", • • • derjenigen Bündel, deren 
entsprechende Ebenen nicht bloß in einen Punkt 0, C, • • • zusammen- 
laufen, sondern in eine Gerade, eine der Axen jener Büschel oder 
der Doppelsekanten aus 0,0',-- an r'. Diese r' ist also für die 
Erzeugung durch die P, P'-- das, was eine 22' für die Er- 
zeugung durch die 0, 0\ • - - ist. 

Nach den Geraden \jh%y' - -, gemeinsamen Doppelsekanten aller 
r', laufen daher aus allen Bündeln P, P', • • • entsprechende Ebenen 
zusammen. 

Wir können die beiden Netze kollinearer Bündel der nnd 
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der P wiederam als sich stützend^) bezeiclmeii. Denn entsprechende 
Ebenen aller Bündel des einen Netzes bilden einen Bündel des an- 
deren (Nr. 95, 371). 

Nimmt man ans den Bündeln des einen Netzes, etwa den 
O, Cfy (y\ ' ' ' entsprechende Büschel heraus, deren homologe Ebenen 
in die Punkte einer r^ zusammenlaufen und deren Axen die Doppel- 
sekanten [dieser Kurve sind, so haben wir es mit einem Netze pro- 
jektiyer Ebenenbüschel zu tun, und die sich auf dasselbe stützende 
Reihe koUinearer Bündel: um die Punkte von r^ ist in dem zweiten 
Netze koUinearer Bündel P, P', P", • • • enthalten (Nr. 371). 

Aus den 27 Geraden a, h, c der Flache lassen sich 36 Doppel- 381 
Sechsen bilden, die wir durch drei Typen veranschaulichen können'): 

1) 



2) 



öl 


«j 


«s 


«4 


<h 


«6 


6, 


6. 


h 


h 


h 


h. 


«1 


«» 


«» 


«5« 


«64 


«46 


Cn 


c»i 


Ca 


h 


h 


\, 


«1 


h 


«M 


<^4 


0»6 


Cj« 


0» 


i. 


c» 


Cu 


Cl5 


^l«j 



3) 



ihnen gehören je 1, 20, 15 Doppelsechsen an. Jede Doppelsechs 
führt zu zwei Netzen von kubischen Raumkurven auf der 
Fläche, immer mit zwei Begegnungspunkten mit den Geraden des 
einen Sextupels und keinem mit denen des anderen, und zwei sich 
stützenden Netzen von kollinearen Bündeln, von denen je drei 
um unabhängige Scheitel die Fläche erzeugen. 

Jedes Sextupel hat mit 20 Sextupeln 3, mit 2 • 15 eine und mit 
1 -f 20 keine Gerade gemeinsam. 

Die drei erzeugenden Bündel können in oo^ * * Weisen im Räume 
gewählt werden; die Kollineationen zwischen dem ersten und dem 
zweiten, dem ersten und dritten Bündel sind je in cx)^ Weisen mög- 
lich (Nr. 372). Andererseits ist jede gegebene kubische Flache aus 
drei beliebigen Punkten auf ihr (in je 72 Weisen) auf c»* • * Weisen 
so erzeugbar; daraus folgt der Grad der Mannigfaltigkeit der kubischen 
Flachen: 

3. 3 + 2. 8-2. 3== 19. 

Es gibt cx)^^ kubische Flächen im Räume. 

Es mag jedoch nicht unerwähnt bleiben, daß nicht jede ku- 



1) Beye, Journal f Mathem., Bd. 104, S. 22a. 

S) Schröter, Journal f. Math., Bd. 62, S. 276; Gremona, ebenda Bd. 68, 
8. 78. 

StvrB, 0«OBMtr. YnwaDdtfoluiftdiL IL V^ 
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bische Fläche in reeller Weise durch kollineare Bündel er- 
zeugt werden kann. Nach der Realität der 27 Geraden bilden die 
kubischen Flächen fünf Gattungen ^). Diejenige, bei der drei GFeraden 
reell sind und die 24 übrigen sämtlich punktiert, ist nicht reell er- 
zeugbar*). 

Diese Erzeugung wird später zu einer eindeutigen Abbilduug ia 
kubischen Fläche auf eine Ebene führen, die sich aber auch aus der 
Erzeugung durch trilineare Büschel ableiten läßt (Nr. 211). 
382 Wenn man von einer auf F* verlaufenden Raumkarie 

n^' Ordnung 12" weiß, wie sie sich zu den Geraden eines be- 
stimmten Sextupels, etwa des der b, hinsichtlich der Anzahl 
der Schnittpunkte yerhält, so ist es leicht, die Anzahl ihrer 
Begegnungspunkte mit einer r^, die alle sechs Geraden h 
zweimal schneidet, anzugeben. Diese Anzahl sei n\ Die Begd- 
fläche 4. Grades der eine Gerade treffenden Doppelsekanten von r^^ 
auf welcher diese r* doppelt liegt (Nr. 203), trifft die ü", auBer- 
halb r^f noch in 4n — 2n Punkten; daher ist die Regelfläche der 
Doppelsekanten von r^, welche sich auf die R* stützen, vom Grade 
4n — 2n. Auf ihr ist JJ* einfach, da jeder Punkt von ihr nur eine 
Doppelsekante an r^ sendet, hingegen r^ (2n — n')-jEEich, weil der Kegel 
2. Grades, der sie aus einem Punkte auf ihr projiziert, der i2", aoBer- 
halb r\ noch (2n — n')-mal begegnet. Eine der Geraden b^ ist, wenn 
sie die 12" in ß^ Punkten schneidet, ß^-fache Erzeugende dieser Regel- 
fläche. Da nun jede Erzeugende der F^ schon dreimal b^^egnet: auf 
r^ und auf 22", so besteht der Schnitt der Regelfläche mit JP^ aus ü"^ 
r* und denjenigen 6^, bei denen ß|>0. Also: 

3(4n - 2n) = 3(2n - n) + n +Zß, 
oder: 

1) 3n'=5n-Zß^. 

Wenn n == 3, so ist 3n'= 15 — Zß,. 

Betrachten wir daher die zu den verschiedenen Sextnpeln (abo 1 
6 •2-mal getroffenen) gehörigen kubischen Raumkurven und ihre Schnitte 
mit der r^. 

Für das obere Sextupel im Typus 1) haben alle sechs ß da 
Wert 0, für das untere den Wert 2, also ergibt sich «'— 5^ 
bzw. n'= 1, wie wir schon wissen. Für die kubischen Raumknrren, 
welche den Geraden der Sextupel der beim Typus 2) hingeschriebenen 



1) Schläfli, Quarterlj Journal of Mathematics , Bd. 2, 8. 55, 110; Philos. 
Transactions, Bd. Iö3, S. 193. 

2) Cremona, Journal f. Math., Bd. 68, S. 117 und 118; Sturm, Flaches 
3. Ordnung, S. 3ul und 317. 
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Doppelsechs oder des einen in der Doppelsechs 3) zweimal be- 
gegnen, ist: 

ßi==ß2-ß8 = 0, ß*-ß6 = ß« = l, alson'-4, 
ßi = ß,=-ß8-2, ß,«ß,-ß,-l, abon=2, 

ßi«0, ß,-2, ß3 = ß,-ß, = ß, = l, also n'-3. 

Für alle Doppelsechsen desselben Typus gilt das nämliche. 

Es treten also alle fünf Anzahlen von 1 bis 5 anf; da- 
g^en nicht. Zwei auf derselben kubischen Fläche gelegene 
Raumkurven 3. Ordnung müssen sich mindestens einmal be- 
gegnen 1). 

Sind Ol, • • • o, die Zahlen der Begegnungspunkte mit den Ge- 
raden a, so lehren die Schnitte mit den beiden Trägerflächen verbun- 
dener Regelscharen (o^ a, a^, h^ b^ b^), (a^ a^ ^e; ^i ^t ^s); ^^' 

Za, + Zß^«2.2n; 
daher folgt aus 1): 

2) 3n=-n + Ia<. 

In vier kollinearen Bündeln 0, 0', (/', Cf" gibt es c»^ Quadrupel 383 
entsprechender Ebenen, welche einen gemeinsamen Punkt haben. Die 
Bündel 0, (X, 0" und 0, 0', O" erzeugen je eine kubische Fläche; 
auf beiden li^ die durch 0, O erzeugte kubische Raumkurve Jf2oi. 
Wenn in einen gemeinsamen Punkt der beiden Flächen die Ebenen 
E, £', £" bzw. x\^ T]', x\" zusammenlaufen, so aber, daß E, E' von t], x\ 
verschieden sind, so ist er Schnittpunkt der entsprechenden Strahlen 
lx\y E't]', also ein Puukt von JRui. Bei einem Puukte des weiteren 
Schnitts 6. Ordnung müssen £, i mit t], x\ identisch sein, d. h. die 
beiden Tripel sind E, E', E" und E, E', E'", und der Punkt ist Schnitt- 
punkt aller vier entsprechenden Ebenen. 

Bei vier kollinearen Ebenenbündeln entsteht durch die 
00^ Punkte, in welchen vier entsprechende Ebenen zusammen- 
laufen, diejenige Raumkurve 6. Ordnung, in welcher zwei 
Flächen 3. Ordnung, außer in einer kubischen Raumkurve, 
sich schneiden^). 

Die beiden Kurven begegnen sich, wie a. a. 0. bewiesen, in 
acht Punkten. Dazu gelangen wir auch durch eine auf der (unikur- 
salen) i2oi gelegene Korrespondenz. Jeder Punkt X von i2oi ist, als 
Punkt der ersten kubischen Fläche, Schnittpunkt lÜ'^ wir ordnen ihm 
die drei Schnitte X^ der iJSi mit E'" zu. Umgekehrt, jeder Xj der jR?i 
f&hrt zu einem Büschel durchgehender Ebenen E'" (um O'^Xj); die 
drei entsprechenden Büschel erzeugen auf jener Fläche eine kubische 



1) Math. Annalen, Bd. 21, S. 506. 

2) Flächen 3. Ordnung, Nr. 64. Ihr Rang ist 16, ihr Geschlecht 3. 
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tie die Gerade h^. Die beiden entsprechenden Ebenen ß und ß'' gehen 
demnach durch b^. Der O wird^ als Schnitt aä'\ Punkt der durch 
O, O'' erzeugten kubischen Raumkurve. 

Durch jeden Punkt von \ gehen, weil sie auf der JP* liegt, drei 
entsprechende Ebenen £, l\ l"-^ da durch ihn die Schnittlinie il" geht, 
BO tut es auch die i'j welche diese Gerade aus 0" projiziert; folg- 
lich treffen sich in jedem Punkte yon \ die entsprechenden Strahlen 
p£ und ß"E" von und 0", d. h. die Gerade \ gehört zu der kubi- 
schen Raumkurve, welche durch diese Bündel erzeugt wird. Wir 
Ilaben noch den ergänzenden Kegelschnitt nachzuweisen. Es ist un- 
mittelbar klar, daß seine Ebene durch a^ geht; denn auf sie kommen 
die beiden Begegnungspunkte mit a^, da h^ zu dieser Gerade wind- 
schief ist. Er heiße deshalb Slf. Er enthält die Scheitel und Ö'\ 
imd die entsprechenden Ebenen 04 und a^% die nach a^ gdien, ver- 
einigen sich in seiner Ebene. Die Büschel (0, Oj) und (0", 04) er- 
zeugen den Sil . Der Punkt (ßa^, ß"^) ^^^ <1^^ beiden Bestandteilen 
gemeinsam. 

Wenn wir also vermittelst einer iJ* auf eine der Ge- 
raden hy etwa \, kommen wollen, so muß jene Kurve zer- 
fallen in die h^ und einen Kegelschnitt 9lf, dessen Ebene 
durch a^ geht. Auf diesem Kegelschnitt liegen dann die erzeugen- 
den Scheitel. 

Das Erzeugnis ist demnach ausgeartet, jedoch noch nicht 
die Kollineation; aber sie ist spezialisiert durch das Vor- 
handensein einer sich selbst entsprechenden Ebene: der des 
K^elschnitts. Wollen wir nun auf dieser zerfallenen Kurve den 
Scheitel nach O, oder, da dieser Punkt sich nicht mehr auszeichnet, 
nach einem beliebigen Punkt 0^ von \ verlegen, so werden wir zu 
einer ausgearteten Kollineation gelangen und müssen daher die Be- 
trachtung noch aufschieben. 

Bei drei kollinearen Bündeln 0, 0', 0" sind im allge- 385 
meinen nicht entsprechende Strahlen dy d' ^ d" vorhanden, 
welche in einen Punkt D zusammenlaufen (Nr. 377)^). 

Wenn das aber im speziellen Falle eintritt, so wird der 
Punkt D Doppelpunkt der erzeugten Fläche jF*. Die Kurver', 
welche von den drei Büscheln d, d\ d" herrührt, besteht aus drei 
Geraden, in welche entsprechende Ebenen dieser demselben Bündel 
angehörigen projektiven Büschel zusammenlaufen (Nr. 200). Somit 
gehen durch D drei nicht in einer Ebene gelegene Geraden 
der Fläche, was auf einen singulären Punkt schließen läßt. Ferner, 



1) In bezug auf die Spezialisiemng für die Fläche mit Doppelpunkt und 
die Begelfläche vgl. Reje, Geometrie der Lage, 8. Aufl., Abt. HI, 10. Vortrag 
md Anhang, S. 182. 
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wenn l eine Gerade durch D ist, so modifiziert sich die in Nr. 377 
besprochene Korrespondenz [1, 2] der Punkte X und X^ in der Art, 
daß von den beiden einem Punkte X entsprechenden X^ der eine 
immer in D fällt, weil die Regelschar wegen der durch d', d" gehenden 
Ebenen der erzeugenden Büschel durch diesen Punkt geht. Wir haben 
also, Ton diesem festen Punkte absehend, eine Projektivitat [1, \\ 
So weit würde das auch gelten, wenn nur d'y d" durch D gehen, also 
D bloß Punkt von 22^, ist. Aber in der Projektiyitat entspricht D 
in unserm Falle sich selbst; weil nämlich auch d durch D geht, d\ d" 
aber einen Kegel 2. Grades erzeugen, dessen Spitze D ist, so hat 
auch der zweite Schnittpunkt, d. i. der Punkt, der dem D in [1, 1] 
korrespondiert, sich nach D begeben, und es bleibt nur eine von 
D verschiedene Koinzidenz. Auf jeder Gerade durch D yereinigen 
sich demnach zwei Schnitte mit F^ in diesem Punkte. 

Durch den Punkt D gehen sowohl alle r^, denn in jeden 
drei entsprechenden Ebenenbüscheln x, x\ x' sind xd, xd'y x" d" ent- 
sprechend, als auch die drei Kurven ü^^, 2J^, jfj*^ und daher 
alle B\ 

Die drei oben gefundenen Geraden der JP', welche durch D gehen, 
sind, als Schnittlinien entsprechender Ebenen, Geraden a, nehmen wir 
an: a^, a^, a,. Die Ebenenbüschel um die drei entsprechenden Strahlen 
von 0, 0\ 0", welche zugleich a^, a^ treffen, erzeugen (Nr. 377) die 
Kurve {a^y 05, 0^5), von der also c^^ den D enthält und ebenso tun 
^s ^467 ^56- ^^ haben wir sechs durch den Doppelpunkt 2) 
gehende Geraden der Fläche erhalten. 

Die Gerade c^^ ist damit Treffgerade von a^, a^, Oj, a^, Oj ge- 
worden, also identisch mit 6g, und ebenso c^g mit 65, c^^ mit J^. 
Femer ist a^ dritte Gerade in 64^14= C5ßCi4, mithin identisch mit (i^,, 
ebenso o^ mit c,^, a, mit q^- J^de der sechs Geraden, die durch 
den Doppelpunkt D gehen, repräsentiert daher zwei Geraden 
des allgemeinen Falls, ist binär. Die 15 übrigen Geraden hegen 
als dritte in den 15 Yerbiudungsebenen und zwar z. B.: in der Ebene 
OjCgi^CjgOj die Gerade feg, in ^^c^^=iC^^^ die Gerade o^ und in 
«j 64=^23^56 die Gerade q^. In den sechs binären Geraden hab«i 
sich zwei zu einer Doppelsechs: 

«1 Og aj Oge ^54 C45 

^2 8 ^1 ^12 ^4 ^6 ^6 

verbundene Sextupel vereinigt, und zwar immer zwei Geraden, die im 
allgemeinen Falle windschief sind, wie a^ und Cjj, . . .. 

Das Hyperboloid (a^, a^, «3; 64, 65, 65) ist in den Anschmiegongs- 
kegel übergegangen. 

Man kann auf diese Weise bis zu vier Doppelpunkten kommen. 
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Eine andere Methode, einen Doppelpunkt zu erzielen, 
ist, daß zwei der erzeugenden Bündel denselben Scheitel 
erhalten: 0= 0'; dieser wird Doppelpunkt. Durch jeden Strahl 
x^y dieses Bündels gehen, wenn x', y die entsprechenden Strahlen 
sind, die beiden entsprechenden Ebenen xy, x'%fj und die entsprechende 
Ebene im dritten Bündel 0" schneidet in dem einzigen Tom Scheitel 
verschiedenen Punkt der Fläche auf dem Strahl. 

Der Verbindungsstrahl 00" der Scheitel, als Strahl Ton 0", und 
die beiden ihm in den andern Bündeln korrespondierenden Strahlen 
führen, als Axen projektiver Ebenenbüschel in demselben Bündel, 
wiederum zu drei Geraden a^^, o^, o, durch den Doppelpunkt, 
in denen entsprechende Ebenen sich schneiden. Dazu 
kommen, als die weiteren Geraden der Fläche durch den 
Doppelpunkt, die drei sich selbst entsprechenden Strahlen 
der konzentrischen Bündel, deren Punkte auf die Fläche durch 
die verschiedenen Ebenen des Büschels um die entsprechende Gerade 
in 0" gelangen. Die Verbindimgsebene zweier dieser Geraden ent- 
spricht sich selbst in und 0', und ihre Schnittlinie mit der homo- 
logen Ebene in 0" ist daher eine a; wir haben so a^, 05, a, und 
erkennen jene sich selbst entsprechenden Geraden, ähnlich wie vorhin, 
zunächst als Cg^, ^^4, 0^5 und dann wiederum als 64, 65, \\ usw. 

Die drei sich selbst entsprechenden Geraden stellen die ü^^ dar. 

Weil von drei entsprechenden Ebenenbüscheln immer zwei einen 
K^el erzeugen, so gehen alle r^ durch dessen Spitze, den Doppelpunkt. 

Wir können zwei Bündel so koUinear machen, daß zwei ent- 386 
sprechende Büschel zu derselben Punktreihe perspektiv sind; man 
bestimmt sie durch vier Paare entsprechender Ebenen o, a'; ß, ß'; 
T, t'; ^, ^'? welche so beschaffen sind, daß a und a', ß und ß', t und 
T' je durch den nämlichen Punkt von hh' ^=^ d gehen. 

Folglich können drei Bündel so kollinear gemacht 
werden, daß in allen Punkten von d entsprechende Strahlen 
eich schneiden. Damit wird jeder Punkt von d Doppelpunkt 
der Fläche und diese eine kubische Regelfläche. 

Nunmehr sind beliebige drei entsprechenden Ebenenbüschel der 
Bündel so beschaffen, daß sie zu derselben Punktreihe d perspektiv 
sind; daher besteht das Erzeugnis r^ aus dieser Gerade und den beiden 
Transversalen, welche sie und die drei Axen treffen (Nr. 201): in 
den Transversalen schneiden sich entsprechende Ebenen. 

Diese Transversalen sind die Erzeugenden der Regel- 
fläche. Durch jeden Punkt von d gehen zwei; denn die drei 
projektiven Ebenenbüschel, deren Axen er gemeinsam ist, haben, außer 
dy noch zwei Geraden, in welche entsprechende Ebenen zusammen- 
laufen. 

Also sind alle Erzeugenden Geraden a. 
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Die Ebenen der Bündel ^ die nach den Erzeugenden gebm, nn- 
hüUen demnach Kegel 2. Ghudes, ersichtlich Tangentialkegel der FBche. 
Diese Ebenen der Bündel allein erzengen die Flache, & 
übrigen nnr die Pnnkte der Doppelgerade. 

Die genannten Kegel sind auch diejenigen, deren entsprechaidb 
Ebenen in Punkte einer gegebenen Ebene konkurrieren (Nr. 377), uai 
unabhängig von dieser Ebene; die Ergänzung zur 3. Klasse geschifllit 
durch die Büschel, deren Axen sich im Spurpunkt von d achimiaL 

Die durch den Scheitel gehende Erzeugende ergibt sieh fol* 
gendermafien. Dem Strahle (XO, als Strahl Ton (/, korrespondittt 
in 0" der Strahl 0"Q, wo Q der Schnitt mit Od sei; sind dann g\§ 
die dem Strahle g ^ OQ entsprechenden Strahlen, die sich mit ihs 
auf d treffen, so sind {g\ ff 0) und (g'\ 0"Q) entsprechende Ebena; 
beide enthalten g^ durch den die ihnen in korrespondierende Eboie 
auch geht; er ist die gesuchte Erzeugende. 

Wenn 6 = /" die Verbindungslinie Cf ist und e', f die esk- 
sprechenden Strahlen in 0\ sind, so sind die beiden durch 0(/ 
gehenden Ebenen = efy 0' »> ef korrespondierend; sie haben noek 
den Punkt von d gemeinsam, in welchem sich ja entsprechende 
Strahlen ihrer Büschel treffen, also sind sie identisch. Der Schnitt 
dieser Ebene » 6' mit der entsprechenden in O' ist Erzeugendi^ 
und der durch 0, Cf gehende Kegelschnitt in ihr, der durch die eot- 
sprechenden Büschel um 0, 0' entsteht, setzt mit d die Kurve ^ 
zusammen, und so zerfallen alle 22^ 

Für die einfache Leitgerade gibt es kein System tob 
oo^ Tripeln entsprechender Ebenen, welche ihre Punkte und 
nur sie erzeugen; drei Ebenen vielmehr, welche einen Punkt 
dieser Gerade gemeinsam haben, ist die ganze durch ilu 
gehende Erzeugende gemeinsam. 

Im Grunde läuft die Erzeugung auf eine einfachere hin- 
aus: Die beiden Tangentialkegel 2. Klasse aus 0, 0' sind projektiv 
bezogen und haben eine sich selbst entsprechende Ebene; die Schnitt- 
linien der übrigen homologen Ebenen sind die Erzeugenden. 

Man kann wiederum noch auf eine zweite Weise zu einer 
kubischen Regelfläche gelangen, wenn nämlich die drei 
Scheitel, die hier, wegen einer späteren Betrachtung, P, P', T 
heißen mögen, in einer Gerade d liegen und diese sich selbit 
entspricht. Jeder Punkt auf ihr ist drei entsprechenden 
Strahlen gemeinsam, also doppelt. Diesmal ergibt sich die 
einfache Leitgerade als Schnittlinie entsprechender Ebenen. 
Zunächst ist d selbst eine solche Gerade und zwar ftür oo^ 
Tripel; jede Ebene durch d aus trifft sich mit ihren entspreehenden 
Ebenen in d und liefert so in jede Ebene € einen erzeugenden Punkt 

Also gehört der Ebenenbiischel d in den drei Bündeln zu da 
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Kegeln 3. SQasse^ deren entsprechende Ebenen den Schnitt der Ebene 
€ erzeugen; es bleiben daher nur noch Kegel 2. Klasse. Von den 
▼ier gemeinsamen Ebenen der zu € imd e^ gehörigen Kegel 2. Klasse 
in P gehen drei nach den Schnittpunkten Ton ee^ mit der Flache; 
die vierte r\ läuft mit ihren beiden entsprechenden Ebenen r\, r\' in 
P', P" in eine Gerade e zusammen, die einzige von d ver- 
schiedene Gerade a. 

Jede der Kurven, erzeugt durch drei entsprechende Ebenenbüschel, 
zerfallt in d und einen Kegelschnitt. Nehmen wir aber entsprechende 
Strahlen aus (P, r\), (P', r\), (P", t]") als Axen, so zerfällt dieser 
noch weiter in c, die von ti, ti', ti" herrührt, und eine Gerade, welche 
d und e trifft und punktweise durch die Tripel der übrigen ent- 
sprechenden Ebenen jener Ebenenbüschel entsteht: eine Erzeugende; 
und e erkennen wir so als Leitgerade. 

Es mag noch der spezielle Fall besprochen werden, daß drei 387 
kollineare Bündel 0, 0', 0" gegeben sind, denen die Ebene 
TT der Scheitel entsprechend gemeinsam ist. Das Erzeugnis 
zerfällt dann in diese Ebene und eine Fläche 2. Grades F^. 
Drei entsprechende Ebenenbüschel aus den Bündeln, zu welchen TT 
nicht gehört, erzeugen eine kubische Raumkurve r', welche auf F* 
liegt; drei solche aber, deren Axen in TT liegen, erzeugen, weil zu 
je zweien perspektiv, eine Gerade g, in der die drei Perspektivitäts- 
ebenen (von je zweien) zusammenlaufen. Und so erhalten wir die eine 
Regelschar auf P*. In den drei projektiven Büscheln (0, TT), 
((/, TT), (0", TT) haben wir (Nr. 200) dreimal entsprechende Strahlen, 
die einen Punkt gemeinsam haben: Q^, Q,, Q^, Die bei den zu- 
gehörigen Ebenenbüscheln sich ergebenden Geraden g gehen bzw. 
durch diese Punkte, so daß dieselben auf der Schnittkurve HP» liegen. 
Durch sie gehen alle r^. 

Ferner die drei Kurven ü^j, jR^g, Rf^ zerfallen (Nr. 375) je in 
einen Kegelschnitt in TT, der ersichtlich durch Q^, Q2, Q^ geht, und 
eine ihn treffende Gerade 2; in den Punkten des Kegelschnittes treffen 
sich entsprechende Strahlen der beiden Bündel, die in TT liegen, in 
denen von l andere entsprechende Strahlen. So erhalten wir zunächst 
drei Geraden l^^, l^, i^ der andern Regelschar von P*. Wenn die 
Ebenenbüschel um die Strahlen x, x\ x' von (0, TT), ... zu der 
Gerade g geführt haben, so sind in je zwei homologen Ebenen von 
X und x' zwei entsprechende Geraden enthalten, die sich auf l^ 
sehneiden, die Schnittstrahlen mit den in l^^ sich begegnenden homo- 
logen Ebenen; beide Ebenenbüschel sind also zur Punktreihe auf l^^ 
perspektiv, und der dritte Büschel x" ruft eine konjektive Punktreihe 
hervor; von den beiden Koinzidenzen liegt die eine in TT, die andere 
auf g. Damit ist erkannt, daß l^^ und ebenso l^y l^^ von allen g ge- 
troffen werden. 
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Erweitern wir nun die drei Bündel 0, &, 0" zum Netze toh 
Bündeln, Welche alle dann die TT entsprechend gemeinsam haben, so 
ergibt sich das Netz der zugehörigen Kurven B^, die je aoB einon 
Kegelschnitte in TT durch die drei Punkte Q^, Q^, Q^ und einer 
Gerade aus der {-Schar bestehen; es ist immer diejenige, weldie 
durch den vierten Schnitt des Kegelschnittes mit der Kurve TTJ' 
geht; so daß jede l oo^ Kegelschnitte ergänzt. 
388 Betrachten wir endlich den Fall von drei konzentrischen 

kollinearen Bündeln 0, 0', 0". Wir wissen aus Nr. 200, daB es 
dann einen Kegel 3. Ordnung aus dem gemeinsamen Scheitel 
gibt, in dessen Kanten entsprechende Ebenen zusammen- 
laufen; er ist das Erzeugnis, welches eben so anstände 
kommt, daß im allgemeinen entsprechende Ebenen nur den 
Scheitel gemeinsam haben, oo^ Tripel aber eine ganze Oerade. 
In dieser Kantenreihe befinden sich oo^ Tripel, welche die Kurven r* 
vorstellen; in je drei entsprechenden Büscheln der Bündel gibt ei 
drei Tripel von homologen Ebenen, denen eine Gerade gemeinsam ist 
Und zwei Kanten des Kegels bestimmen eindeutig die dritfce im 
Tripel; denn laufen in jene E, E', E", bzw. x], r\\ r\' zusammen, so 
handelt es sich um die Büschel lr\, l'r\, E"ii", das dritte Tripel, m 
dem sie führen, und seine Konkurrenzkante. 

Das Erzeugnis i2^^ der beiden Bündel 0, O ist das Tripel 
der drei Koinzidenz-Geraden; denn ihre Punkte allein sind 
Schnittpunkte entsprechender Strahlen, und die Kongruenz der Doppd- 
sekanten der ausgearteten kubischen Raumkurve besteht aus den 
Strahlen des Bündels — denn in jedem schneiden sich zwei homologe 
Ebenen — und den Geraden in den Koinzidenzebenen. Jede Koinii- 
denzgerade von 0, 0' hat eine entsprechende Gerade in Cf' und die 
Ebene, welche beide verbindet, als Ebene von 0" betrachtet, triffi 
sich in ihr mit den entsprechenden in 0, 0\ So kommen diese drei 
Tripel auf den Kegel, und ebenso die übrigen Tripel, wenn die drei 
Bündel zum Netze erweitert und in Reihen gegliedert werden, jede 
mit drei Koinzidenzgeraden ^). 

Der Kegel wird auf diese Weise mit zwei Systemen von oo' 
Kantentripeln erfüllt. Jede zwei Kanten des Kegels bestimmen aodi 
ein Tripel der zweiten Art; fassen wir die dritte Schnittkante äuer 
Yerbindungsebene als Konkurrenzgerade homologer Ebenen aus allen 
Bündeln des Netzes auf, so ist jede Ebene durch sie cx>^ Bündeln dee 
Netzes, die eine Reihe bilden, entsprechend gemein und die beiden 

1) Schneidet man ein Netz kollinearei Bündel, die eine F^ eizengen, mit 
einer Ebene, so hat man ein Netz von kollinearen Feldern, welche ineinander 
liegen; perspektiv darüber können wir ein Netz von konzentriBchein kollinearen 
Bündeln stellen. Wir kommen jedoch auf eine selbständige Konntroktion dieser 
Gebilde später zu sprechen. 
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andern Schnittkanten der Ebene sind die Eoinzidenzgeraden der Bettle^ 
80 auch die gegebenen Kanten. 

Zwei entsprechende Büschel ans zweien der Bündel des Netzes 
erzeugen einen Kegel 2. Grades, der durch das Tripel der Koinzidenz- 
geraden der Reihe der Büschel geht; die drei weiteren Schnittkanten 
sind Geraden, durch die auch die entsprechenden Ebenen aus einem 
dritten Bündel gehen. Folglich liegen zwei Tripel verschiedener Art 
stets auf einem Kegel 2. Grades, wie allgemein eine r^ und eine R* 
auf einer Fläche zweiten Grades. 

Zwei weitere Erzeugnisse dreier koUinearer Bündel, die Komplexe, 
welche durch die Regelscharen [xx'x"^ und (xx'x") entstehen, werden 
spater besprochen werden. 

Es seien ein Feld Z und ein Bündel S\ welche kollinear sind, 389 
gegeben. Sie führen zu zwei Ortem von oo' Strahlen, also Komplexen, 
die jedoch identisch sind. Jeder Punkt X des Feldes liefert oo^ von 
ihm ausgehende Strahlen, welche die entsprechende Gerade x' im 
Bündel treffen, also in der Ebene Xx' liegen und daher einen Büschel 
bilden; ebenso enthält jede Ebene £' des Bündels oo^ Strahlen, welche 
der entsprechenden Gerade x begegnen; sie bilden ebenfalls einen 
Büschel um den Punkt i'x. Jeder Büschel der einen Art ist aber 
ein Büschel der andern Art. Nennen wir die vorherige Ebene Xx' 
des Bündels r\, so liegt, weil x' mit ihr inzidiert, der x' entsprechende 
Punkt X auf der entsprechenden Gerade y, und X ist r\y', der Strahlen- 
büschel um X in Xx' ist der Strahlenbüschel in ri' um T]'y; und 
ahnlich umgekehrt. Wir haben es also nur mit einem Komplexe zu 
ton; welches ist sein Grad oder wieviele von seinen Strahlen gehören 
zu einem gegebenen Strahlenbüschel (0, uj)? Der Strahlenbüschel 
{S\ rf), welcher in der Kollineation der Punktreihe auf y = Zuj ent- 
spricht, ist zu dieser projektiv und damit auch zu (0, uj). Von den 
Strahlen des Büschels (O, uj) treffen zwei die entsprechenden in 
^5', r\), nämlich in den Koinzidenzpunkten der konjektiven Punkt- 
reilien auf wr\, welche diese projektiven Büschel einschneiden. Diese 
Strahlen von (0, u)) geben durch einen Punkt von Z und treffen den 
ihm entsprechenden Strahl in 8\ gehören also zum Komplexe. 

Liegt also ein Feld Z und ein Bündel S' vor, die zuein- 
ander kollinear sind, so erzeugen die Strahlen, welche mit 
entsprechenden Elementen inzidieren und zwar zugleich mit 
zwei Paaren entsprechender Elemente: einem Punkte von Z 
und seinem entsprechenden Strahle in S', einem Strahle 
von Z und seiner entsprechenden Ebene in S\ einen Komplex 
2. Grades. 

Dieser Komplex ist der tetraedrale, den wir in Nr. 237 
besprochen haben. In der Tat, der Bündel bewirkt in der Ebene Z 
ein zu ihm perspektives und daher zu dem gegebenen kollineares 
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Feld. Es seien ü, Vy W die sich selbst entsprechenden Punkte dieser 
ebenen Eollineation. Sind X^ X' irgend zwei entsprechende Punkte 
derselben, so ist (Nr. 290) das Doppelverhältnis X(X', Uy F, W) kon- 
stant, folglich, wenn g ein Strahl des Komplexes ist, der vom Punkte 
X nach dem entsprechenden Strahl x ^ S'X' geht, auch das Doppel- 
verhältnis ^(X', üj V, W). Die Ebene gX' ist aber gx' oder gS'] 
daher ist das Doppelyerhältnis g{S\ U, V, W) für alle Strahlen des 
Komplexes konstant, dieser also ein tetraedraler ^). 

Das Tetraeder wird gebildet durch den Scheitel des Bündels und 
die drei Koinzidenzpunkte der KoUineation im Felde bzw. durch die 
Ebene des Feldes und die drei Koinzidenzebenen der KoUineation im 
Bündel. Man bestätigt leicht, daß alle Strahlen der vier Bündel nnd 
der vier Felder zum Komplexe gehören. 

Wenn ein Feld Z zu zwei Bündeln S\ S" kollinear ist, 
so geht von jedem Punkte X von Z ein Strahl aus, welcher 
die beiden entsprechenden Strahlen x\ x" trifft. Alle diese 
Strahlen erzeugen die Kongruenz 4. Ordnung, 3. Klasse, 
welche den zu Z und 8' und zu Z und S' gehörigen tetraednden 
Komplexen, außer dem Strahlenfelde in Z, gemeinsam ist. Die drei 
weiteren Strahlen aus jedem Punkte von Z fallen in diese Ebene and 
ergeben sich folgendermaßen. Werden die beiden Bündel S\ S" mit 
Z geschnitten, so entstehen drei kollineare Felder in dieser Ebene, 
und es gibt cx)^ Geraden, welche drei entsprechende Punkte enthalten: 
einen Punkt X des gegebenen Feldes und die Spuren von x\ x"\ also 
sind diese Geraden Strahlen der Kongruenz; sie umhüllen eine Kmre 
3. Klasse (Nr. 377), weshalb die Ebene Z für die Kongruens 
singulär vom 3. Grade heißt. Die Bündelscheitel S', S" sind 
singulär vom 2. Grade; d. h. von jedem geht ein Kegel 2. Ordnung 
an die Kongruenz, derjenige, der zum andern tetraedralen Komplexe 
gehört. 

In dualer Weise hat man bei zwei Feldern und einem Bündel, 
welche kollinear sind, in jeder Ebene des Bündels einen Strahl, welcher 
die entsprechenden Geraden der Felder triflFt. Alle diese oo* Strahlen 
erzeugen eine Kongruenz 3. Ordnung, 4. Klasse. 

§ 59. Erzeugnisse korrelativer Gebilde. Fläche 2. Grades nnd 

Hirstscher Komplex. 

390 Wir wenden uns jetzt zum Erzeugnis zweier korrelativer Bündd 

0, 0'. Schneiden wir zunächst jeden Strahl x von mit der ent- 
sprechenden Ebene E' von 0' in X, so fällt der Strahl x von C, 
der nach X geht, in die Ebene E', und daher geht seine entsprechende 

1) Liniengeometrie, Bd. I, Nr. 258. 
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Ebene E in durch x und durch X; dieser Punkt ist sowohl xt als 
ix\ Wir erhalten dasselbe Erzeugnis, ob wir die Strahlen von 
oder die von (/ je mit den entsprechenden Ebenen in andern Bündel 
schneiden. 

Auf einer beliebigen Gerade m ergeben sich zwei konjektive 
Punktreihen, die eine ist perspektiv zu dem sie aus dem einen Scheitel, 
etwa 0, projizierenden Strahlenbüschel, die andere zu dem Ebenen- 
büschel Yon (X, der ihm entspricht. Die beiden Koinzidenzen lehren, 
daß der Ort der Punkte X eine Fläche 2. Grades ist. Das Erzeugnis 
zweier korrelativer Bündel ist eine Fläche 2. Grades F^ und 
und zwar dieselbe, mag man die Strahlen des einen oder an- 
deren mit den entsprechenden Ebenen des jeweiligen zweiten 
schneiden^). Daß die Scheitel der Fläche angehören, ist unmittel- 
bar klar. 

Vier Paare entsprechender Elemente a, a'; 6, ß'; c, t'; rf> ^\ durch 
welche die Korrelation festgelegt wird, führen unmittelbar zu 12 
Punkten der erzeugten Fläche, nämlich: 0, (X; aa\ 6ß', ct', db'] 
ferner {ah, a'ß'), (ac, af'), . . . (cd, /O- 

Drei Paare führen zu acht Punkten, die man leicht als assoziierte 
erkennt, weil drei Ebenenpaare durch sie gehen. Wir werden bald er- 
kennen, daß dann oo^ Korrelationen möglich sind; sie führen zu den 
Flachen des Netzes durch diese acht Punkte. 

Lassen wir die Gerade m in die Schnittlinie der beiden Ebenen 
r. E fallen, welche den Strahlen x und x' nach dem Punkte X der 
Flache entsprechen, so wird die Konjektivität eine solche ausgeartete, 
laß X in beiden Reihen der singulare Punkt ist. Denn m trifft in 
K die Axe des Ebenenbüschels x\ der dem Strahlenbüschel (0, E) 
»ntspricht, also alle Ebenen desselben in dem nämlichen Punkte X, 
IC daß allen Punkten der ersten Beihe X in der zweiten korrespon- 
liert; und ebenso umgekehrt. Oder auch, dem Strahle x oder x' 
oitspricht die Ebene E', bzw. E, deren Schnitt mit m unbestimmt ist 
!)aher ist X auch die einzige Koinzidenz. Die Schnittlinie El' der 
übenen, welche den nach einem Punkte X der Fläche gehen- 
len Strahlen entsprechen, berührt in ihm die Fläche. 

Der Schnitt xl' eines Strahles x von ist der zweite Schnitt- 
)unkt, außer 0, mit F^] auf jedem Strahle des Büschels von 0, 
reicher dem gemeinsamen Ebenenbüschel um o » (/ als Büschel 
ron (X enspricht, vereinigt sich der zweite Schnitt mit 0, so daß 
ler Strahl die Fläche in berührt. 

Die beiden Ebenen t, t' der Bündel, welche dem gemein- 
lamen Strahle o entsprechen, berühren die Fläche in den 
Jeheiteln. 



1) Seydewitz, Archiv f Math. u. Phys. (1. Reihe) Bd. 9, S. 158. 
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Es sei X ein Siouhl des Büschels (0, t); ihm entspricht die 
Ebene E'=ii von o; die ihn enthaltende Ebene dieses Büschels nmo, 
ist (in der Korrelation) jener Ebene konjugiert 

Der Ti entsprechende Strahl y' von (0', t^) liegt in einer dritten 
Ebene durch o, welche der Ebene H' = n im anderen Sinn konjogieri 
ist. Der Ebenenbüschel o wird in sich projektiv, mit konjugierioi 
Ebenen als entsprechenden, aber im allgemeinen nicht involntoriscL 
Die beiden Koinzidenzen u), w^ sind sich selbst konjugiert and ersidit- 
lieh die einzigen Ebenen der Bündel, für welche das gilt. 

Weil sie sich selbst konjugiert sind, so geht jede von ihnen 
durch beide entsprechenden Strahlen. Es seien ^q, l^ die zu u», uuj 
polaren imd in diesen Ebenen gelegenen Strahlen von (0, t); die in 
((/, T^ seien l^', g^\ wir werden gleich erkennen, daß sie so benannt 
werden müssen. 

In jeder Ebene £ des Bündels entsteht der Schnitt der P 
durch zwei projektive Strahlenbüschel, von denen der zweite d^ 
Schnitt des dem (0, E) entsprechenden Ebenenbüschels x' ist. 

Geht E etwa durch g^^ so werden diese Büschel perspektiv, in- 
dem g^ sich selbst entspricht als Schnitt von ui, welche g^ korre- 
spondiert; das Erzeugnis zerfällt in g^ und die Perspektivitatsaxe l 
Die Axe x des den zweiten Büschel einschneidenden Ebenenbüschels 
liegt in u), weil E durch den polaren Strahl g^ geht. 

Wenn y ein Strahl von (0, E) ist, so geht die ihm entsprechende 
Ebene ti' dieses Büschels durch den Strahl von ((7, t*), welcher lo 
der y enthaltenden Ebene von o polar ist und in der dieser Ebene 
konjugierten Ebene von o liegt. Also treffen y und t)' und auch its 
Strahl \)y den ti' in E einschneidet, die Schnittlinie Et' in denselba 
Punkten, in denen sie von den genannten konjugierten Ebenen dnrcli 
geschnitten wird; oder die beiden Perspektiven Büschel in E, welche 
(/7q, V) erzeugen, schneiden in die Gerade Et' dieselben konjektif« 
Punktreihen ein, wie der Ebenenbüschel o durch seine konjugierten 
Ebenen. Die Koinzidenzen liegen auf g^ und 2; die auf { muB dsher 
in uj^ liegen. 

Verbinden wir einen beliebigen Punkt der Fläche mit g^ dord 
eine Ebene, so muß er auf der l dieser Ebene liegen. Eb^iso giU 
jede Ebene durch Iq eine Gerade g, und durch jeden Punkt der FBehe 
geht eine l und eine g. Alle Geraden l trefiFen die g^ und sind wiii- 
schief gegeneinander, weil nicht drei Geraden der Flache in 
Ebene liegen können, und weil die durch einen Punkt von F^ 
g und / den vollen Schnitt ihrer Ebene bilden, so folgt, daB jede f 
jeder l begegnet. Wir erhalten die beiden verbundenen 
auf F^\ sie sind reell oder imaginär, je nachdem ui und m^ es 
Man sieht auch jetzt, daß die in ui liegende Gerade dai 
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(^(y, t'), weil sie g^ tnSt, l^ und die in uj^ liegende g^ genannt 
werden mnfi. 

Die yier Geraden g^y l^, g^', Iq fallen in die entsprechenden 
Eibenen und sind die einzigen mit dieser Eigenschaft. 

Auf jeder der F* ganz angehörigen Geraden sind die konjektiven 
Punktreihen^ die durch einen Strahlenbüschel des einen Bündels uud 
den entsprechenden Ebeneubüschel im andern eingeschnitten werden^ 
identisch. 

Ist X ein beliebiger Punkt der Fläche, so berührt, wie wir 
oben fanden, in ihm die Schnitilinie der beiden Ebenen, welche den 
Strahlen OX, (XX entsprechen; also geht die Berührungsebene von 
X durch sie. 

Ein beliebiger Punkt Z des Raums bestimmt zwei Strahlen OZy 391 
(7Z und die Schnittlinie sf der beiden ihnen entsprechenden Ebenen 
aus (X, 0; ist Z^ ein Punkt auf ihr, so geht die ihm zugehörige z^ 
durch Z, Und auf der Verbindungslinie ZZ^ entstehen zwei involu- 
torische konjektive Punktreihen, eingeschnitten durch einen Strahlen- 
bÜBchel des einen Bündels und den entsprechenden Ebenenbüschel des 
anderen; weil Z und Z^ sich in beiderlei Sinne entsprechen. Doppel- 
punkte sind die Schnitte mit F*. Jeder Punkt unserer Gerade als 
Z hat daher einen seiner Z^ auch auf ihr, und die Gerade kann aus 
jedem ihrer Punkte heraus konstruiert werden. Folglich sind die 
durch einen Punkt Z gehenden Geraden dieser Art diejenigen, die 
ihn mit den sämtlichen oo^ ihm zugeordneten Z^ verbinden, den 
Punkten von z. Sie bilden also einen Strahlenbüschel und alle 
Qj^a+i-i derartigen Strahlen einen Strahlenkomplex 1. Grades (Nr. 255) 
oder ein Gewinde, wie ich diesen Komplex kürzer zu benennen Yor- 
geschlagen habe (vgl. Nr. 533). Den Strahlenbüschel desselben in 
einer beliebigen Ebene werden wir bald erkennen. 

Jede Verbindungslinie zweier Punkte Z und Z^, welche 
zugleich mit zwei entsprechenden Elementen (von 0, 0') der 
einen und zweien der andern Art inzidieren, trägt eine In- 
volution von solchen Punktepaaren. Alle diese Geraden 
erzeugen ein Gewinde. 

Die Punkte Z von F* liegen auf der zugehörigen Gerade 0; 
für sie wird deshalb die eben besprochene Konstruktion des Kom- 
plex-Strahlenbüschels, weil dann die Ebene Z0 unbestimmt wird, 
zunächst unsicher; wir werden später die Ebene genauer bestimmen. 

In einer Ebene E rufen die beiden korrelativen Bündel 392 
0, O eine ebene Korrelation hervor. Die Punkt-Kernkurve 
K^ derselben, der Ort der Punkte, welche mit der einen imd dann 
auch mit der anderen Polare inzidieren (Nr. 306), ist ersichtlich 
die Schnittkurve mit der erzeugten Fläche JF*. Die Geraden- 
Eemkurve f^ wird von den Spuren der Ebenen ä^« erai^eioi <^^<&t «sA^x^^ 
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Bündels eingehüllt^ welche sich mit ihren entsprechenden Strahlso 
auf E schneiden. 

Die Ebene E macht die beiden Bündel 0, 0' kollinear in per 
spektiver Lage; das führt zu einer zweiten KoUineation zwischen den 
Bündeln, in der solche Elemente sich entsprechen^ denen durch die 
Korrelation Elemente zugeordnet sind, die in der Perspektiven Lage 
einander korrespondieren. Die durch diese KoUineation erseogte 
kubische Raumkurve liefert in ihren in E gelegenen Punkten imd 
Doppelsekanten die ausgezeichneten Elemente U, V, TT; u, Vy üd iaa 
obigen ebenen Korrelation. U^ V, W sind solche Punkte von E, daS 
den Strahlen aus 0, 0' nach ihnen in der Korrelation der Bfindd 
Ebenen entsprechen, welche sich auf E schneiden: in u, Vy w. In üjF 
berühren sich K^^ f, und u, v sind die zugehörigen Tangenten; W 
und w sind Berührungspol und Berührungssehne dieser sich doppelt 
berührenden Kegelschnitte. In W laufen alle Strahlen zusammen, 
welche doppelt konjugierte Punkte der ebenen Korrelation yerbinden 
(Nr. 307); der Büschel um W ist daher der zum obigen Ge- 
winde gehörige Strahlenbüschel in E. 

Femer ist (Nr. 318) der vierte harmonische Strahl in bezug auf 
die beiden Polaren eines Punktes von E, zugeordnet dem Strahle 
nach ihm aus deren Schnittpunkte, die Polare des Punktes in bezog 
auf die Kernkurve K^. Folglich ist die Ebene von einem Punkte Z 
von E nach der Schnittlinie e der beiden den Strahlen OZ, O'Z 
korrespondierenden Ebenen, d. i. die Ebene des Strahlenbüschels aus 
Z an das Gewinde, harmonisch zugeordnet in bezug auf diese beidoi 
Ebenen der Ebene aus z nach der Polare von Z nach K^. Fallt Z 
auf K^, so wird diese Polare die Tangente von Z und, weil e die F* 
in Z berührt, diese Ebene die Berührungsebene von F^ in Z. Und 
so ergibt sich für einen Punkt Z von F^ nun auch die Ebene 
des Strahlenbüschels des Gewindes als nicht mehr unbestimmt 
sondern als die vierte harmonische Ebene, die der Berflh- 
rungsebene der F^ zugeordnet ist in bezug auf die beiden 
den Strahlen OZ, 0' Z entsprechenden Ebenen. 

Verändert man die durch den beliebigen Pimkt Z gehende Ebene 
E, so enthält die vierte harmonische Ebene immer die Polare von Z 
nach der jeweiligen Schnittkurve K^. 

Die Ebene, welche von einem beliebigen Punkte Z har- 
monisch getrennt ist durch die beiden den Strahlen OZ, QiZ 
in der Korrelation der Bündel entsprechenden Ebenen, ist 
die Polarebene von Z in bezug auf die erzeugte Fläche F*. 

Sehen wir nun zu, wie in einer Ebene E, welche durch eine 
Gerade, etwa g, der Fläche F^ gelegt ist, die zweite Gerade von -P 
sich ergibt und wie die Kemkurve fj sich gestaltet. Den Ebenen 
Og, O'g mögen die Strahlen O'Ä^ OB entsprechen, wo A% B die 
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Schnitte mit E sind. Weil g der Fläche F^ angehört ^ so begegnen 
sich in jedem Pnnkte X = F' von ihr Strahlen der Büschel in jenen 
Ebenen mit den entsprechenden Ebenen H, r\ ans 0' A\ OB, Die 
Spuren dieser Ebenen bilden also die Büschel Äy B, und dies Punkte- 
paar AB stellt uns die Kemkurve f^ dar. Sie muß aber auch bei 
der zweiten Gerade l sich ergeben. Sei 2) = ^', C'^B^ so werden 
wir es dabei mit den Büscheln OD, O'C zu tun haben. Die Ebene 
ODX » Z, geht durch OX, also liegt ihr entsprechender Strahl z' 
in E', welche E in Ä'X^DX schneidet; folglich liegt der Schnitt- 
punkt L'= Iz' auf DXy mithin auf E und infolgedessen auf {. Alle 
diese in E gelegenen Schnittpunkte müssen in der Ebene des Strahlen- 
büschels von 0' liegen, der dem Ebenenbüschel OD entspricht ^ und 
ihr Schnitt mit E ist die zweite Gerade l. 

Die Ebene ODB, die durch die Doppellinie A'B^ DC unseres 
Punktepaars geht, deren Schnitt, mit g, ü sei, geht durch OB, also 
liegt ihr entsprechender Strahl in O'g] der Begegnungspunkt; der auf 
l liegen muß, kann also nur U sein. Der Doppelpunkt des Geraden- 
paars K^^gl liegt auf der Doppellinie des Punktepaars V^] dies 
repräsentiert die doppelte Berührung. 

Aber der Büschel O'C muß auch zu dieser zweiten Gerade l 
führen. Der Punkt L\ der sich bei dem beliebigen Punkte X = F' 
von g ergab und daher ein beliebiger Punkt von { ist^ der Schnittpunkt 
der Ebene ODX^l und ihres entsprechenden Strahls z^O'U^ sei 
auch mit M bezeichnet. Wir schneiden C II =: BM mit g in Z^^T'j 
in welchem der Strahl 0' T' und die entsprechende Ebene OBZ sich 
begegnen. Die Ebene O'C T geht durch O'T imd durch 0'L\ also 
liegt ihr entsprechender Strahl in OBZ und in 01)X\ folglich ist er 
der Strahl von nach dem Schnittpunkte J/ = i' von BZ und DX. 

Während also in den Punkten von g sich Strahlen aus und 0' 
mit den entsprechenden Ebenen aus den Büscheln O'Äy OB schneiden, 
begegnen sich in denjenigen von l Strahlen aus 0, 0' mit den ent- 
sprechenden Ebenen aus den Büscheln O'C^ 0D\ wobei (7'=jB> 
jD^A ist. 

Im Doppelpunkte von K^ vereinigen sieh U, V, in der Doppel- 
linie von r^ w, V. Damit W, w Pol und Polare in bezug auf beide 
ausgearteten Kurven sind, muß W der vierte harmonische Punkt zum 
Doppelpunkte des Geradenpaars in bezug auf die beiden Punkte des 
Punktepaars und w der vierte harmonische Strahl zur Doppellinie 
des Punktepaars in bezug auf die beiden Geraden des Geradenpaars 
sein^). 

Die beiden korrelativen Bündel 0, 0' führen aber noch zu einem 393 
Andern Erzeugnisse. Zwei konjugierte Elemente sind stets gegenseitig 



1) Math. Annalen, Bd. 19, S. 467. 
Sturm, 0«om«tr. VerwaxidtsohAften. IL \4 
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konjugiert; und da jede Ebene Yon oder 0' oo^ konjugierte Ebenen 
im andern Bündel hat, so erhalten wir oo' Paare konjugierter 
Ebenen und daher oo' Schnittlinien, welche einen Komplex 
erzeugen^). Ein Punkt P bestimmt zwei Strahlen in den Bündeln; 
die Büschel um sie sind projektiv mit konjugierten Ebenen als ent- 
sprechenden: jeder dieser Büschel ist perspektiv zu dem Strahles.- 
büschel, welcher in der Korrelation dem andern entspricht. Sie 
erzeugen den zum Komplexe gehörigen Kegel (P). Der 
Komplex ist also 2. Grades. Die Komplexkurye (TT) in einer 
Ebene TT ist die oben besprochene Geraden-Kernkurve f, der 
ebenen Korrelation, welche die Bündel in TT hervorrufen. 
Denn jede Ebene E von 0, welche von einer zu ihr konjugierten aus 
0' in einer in TT befindlichen Gerade g getrofiFen wird, wird auch von 
dem entsprechenden Strahle x' auf dieser Gerade g getroffen; so daS 
g, als Spur der E in TT, den ihr in jener Korrelation entsprechenden 
Punkt, die Spur von x', enthält, also Tangente von f, ist. 

Die beiden Strahlenbündel 0, 0' gehören ganz zum Kom* 
plexe; denn in jedem Strahl von schneidet sich die Ebene aus dem 
gemeinsamen Büschel um 00\ die ihn enthält, insofern sie zu 0' 
gehört, mit einer von den konjugierten Ebenen. Folglich zerfallt in 
jeder Ebene von oder 0' die Komplexkurve in zwei Strahlenbüschel, 
von denen der eine den Bündelscheitel, der andere den Schnittpunkt 
mit dem entsprechenden Strahle in O' oder zum Scheitel hat, durch 
den ja alle konjugierten Ebenen gehen. Eine Ebene, deren Komplex- 
kurve (in einem Komplexe 2. Grades) in ein Punktepaar (Strahl^- 
büschel-Paar) ausartet, heißt eine singulare Ebene des Komplexes. 
Außer den Bündelebenen sind auch die Tangentialebenen 
der durch die korrelativen Bündel 0, 0' erzeugten Flache 
F^ Singular; denn wir fanden, daß auch in diesen die beiden Kern- 
kurven der ebenen Korrelation ausarten, insbesondere f,, was uns 
jetzt mehr interessiert. 

Ebenso haben wir singulare Punkte, deren Komplexkegel in 
zwei Strahlenbüschel zerfällt. Jeder Punkt von F^ ist ein solcher 
Punkt, weil in ihm sowohl eine Ebene von 0, als eine von 0' sich 
mit dem entsprechenden Strahle begegnet; was zu einem Büschel von 
Komplexstrahlen in der einen und der andern Ebene um den Punkt 
führt. Das Zerfallen kommt hier dadurch zustande, daß die beiden 
erzeugenden Ebenenbüschel um die im Punkte sich schneidenden Bündel- 
strahlen sich in ausgearteter Projektivität befinden, und zwar so, daß 
die beiden entsprechenden Ebenen die singulären Ebenen sind und jede 
vom andern Ebenenbüschel in einem Strahlenbüschel geschnitten wird. 



1) Hirst in: Collectanea mathematica in memoriam Chelini, 8. 61; Pro- 
ceedings of tbe London Mathematical Society, Bd. 10, S. 181. 
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Es gibt im Büschel 00' zwei sich selbst konjugierte Ebenen ui 
und \jji, die Berühmngsebenen durch 00' an die Flache JP^. Jede 
Oerade in einer solchen Ebene ist daher Schnittlinie zweier identischer 
konjugierter Ebenen^ also Eomplexstrahl; der Komplex enthält 
mithin auch zwei ToUe Strahlenfelder uj und mj^, und jeder 
Punkt von u) und ui^ ist singulär: der eine Strahlenbüschel fällt 
immer in w, bzw. uj^. Die beiden erzeugenden projektiven Ebenen- 
büschel sind diesmal perspektiy, und der zweite erzeugte Strahlen- 
büschel liegt in der Perspektivitätsebene. 

Es sei (jSi^ ct) ein Strahlenbüschel des Komplexes; der nicht zu 
einem der Bündel 0, 0' oder zu einem der Felder w, uj^ gehört; dann 
liegt sein Scheitel entweder auf w oder w^, oder auf JF^ und seine 
Ebene geht durch oder 0\ oder berührt F^, In der Tat, der 
Komplexkegel (S) muß zerfallen in {S, o) und einen zweiten Strahlen- 
büBchel. Dieser ist das Erzeugnis der beiden projektiven Ebenen- 
büschel OS, O'S, in denen konjugierte Ebenen entsprechend sind. 
Entweder kommt das Zerfallen durch Perspektive Lage zustande: dann 
wird die gemeinsame Ebene 00' S sich selbst konjugiert; der Scheitel 
S liegt in einer der Ebenen uj, m}^, und in diese fällt der zweite 
Strahlenbüschel. Oder das Zerfallen wird durch ausgeartete Projek- 
tivitöt bewirkt; es gibt in jedem der beiden Büschel eine singulare 
Ebene, welcher alle Ebenen des andern Büschels konjugiert sind, so 
daß die Axe desselben der ihr entsprechende Strahl ist. Im Punkte 
iS treffen also OS und O'S ihre entsprechenden Ebenen, und er ist 
ein Punkt von F^. Die beiden singulären Ebenen, welche die von 8 
ausgehenden Strahlenbüschel enthalten, sind Ebenen der Bündel 0, 0'. 
Umgekehrt, wenn die Ebene c zu einem der beiden Bündel 0, 0', 
etwa zu 0, gehört, so entsteht der nicht zu gehörige Büschel {S, o) 
des Komplexes dadurch, daß C von allen ihr konjugierten Ebenen 
geschnitten wird; nach S geht der entsprechende StrahL Und die 
I^ojektivität zwischen den Ebenenbüscheln 05, 0' S ist ausgeartet: 
mit den beiden diesen Strahlen entsprechenden Ebenen als singulären. 
Im andern Falle aber triffb sich in jedem Strahle x von (5, o) 
eine andere Ebene von OS je mit der konjugierten in O'Sy die sich 
auch ändert: die Projektivität ist nicht ausgeartet; da aber ein Strahlen- 
l>Ü8chel erzeugt wird, muß Perspektive Lage stattfinden; die Ebene 
00' 8 ist sich selbst konjugiert; folglich liegt S in einer der Ebenen 
UI, uij. Wenn in x sich zwei konjugierte Ebenen schneiden, so wird 
diese Gerade auch von den beiden Strahlen getroffen, die den beiden 
Ebenen in der Korrelation entsprechen. Und die beiden Tref^unkte 
sind Punkte des Schnitts der Ebene er mit F^. Die beiden entspre- 
chenden Strahlen bewegen sich aber in den Strahlenbüscheln von 0' 
und 0, welche den Ebenenbüscheln O/S, O'S entsprechen, die Treff- 
punkte also auf den Geraden, in denen C von den Ebenen dienet 
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Büschel geschnitten wird. Die Ebene a schneidet F^ in einem 
Geradenpaare und ist Berühmngsebene. 

Also gilt für die Scheitel nnd Ebenen der Strahlen- 
büschel {Sj c) oder für die singnlären Pnnkte und Ebenen 
des Komplexes folgendes: 

Die singnlären Pnnkte liegen entweder auf u), m)^ oder 
auf F^, Im ersten Falle fällt der eine Strahlenbüschel in 
die Ebene \xi, uj^, die Ebene des andern berührt F^. Im 
zweiten Falle sind die beiden Büschel in Ebenen der Bündel 
0, 0' gelegen. 

Die singnlären Ebenen gehören entweder zn den Bün- 
deln Oy 0' oder berühren F^. Im ersteren Falle ist einer 
der Büschel auch im Bündel befindlich, der Scheitel des 
andern liegt auf F^, Im andern Falle liegen die beiden 
Scheitel in uj und uij. 

Die singulare Fläche des Komplexes, der Ort ihrer singolaren 
Punkte und Ebenen^), besteht aus der Fläche F^ und dem Ebenen- 
Punkte-Paar (ui, Uli; 0, 0'), ist also 4. Ordnung und 4. Klasse; wie 
dies für einen Komplex 2. Grades erforderlich ist. 

394 Den gemeinsamen Strahl der beiden Komplex - Strahlenbüscbel 

aus einem singnlären Punkt oder in einer singnlären Ebene nennt 
man den diesem Punkte, dieser Ebene zugehörigen singnlären 
Strahl. 

Für die einem der beiden Bündel 0, 0' angehörigen sin- 
gnlären Ebenen gehört der singulare Strahl ebenfalls dem 
Bündel an; und jeder Strahl des Bündels ist singnlärer 
Strahl; denn eine von seinen Ebenen wird auf ihm vom entsprechen- 
den Strahle getroiSen; dadurch wird er in ihr Doppellinie des Eom- 
plex-Punktepaars; der eine Punkt desselben ist der Bündelscheitel, der 
andere Punkt ist der zweite Schnitt mit F^. In einer singoliroi 
Ebene, welche JF* beiührt, ist das Geradenpaar, in dem sie F^ sclmei- 
det, die Punkt-Kemkurve K^, das Komplex- Punktepaar die Geraden- 
Kemkurve f, der durch die Bündel hervorgerufenen Korrelation: wir 
wissen, die Doppellinie des letzteren geht durch den Doppelpunkt 
des ersteren; d. h. der singulare Strahl einer die JP* berühren- 
den singnlären Ebene geht durch den Berührungspunkt und 
tangiert in ihm die Fläche F^. 

Für einen singnlären Punkt, der in einer der Ebenen ^ 
u)i sich befindet, liegt der singulare Strahl ebenfalls in der- 
selben, und jeder Strahl dieser Ebene ist singulärer Strahl: 



1) Die Identität der beiden Orter allgemein nachzuweisen., ist Bache der 
Lizuengeometrie ; vgl. meine Liniengeometrie, Bd. 3, Nr. 622 ff. 
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denn es geht durch ihn eine zweite Berührongsebene an F^, von 
deren beiden singnlären Punkten der eine auf ihm liegt. 

Die beiden Strahlenbüschel aus einem Punkte S yon F^ liegen 
in den Ebenen, welche den Strahlen OS, O'S entsprechen; wir wissen 
(Nr. 390), daß ihre Schnittlinie, der zu S gehörige singulare 
Strahl, die Fläche F^ in S berührt. 

Wenn S und o als Punkt und Berührungsebene von F^ 
zusammengehören, so bekommen wir beidemal als singn- 
lären Strahl die nämliche Tangente. Denn seien g, l die beiden 
in S sich schneidenden Geraden der Fläche, welche in CT die Kem- 
kurre K^ bilden, so gehen (Nr. 392) die Strahlen in 0\ 0, welche 
den Ebenen Og, O'g entsprechen, durch die beiden Punkte 8^, S^ 
von fj, dem singnlären Paare in a, und die Strahlen in 0, 0', welche 
den O'l, Ol entsprechen, ebenfalls durch diese Punkte; dem Schnitt- 
strahl 08^{0g, OT) entspricht daher die Ebene O'S^S^ und dem O'S 
die Ebene OS^S^^ ^i^s; ^^^ singulare Strahl von O, ist also auch der 
singulare Strahl von S 

Wir haben dreierlei singulare Strahlen: die Strahlen 
von 0, 0\ jeder einer gewissen Ebene des Bündels zugehörig, 
die Strahlen in ui, uj^, jeder einem gewissen Punkt dieser 
Ebene zugehörig, und singulare Strahlen, welche F^ be- 
rühreu, jeder sowohl dem Berührungspunkte, als der Be- 
rührungsebene zugehörig. 

Wir wollen uns jetzt überzeugen, daß der Komplex und die Fläche 395 
jF* auch in dualer Weise durch zwei korrelative Felder in ui, ui^ 
(falls diese reell sind) erzeugt werden kann. 

Einem Punkte X von ui ordnen wir in {jj^ die Schnitt- 
gerade x^ mit der Ebene des zweiten von ihm ausgehenden 
(nicht in u) gelegenen) Strahlenbüschels zu; er entsteht durch 
Perspektive Lage der beiden Büschel konjugierter Ebenen OX, O'X 
und liegt in der Perspektivitätsebene; diese berührt F^. 

Umgekehrt, einer Gerade x^ von uj^ ist der in u) gelegene 
singulare Punkt X in der zweiten Berührungsebene er von F^, 
welche von x^ außer Wj an sie geht, zugeordnet. Jeder von einem 
Punkte von x^ ausgehende und nicht in uj^ gelegene Eomplex-Strahlen- 
büschel hat einen seiner Strahlen in dem Komplex-Büschel um X in 
<y; weil durch jeden Punkt von x^ ein Strahl von (X, a) geht und 
der erwähnte von dem Punkte ausgehende Strahlenbüschel alle nicht 
in u)^ fallenden dem Komplexe angehörigen Strahlen enthält. Infolge- 
dessen gehen die Ebenen aller dieser von den verschiedenen Punkten 
von x^ ausgehenden Strahlenbüschel des Komplexes durch den Punkt X. 
und in gleicher Weise erkennt man, daß, wenn X in ui sich auf 
einer Gerade x bewegt, dann die je von ihm ausgehenden Komplex- 
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Strahlenbüschel, die nicht in ui liegen und welche in u)^ die ent- 
sprechenden Geraden x^ einschneiden^ sich in Ebenen befinden, welche 
alle durch den aof ui^ gelegenen singularen Punkt der zweiten Be- 
rührungsebene aus :r an i^' gehen. 

Damit ist erkannt, daß die beiden Felder u) und ui^ korre- 
lativ sind und daß die Ebenen, welche entsprechende Ele- 
mente yerbinden, die Fläche F* umhüllen, so daß diese in 
dualer Weise entsteht als oben durch korrelative BündeL 

Der Tangentialkegel aus einem Punkte ist der Ebenen-Eemkegd 
der beiden korrelativen Bündel, welche aus ihm die beiden Felder 
projizieren. 

Pol einer beliebigen Ebene 21, in bezug auf F*, ist der 
Punkt, der von ihr durch die beiden Punkte harmonisch 
getrennt wird, die den Schnittlinien l\x), LkjJi je in der andern 
Ebene entsprechen. Insbesondere liegt der Mittelpunkt der 
Fläche in der Mitte zwischen denen der beiden Felder. 

Ein beliebiger Strahl des Komplexes gehört zu dem nicht 
in uj gelegenen Komplex-Strahlenbüschel aus seinem Schnittpunkte J 
mit u) und trifft deshalb die ihm in dieser Felder- Korrelation zuge- 
ordnete Gerade x^ in ui^, verbindet also zwei konjugierte Punkte 
der beiden Felder; und der Komplex entsteht in dualer Weise zur 
ursprünglichen Erzeugungs weise; der Komplexkegel aus einem Punkte 
ergibt sich jetzt auch als Kemkegel einer Bündelkorrelation. 
896 Der Komplex hat fünf ausgezeichnete Strahlen, nämlich 

die vier Geraden auf i^*, welche durch und 0' gehen: g^, 

'o? 9oy V ^^^ von denen g^, V »^ ^; ^o^ 9o i» ^i Hegen, und 
die Gerade o = 00' ^ ijjuj^. 

In der Korrelation der Bündel sind g^ und Iq die der Ebene % 
Iq und g^ die der Ebene uj^ entsprechenden Strahlen, in der Korre- 
lation der Felder sind g^ und /q die dem Punkte und l^' und g^ 
die dem Punkte 0' entsprechenden Geraden. In jener hat jede Ebene 
durch g^ ihren entsprechenden Strahl in uj, der sie also auf g^ trifft; 
so daß ^0 die Doppellinie des Komplex-Punktepaars in der Ebene ist, 
von dem der eine Punkt 0, der andere dieser Treffpunkt ist. Ebenso 
ist g^f wie die duale Betrachtung zeigt, Doppellinie des Komplex- 
Ebenenpaars eines jeden Punktes auf ihr. 

In jeder Ebene durch o liegen zwei Komplexbüschel mit den 
Scheiteln 0, 0'; die Doppellinie ist o. Ebenso sendet jeder Punkt 
von zwei in ui, ui^ befindliche Büschel aus, welche ebenfalls o zur 
Doppellinie haben. 

Indem so für jeden Punkt und jede Ebene, welche mit 
einem der fünf ausgezeichneten Strahlen inzidieren, der 
Komplexkegel und die Komplexkurve so zerfallt, daß der 
Strahl die Doppellinie oder der zugehörige singulare Strahl 
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ist, hat jeder dnrch ihn gelegte Strahlenbüschel in ihm zwei 
vereinigte Strahlen mit dem Komplexe gemein. Deshalb 
sind die fünf Strahlen als Doppelstrahlen des Komplexes 
zu bezeichnen^). 

Diejenigen singnlären Strahlen des Komplexes, welche 397 
die Fläche i^^ tangieren und zugleich zum Berührungspunkte 
und zur Berührungsebene gehören^ erzeugen eine Kongruenz, 
deren Ordnung und Slasse dieselbe ist, wegen der beiden dualen 
Erzeugungen des Komplexes und der Fläche. Wir erinnern , ein 
solcher singulärer Strahl, gehörig zum Punkte S der Fläche, ist die 
Schnittlinie der beiden Ebenen, welche den Strahlen OS, O'S ent- 
sprechen. Den Ebenen der beiden Bündel, die durch einen Punkt P 
gehen und daher durch OP, O'P, entsprechen Strahlen zweier Büschel; 
die Schnittlinie der Ebenen derselben hat mit jP' zwei Punkte gemein- 
sam. Die Strahlen aus und 0' nach einem yon ihnen entsprechen 
Ebenen durch O'P, OP, also mit einer durch P gehenden Schnitt- 
linie; folglich ist unsere Kongruenz 2. Ordnung und, wie oben 
gesagt, auch 2. Klasse. Ihre Strahlen in einer beliebigen Ebene 
sind die beiden Geraden u, v der ebenen Korrelation in ihr, zugehörig 
als singulare Strahlen zu den Punkten U, F, die ja auf der Kem- 
kurye K^ und daher auf jP^ liegen. 

Die vollständige Kongruenz der singulären Strahlen 
besteht aus dieser Kongruenz, den beiden Strahlenbündeln 
O, 0' und den beiden Strahlenfeldern u), u)^, ist also 4. Ordnung 
4. Klasse; wie das für einen Komplex 2. Grades notwendig ist'). 

Wann entsteht durch zwei korrelative Bündel ein Kegel 398 
2. Grades? Es müssen dann g^ und Iq, Iq und g^, also u) und u)^ 
sich vereinigen. 

Spitze des Kegels ist der Schnittpunkt der Kanten g^, g^, längs 
deren die Ebenen t und i berühren, also der Schnittpunkt tt'iu. Ist 
wieder l die zweite Gerade der Fläche in einer Ebene l durch g^, so 
treffen g^ und l, im allgemeinen Falle, die Gerade It\ wo sie von uj 
und u)] geschnitten wird, also jetzt beide im Punkte F, in dem g^ 
jene Gerade oder i triiSt. Mithin laufen, wie es beim Kegel not- 
wendig ist, alle l in den Punkt F zusammen. 

Die von einem Punkte X von u) ausgehende Ebene, welche in uj^ 
die in der Korrelation der Felder korrespondierende Gerade x^ schnei- 
det, war Tangentialebene der F^, geht also, da beim Kegel der Bündel 

1) LinieDgeometrie, Bd. 3, Nr. 766 und 814—816. — Dort wird gezeigt, daß 
der Komplex auch entsteht dnrch alle Strahlennetze, deren Leitgeraden ent- 
sprechende Geraden sind in einer Begelschar und einem Strahlenbüschel , die 
einen Strahl gemeinsam haben und so projektiv sind, daß dieser Strahl sich 
selbst entspricht. 

2) liniengeometrie, Bd. 8, Nr. 524. 
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durch den Scheitel (doppelt gerechnet) den Inbegriff der Tangentiil- 
ebene darstellt, stets durch die Spitze , schneidet daher in die mit w 
identisch gewordene u)^ eine Gerade x^ ein, die durch X und V gAi. 
Die Korrelation ineinander liegender Felder ist ausgeartet, derartig 
daß jedem Punkte des einen (oder andern) Feldes eine durch ihn und 
einen festen Punkt gehende Gerade korrespondiert; wir werden mit 
dieser sehr speziellen Ausartung zu tun haben. Die duale Erzeugoi^ 
des Kegels versagt. 

Liegen zwei korrelative Felder u), uj^ mit der Spezialitat vor, 
daß die projektiven Punktreihen konjugierter Punkte auf der SchnitÜinie 
nur ein Koinzidenzelement = 0' haben, so ist Erzeugnis der Inbegriff 
der oo' Tangentialebenen eines Kegelschnitts; die konzentrischen Bündel 
um 0^0' befinden sich in analoger ausgearteter Korrelation. 
399 Bei zwei konzentrischen Bündeln in allgemeiner Korre- 

lation ist Erzeugnis der Strahlen-Kernkegel, dessen Kanten 
in die entsprechenden Ebenen' fallen, und bei in derselben 
Ebene gelegenen korrelativen Feldern die Geraden-Kemkurve. 

Verschieben wir den einen von zwei korrelativen Bündeln 0, 0' 
parallel, bis er — als Bündel 0/ — mit dem andern O konzentrisch 
wird, so geht der Strahlen-Kemkegel, der sich dann ergibt, nach dem 
unendlich fernen Schnitt -der F*y des Erzeugnisses der Bündel in der 
ursprünglichen Lage. Wir wollen den ihn repräsentierenden Polar- 
bündel herstellen, um im Falle einer elliptischen Fläche — fSr 
den es allein notwendig ist — zu entscheiden, ob jener Schnitt 
reell oder reell-imaginär, die Fläche ein zweimanteligos Hyper- 
boloid oder ein EUipsoid ist. 

Nach Nr. 318 (auf den Bündel übertragen) hat man die Polar- 
ebene l in diesem Polarbündel zu einem Strahle g ^ x ^y^ von 
0^0^ folgendermaßen zu konstruieren: wenn H^', r\ die beiden Pok^ 
ebenen des Strahls sind (y^' und £/ sind parallel zu y' und E' von ff), 
so ist die Polarebene die vierte harmonische Ebene durch l^'t] in 
bezug auf diese Ebenen E/ und r| zu der Ebene nach jer. Wir können 
also ein Polardreikant abc herstellen; dazu werde ein weiteres Paar 
Pf TT von Polarstrahl und Polarebene konstruiert. Wenn dann die 
Ebenen bc, ca, ab von tt in a, V, c', von p(a, b, c) bzw. in a", 6", c" 
geschnitten werden, so hat man festzustellen, ob von den Involutionen 

ocy a a \ ca, bb ; ab, c c 

nur eine elliptisch ist oder alle drei; danach ist der Basiskegel und 
die unendlich ferne Kurve von F^ reell oder reell-imaginär. 

In Nr. 342 wurde angegeben, wie — direkt oder mit Hilfe eines 
orthogonalen Polarbüudels und einer konzentrischen Homologie, deren 
Axe und Ebene normal sind — ein Polarbündel TT hergestellt 
werden kann, dessen Basis ein Rotationskegel ist 
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Verschiebt man nun den einen der beiden vereinigten 
Bündel parallel^ so ergibt sich als Erzeugnis der beiden 
nicht mehr konzentrischen korrelativen Bündel eine Rota- 
tionafläche 2. Grades. 

Allgemeiner aber wird die Konstruktion, wenn man zu 
dem Polarbündel TT eine nicht involutorische Korrelation 
ineinanderliegender Bündel herstellt, zu deren Strahlen- 
Eernkegel TT als Polarbündel gehört, und dann die Bündel 
durch Parallelverschiebung trennt. 

In der Ebene ist (Nr. 309) gezeigt worden, wie dies geschieht, 
wofern der Kegelschnitt K^ und die Elemente U, F, u, v reell sind. 
In unserm Falle sind die den letzteren Elementen entsprechenden 
Strahlen und Ebenen imaginär und der Kegel kann es auch sein. 
Wir werden uds später (Nr. 425) von dieser Beschränkung frei 
machen. 

Die Verallgemeinerung ist notwendig; denn nicht jede 
zwei korrelativen Bündel, welche eine Rotationsfläche 2. Grades er- 
zeugen, führen, parallel ineinander geschoben, zu einem Polarbündel. 

Sehen wir aber zu, was wir mit unserm speziellen Falle 
erreicht haben. 

Wenn zwei korrelative Bündel und 0' so beschaffen sind, daß 
sie, parallel ineinander geschoben, einen Polarbündel ergeben, so sind 
die beiden Ebenen t und x , welche der Verbindungslinie der Scheitel 
entsprechen, parallel, weil sie sich durch die Verschiebung vereinigen; 
folglich sind und 0' auf der erzeugten Fläche Endpunkte 
eines Durchmessers. 

Jedes Polardreikant des Polarbündels liefert zwei parallele ent- 
sprechende Dreikante der korrelativen Bündel 0, 0', deren Korrespon- 
denz so ist, daß jeder Kante des einen oder andern am zweiten die- 
jenige Ebene entspricht, welche der parallelen Kante gegenüberliegt. 
Diese beiden Dreikante bilden ein Parallelopiped, dessen acht Ecken auf 
der Flache liegen, weil in jeder zwei korrespondierende Elemente sich 
schneiden. Der Mittelpunkt dieses Parallelopipeds, d. i. der Kon- 
kurrenz- und Mittelpunkt der vier Diagonalen zwischen den Gegen- 
ecken, zeigt sich als Pol der unendlich fernen Ebene in bezug auf 
die Fläche, mithin als ihr Mittelpunkt, und der unendlich ferne Punkt 
von je vier parallelen £[anten als Pol der Ebene, welche sie halbiert; 
es ist dadurch ein Polartetraeder der Fläche entstanden, und 
die Kanten imd Seitenflächen des Parallelopipeds, also auch die Kanten 
und Ebenen des Polardreikants des Polarbündels, von dem wir aus- 
gingen, sind zu drei konjugierten Durchmessern der Fläche und ihren 
Ebenen parallel 

Wir legen am einfetchsten denjenigen Polarbündel zu Grunde, 
welcher der Fläche um ihren Mittelpunkt zugeordnet ist, und ver- 
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schieben die beiden korrelativen Bündel parallel, so daß die Scheitd 
in die Endpunkte eines Durchmessers kommen. 

Die acht Ecken des Parallelopipeds sind^ als Schnittpunkte Ton 
drei Ebenenpaaren, acht assoziierte Punkte, sind also auf allen Flächen 
eines Netzes gelegen. Das stimmt auch damit, daß ftlr die Korrelation 
der Bündel um die beiden G^enecken 0, 0' das Parallelopiped erst 
drei Paare entsprechender Elemente liefert (aus denen drei andere 
folgen) (Nr. 390). Wir werden später (Nr. 424) finden, daß jede 
Fläche 2. Ordnung aus zwei Punkten auf ihr durch cx)^ Korrelationen 
erzeugt wird; sind dies Endpunkte eines Durchmessers, so hat nnr 
eine unter ihnen die Spezialität, mit der wir uns jetzt beschäftigen, 
daß nämlich die korrelativen Bündel, parallel ineinander geschoben, 
einen Polarbündel ergeben^). 

1) Vgl. hierzu: G. Müth, Die projektive Erzeagnng der Rotationsflächen 
2. Grades. Dissertation von Breslaa 1905. 



Vierter Teil. 

Ausartungen der Korrelation und Kollineation, Abzahlungen, 

lineare Systeme. 

§ 60. Ausartungen der Korrelation und Kollineation. 

Die einfachste Bestimmung der Kollineation oder Korrelation 400 
war die, dafi fUr vier gegebene gleichartige Elemente des einen Ge- 
bildes die entsprechenden im andern ebenfalls gegeben sind. Nehmen 
wir an, was im allgemeinen nicht eintritt, daß Ton den yier Elementen 
des einen Gebildes drei linear liegen, d. h. demselben linearen Gebilde 
erster Stufe angehören. Es sei der Fall zweier korrelativer Felder 
Z, Z' betrachtet, und vier Punkten A, jB, (7, D von Z seien die 
Geraden a\ h\ Cy d' in Z' zugeordnet; je nachdem die lineare Lage 
in Z oder Z' statt hat, werden zwei wesentlich verschiedene 
Ausartungen eintreten. Es mögen also erstens By C, D in einer 
Gerade a liegen. Nach der Vorschrift von Nr. 264 (ftlr den Fall der 
Korrelation modifiziert) haben wir zwei Projektivitäten herzustellen: 
9[ zwischen dem Büschel A und der Punktreihe a , 99 zwischen B 
und V. Auf jene, in welcher den Strahlen A{By (7, D) die Punkte 
a{f)y c\ d') entsprechen, hat die lineare Lage keinen Einfluß, sie 
bleibt allgemein. Wir heben sofort hervor, daß sie zu einer Projek- 
tivität Sq zwischen der mit dem Büschel A Perspektiven Punktreihe a 
und der Punktreihe a' führt, in der den Punkten By (7, D die Punkte 
a{b'y c\ cC) homolog sind. Diese allgemeine Projektivität wird für 
die ausgeartete Korrelation, deren Korrespondenz gewissermaßen durch 
sie reguliert wird, wichtig, sie heiße deshalb die charakteristische 
Projektivität derselben. 

In der Projektivität 95 sollen den B{Ay C, D) die 6'(a, c', et) 
entsprechen; da aber BC und BD identisch, beide a, und b'Cy V X 
verschieden sind, so ist (Nr. 66) diese Projektivitöt eine ausgeartete; 
a und &'a' sind die singulären Elemente, denen je alle Elemente im 
andern Gebilde entsprechen. 

In Z sind primäre Elemente die Punkte, in Z' die Geraden. Zu 
jedem Punkte X von Z findet man die entsprechende Gerade x als 
die Verbindungslinie der beiden Punkte auf a', 6', welche in 91 un^ ^ 
den Strahlen -4X, BX. entsprechen. Liegt X bel\ftb\% \xi 1. ^ 
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halb a)y so entspricht dem AX in % ein bestimmter Punkt X' aof 
a, der sich nicht ändert^ wenn X auf demselben Strahle durch A 
bleibt, imd der im allgemeinen Ton aV yerschieden ist; dem BX, 
der vom singulären Strahle a yerschieden ist, entspricht der singalare 
Punkt b'a] die zu verbindenden Punkte liegen daher beide auf a, 
also ist diese die X entsprechende Gerade. 

Liegt X aber auf a, so wird der dem ^X in 91 entsprechende 
Punkt X' auf a der dem Punkte X von a in 9^ korrespondierende 
Punkt X'; dem nun mit a, dem singulären Strahle des Büschels B, 
identischen Strahle BX entspricht auf b' jeder beliebige Punkt; folg- 
lich ist die Verbindungslinie unbestimmt jeder Strahl durch jenen 
bestimmten Punkt X'. 

Betrachten wir jetzt die sekundären Elemente, die Geraden in I 
und die Punkte in Z'. 

Eine Gerade o: in Z haben wir dabei als Punktreihen-Träger und 
den entsprechenden Punkt als Scheitel des entsprechenden Strahlen- 
büschels anzusehen; den vom Schnitte ax verschiedenen Punkten von 
X entspricht, infolge des obigen Ergebnisses, immer die Gerade a, 
dem ax allein der ganze Strahlenbüschel um den dem ax in der Pro- 
jektivität 3(q entsprechenden Punkt X' auf a'; das ist also der ent- 
sprechende Punkt von rc, imd die Projektivität zwischen der Punkt- 
reihe X und dem Büschel X' ist so ausgeartet, daß ax und a die 
singulären Elemente sind. 

Fällt aber die Gerade in die a hinein, so korrespondiert jedem 
ihrer Punkte ein ganzer Strahlenbüschel, dessen Scheitel auf a' liegt 
Jeder Punkt der Ebene ist Scheitel eines Strahlenbüschels, dessen 
Strahlen den einzelnen Punkten von a entsprechen und zwar in tU- 
gemeiner Projektivität, wobei der Strahl des Büschels je nach dem 
Punkte auf a' geht, welcher dem Punkte von a in SCq homolog ist 

Wir fassen zusammen: 

Wir haben zwei singulare Geraden a, a' erhalten, in 
jedem Felde eine, sowie eine Projektivität %^ zwischen ihnen, 
die charakteristische, und die Korrespondenz der Elemente 
in der ausgearteten Korrelation ist die folgende: 

1. Einem beliebigen Punkte von Z entspricht die singu- 
lare Gerade a' in Z'; 

2. einem auf der singulären Gerade a von Z gelegenes 
Punkte X ein unbestimmter Strahl durch den Punkt X' auf 
der singulären Gerade a\ der dem X in der charakteristischen 
^^oiektivität Sl^ homolog ist; 

einer beliebigen Gerade o: in Z der Punkt auf a\ der 

chnitt ax in 5H[q korrespondiert; 

der singulären Gei^^d^ a ^^der beliebige Punkt in I'. 
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Es empfiehlt sich znr Bestätigang; die Betrachtung zu wieder- 
holen, indem vom Felde I' ausgegangen und mit dessen primären 
Elementen, den Geraden, begonnen wird. 

Da für die beiden Felder Gleichartiges sich ergeben hat, so können 
wir das Ergebnis kürzer fassen: 

1. Es entsprechen sich ein beliebiger Punkt von Z oder 
Z' und die singulare Gerade d oder a; 

2. eiue beliebige Gerade x oder x und der Punkt auf d 
oder a, der dem Schnitte aXy bzw. doi in der charakteristi- 
schen Projektivität %^ homolog ist. 

Im ersten Falle ist die Projekt ivität der Gebilde 1. Stufe, die 
von den entsprechenden Elementen getragen werden, allgemein, im 
zweiten ausgeartet. 

Man überzeuge sich, daß dieselben Resultate sich ergeben, wenn 
die Projektivität % durch diejenige zwischen den Gebilden ersetzt 
wird, die von entsprechenden Elementen der ersten Art, oder 95 durch 
diejenige zwischen den Gebilden, die von entsprechenden Elementen 
der zweiten Art getragen werden. 

Zur Bestimmung unserer ausgearteten Korrelation 
reichen hin: die beiden singulären Geraden und die Projek- 
tivität zwischen ihren Punktreihen. 

Dualisieren wir beide Felder, so haben wir in Z vier Geraden 
a, &, c, d, von denen 6, c, d durch einen Punkt A gehen, und ihnen 
entsprechend in Z' vier Punkte Äy B\ C\ D\ 

Wir erhalten dann zwei singulare Punkte -4, Ä' und 
eine Projektivität %^ zwischen ihren Büscheln, und es ent- 
sprechen sich: 

1. eine beliebige Gerade in Z oder Z' und der singulare 
Punkt A oder A] 

2. ein beliebiger Punkt X oder X' und der Strahl durch 
A' oder Ay welcher in der Projektivität %^ dem Strahle AX, 
bzw. A'X' homolog ist. 

Nach Hirst^) wird die erste Ausartung axiale, die andere zen- 
trale Korrelation genannt. 

Zur zentralen gelangt man auch auf folgende Weise. Im ersten 
Felde seien A und D zusammengefallen, jedoch so, daß D auf be- 
stimmter Gerade d in A gerückt ist, dann ist die Projektivität V.: 

A(B, C, d) A a\h\ c', d') 

allgemein, hingegen 93 artet aus, weil BA und BD sich vereinigt 
haben; dieser Strahl und Vc sind die singulären Elemente von 



1) Proceed. of the London Mathem. Soc, Bd. %, ^. %^^. 
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Daraus ergibt sich eine zentrale Korrelation mit den «ingnttra Mli 
Ä und Vc und der charakteristischen Projektiyitat 9^: i 

Ä{B, G, d) A Vc{V, c\ a'd'). ' 

Die Vereinigung von a, d' mit bestimmtem Schnit^unkte Hl 
zu einer axialen Korrelation. 

Bei einer zentralen Korrelation muß von zwei ko4i 
gierten Geraden die eine durch den singularen Punkt geta 
und bei einer axialen von zwei konjugierten PunktcBi 
eine auf die singulare Gerade fallen. 
401 Dualisiert man bloß das eine Feld^ etwa in beiden Filleiii 

zweite, so daß man vier Punkten in Z, von denen drei in genJ 
Linie liegen, vier beliebige Punkte, oder vier Geraden in Z, von da 
drei durch einen Punkt gehen, vier beliebige Geraden entspred 
laßt, so erhält man zwei ausgeartete Kollineati onen, die li 
jedoch nicht wesentlich, sondern nur durch Vertauscht 
der Felder unterscheiden. Bei der ersten haben wir in 
eine singulare Gerade a, in Z' einen singularen Punkt 
bei der andern in Z den A und in Z' die a', und zwisci 
der Punktreihe auf der singularen Gerade und dem Büscl 
um den singularen Punkt die charakteriatiBche Projekti 
tat 2lo. Es genügt, den ersten Fall, wo die Punkte in beiden FdJ 
die primären Elemente sind, zu verfolgen. 

Es entsprechen sich: 

1. ein beliebiger Punkt in Z und der singulare Pu 
in Z', 

2. ein Punkt X auf a und jeder Punkt des Strahls du 
Ä, welcher in STq dem X homolog ist; 

3. eine beliebige Gerade x in Z und der Strahl durcl 
welcher dem Schnitte ax in %^ homolog ist; 

4. die singulare Gerade a und jede beliebige Gerad 
Z', oder, wenn 1. und 4., 2. und 3. zusammengefaßt werden: 

1. ein singuläres Element und jedes beliebige (gh 
artige) Element im andern Felde; 

2. ein mit einem singularen Elemente inzidentes 
ment und jedes beliebige Element, das mit dem zu ih 
«0 homologen Elemente inzident ist. 

Ein anschauliches Beispiel ausgearteter Kollineation ergibt 
we7 Felder Z,^ Z' perspektiv sind mit einem Zentrui 

^' a^^ .^.: "^^^ ""'""^ ^^^« Zentrum der simmlare 

'• w ""^JT .^r.^^id«'^ Ebe^^n die singuSre G« 
lektmtat «, ist die, welche durch die perspektiv. 
9 a und des Büschels AI bewirkt wird 
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2. eine beliebige Gerade des einen und die singulare 
Gerade des andern; 

3. beliebige Punkte auf den singulären Geraden; 

4. beliebige Strahlen durch die singulären Punkte. 
Diese Ausartung der Kollineation ergibt sich bei perspektiT« 

Lage, wenn das Perspektivitatszentruiu auf die Schnittlinie der Feld» 
gelegt wird; es sind dann die Schnittlinie und das Zenixom die singo- 
lären Elemente für beide Felder. 

Die Ausartung 2. Stufe der Kollineation oder Korrelation tritt 
auch ein, wenn zu der früheren Voraussetzung, daß £, C, D in ge- 
rader Linie a liegen, die weitere hinzutritt, daß auch A\ (T, 2X ii 
gerader Linie V liegen, bzw. a\ dy d! durch denselben Punkt V 
gehen. Zu den früheren singulären Elementen a und Ä oder 
kommen die neuen B und V oder S hinzu. 
403 Transformiert man einen allgemeinen Kegelschnitt I 

durch eine ausgeartete Kollineation (1. Stufe) mit den siiiga- 
lären Elementen s, S'^), so geht er, wenn in Z gelegen, in ein 6e 
radenpaar über, dessen Geraden die Strahlen durch S' sind, weldie 
in der charakteristischen Projektivität S^ den beiden Schnitten Ton 
K mit s entsprechen, den übrigen Punkten yon K korrespondiert 
immer S\ Die Tangenten von K gehen über in die Strahlen des 
Büschels S\ derartig, daß jeder dieser Strahlen zwei Tangenten tob 
K entspricht, den beiden, welche von dem ihm durch ©^ auf s ent- 
sprechenden Punkte herkommen und auch, wenn sie imaginär sind, 
durch einen reellen Strahl abgebildet werden. Der doppelte Büschel 
um den Doppelpunkt eines Geradenpaares stellt ja den Tangenten- 
büBchel des allgemeinen Kegelschnitts vor. Berührt K die Gerade j, 
so vereinigen sich die Geraden des Paars in eine Doppelgerade; d«r 
Gerade s als Tangente von K entspricht jede Gerade in Z'; für 
eine doppelt zu zählende Gerade, als Ausartung eines Kegelscbniüii) 
kann in der Tat jede Gerade der Ebene als Tangente angesehen 
werden. 

Liegt der Kegelschnitt, nunmehr K', in Z', so entspricht ihm in 
Z ein Punktepaar, dessen Punkte den beiden den K' tangierende! 
Strahlen von S' in ©q entsprechen: diesen beiden Tangenten ent- 
sprechen in der Kollineation die Büschel um die Punkte des Pkuurei, 
den übrigen Tangenten immer die Sj die Doppellinie des Punktepam; 
die Punktreihe auf ihr entspricht der Punktreihe auf K' und «war 
doppelt, weil auf jedem Strahle von S' zwei Punkte von K' liegoi. 
Geht K' durch S\ so vereinigen sich die beiden Punkte; von jedem 
Punkte der Ebene kommen zwei vereinigte Tangenten an diese in 



1) Von nun an ziehen wir, als mehr geeignet, diese Bezeichnnng der singa- 
lären Elemente und der charakteristischen Projektivit&t vor. 
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einen Doppelbüschel ausgeartete Kurve 2. Klasse, so daß hier für 
jeden Punkt der Ebene gilt, was sonst nur für die Punkte des Kegel- 
schnittes gilt. Dem Punkt S' von K' entspricht jeder Punkt des 
Feldes I. 

Die ausgeartete Korrelation mit zwei singulären Geraden s^ s' 
oder zwei singulären Punkten S^ S' yerwandelt den Kegelschnitt, mag 
er in Z oder Z' liegen, in ein Büschelpaar, dessen Scheitel in ©^ den 
beiden auf der singulären Gerade gelegenen Punkten yon K oder K\ 
bzw. in ein Geradenpaar, dessen Geraden den Tom singulären Punkte 
kommenden Tangenten von K oder K' korrespondieren. 

Bei der Ausartung 2. Stufe der KoUineation oder Korrelation ent- 
steht aus einem beliebigen Kegelschnitte ein Kegelschnitt, dessen 
Punktreihe die doppelte singulare Punktreihe und dessen Tangenten- 
büschel der doppelte singulare Strahlenbüschel ist 

Geht der gegebene Kegelschnitt durch den singulären Punkt 
und berührt in ihm die singulare Gerade, so werden die Punkte und 
die Tangenten der anderen Kurve unbestimmt, so daß man einen be- 
liebigen Kegelschnitt als entsprechende Kurve ansehen kann. 

Wenn zwei in ausgearteter KoUineation befindliche 404 
Felder ineinander liegen, so bewirkt die Projektivitöt @o zwischen 
8 und S' auf s sowohl, wie in S' eine Konjektivität; die Koinzidenzen 
jener und S' sind die Koinzidenzpunkte, die Koinzidenzen dieser imd 
s die Koinzidenzgeraden der KoUineation. 

Sind s und S' perspektiv, so haben wir in ihnen lauter sich 
selbst entsprechende Elemente, also eine ausgeartete Homologie, 
welche mit (s, S') bezeichnet werden möge. Es entspricht einem be- 
liebigen Punkt X das Zentrum S\ einem X auf der Axe s jeder be- 
liebige Punkt X' von S'X, so daß die Projektivität auf jedem Strahle 
durch S' ausgeartet und die Invariante {S'®XX') ^ oo ist. Der 
Axe 8 entspricht eine beliebige Gerade x\ einer beliebigen Gerade der 
Strahl von xs nach 5'; die Projektivität um jeden Punkt von 8 ist 
ebenfalls ausgeartet, die Invariante (s\xx') ist 0. 

Von den Kemkurven ineinander liegender Felder, die sich 
in ausgearteter Korrelation befinden, artet nur eine aus. Ist 
die Korrelation axial, so stellt der Kegelschnitt, welcher 
durch die projektiven Punktreihen auf den singulären Ge- 
raden entsteht, die Geraden-Kernkurve f^ vor; denn die beiden 
Punkte, welche eine Tangente verbindet, entsprechen ihr je im andern 
Felde, jedem entspricht im andern Felde ein ganzer Büschel (um den 
in der Projektivität entsprechenden Punkt), darunter ein durch ihn 
gehender Strahl, die Tangente. 

Die Punkt-Kernkurve K^ ist aber ein Geradenpaar, 
offenbar das der beiden singulären Geraden. Daß jeder Punkt 
der singulären Gerade des ersten Feldes als Punkt dieses Feldes auf 

Sturm, Geomete. VerwandttehafteiL IL \^ 
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einer der entsprechenden Geraden liegt^ haben wir eben erkannt, aber 
er liegt ja anch als Punkt des zweiten Feldes, in dem er ein beliebige 
ist, auf seiner entsprechenden Gerade, der singularen im ersten Fel<k 

Dual ist im Falle der zentralen Korrelation die Ponki-Eemkur?« ' 
f ein nicht zerfallender Kegelschnitt: das Erzeugnis der beides 
projektiven singularen Büschel, während f, aus diesen beiden Büschels 
besteht. 

Die doppelte Berührung ist in beiden ElUlen leicht zu bestatigoi 
W ist bei der axialen Korrelation der Schnitt der beiden singuürai 
Geraden, U und V sind die ihm in der Projektiyitat entsprechendes 
Punkte, in denen jene Geraden von f, berührt werden: die Ponkti^ 
die wir früher (Nr. 89) mit E\ F bezeichnet haben, und ihre Ver- 
bindungslinie — jetzt w '^ UV — ist die inyolutorische Axe d« 
beiden projektiven Punktreihen. Bei der zentralen Korrelation ist ff 
die Verbindungslinie der beiden singularen Punkte, u, v sind die ihr 
in der Projektivität entsprechenden Strahlen, usw. 

Doppelt konjugiert sind im ersten Falle eine Gerade und diejenige, 
welche die ihren Schnitten X, Y' mit den singularen Geraden in der 
Projektivität entsprechenden Punkte X', Y verbindet. Wir wissen aus 
Nr. 307, daß der Schnitt stets auf u;, also der involutorischen Axe 
liegen muß, und sehen so den Satz von Nr. 90 bestätigt. Um 
jeden Punkt von w haben wir eine Involution doppelt konjugierter 
Geraden (Nr. 307), was wiederum damit übereinstimmt, daß aus jedem 
Punkte der involutorischen Axe die beiden projektiven Punktreiben 
durch involutorische Büschel projiziert werden. Zwei solche Geraden 
XY\ X'F sind, als Diagonalen eines dem f, umgeschriebenen toU- 
standigen Vierseits, konjugiert in bezug auf fj. 

Einem beliebigen Punkt aber ist doppelt konjugiert der Schnitt- 
punkt W der singularen Geraden; liegt jener auf einer der singuliren 
Geraden, so ist jeder Punkt derselben zu ihm doppelt konjugiert; 
denn die eine Polare von ihm, insofern zum anderen Felde gehört, ist 
diese singulare Gerade, die andere erweitert sich zum Büschel ms 
den entsprechenden Punkt auf der andern singularen Gerade. 

Betrachten wir etwa bei der zentralen ebenen Korrelation eina 
Kegelschnitt der Büschel-Schar der beiden Kernkurven K.^ 
und {Sj S')j und zwar als dem ersten Felde an gehörig, so entspricht 
einem beliebigen Punkt X desselben der Strahl x' von S', der sich 
mit SX auf K^ trifft; es ergibt sich, während X den K^^lschnitt 
durchläuft, der Strahlenbüschel S' einfach; dem Punkt S aber korre- 
spondiert das ganze Strahlenfeld, und damit auch der Büschel S, 

Wird der Kegelschnitt aber zum zweiten Feld gerechnet, so 
ergibt sich, seinen Punkten entsprechend, der Büschel um S, und dem S' 
entsprechend aus dem Strahlenfelde der Büschel S\ In dieser Weise 
ist dem Kegelschnitt das Büschelpaar (S, S') inyolutoriseh 
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entsprechend; und so jedem Kegelschnitte der Büschel- 
Schar; wodurch die Inyolution in derselben eine parabolische 
wird; mit diesem Büschel-Paar (S, S') als dem zentralen Elemente^ 
in welches also auch die Doppelelemente sich vereinigt haben: 
die beiden sich selbst entsprechenden Kegelschnitte. 

Analog verhält sich bei der axialen ebenen Korrelation das Ge- 
radenpaar {s, s), 

Involntorische axiale Korrelation^ d. h. durchgängige Vereinigung 
der beiden Polaren oder Pole kann nur eintreten, wenn nicht bloß die 
beiden singularen Geraden s^ s' zusammenfallen^ sondern auch die 
projektiven Punktreihen auf ihnen involutorisch werden; Basis dieser 
Ausartung — axiales Polarfeld — ist das Punktepaar der Doppel- 
punkte der Involution auf s = 8\ 

Polar sind ein beliebiger Punkt und die Gerade s^ ein Punkt auf 
8 und jede Gerade durch den in der Involution gepaarten Punkt. 

Dual ist das zentrale Polarfeld mit einem Geradenpaare als 
Basis, bestehend aus den Doppelstrahlen einer Involution. 

umgekehrt, zwei korrelative Felder können so ineinander gelegt 
werden, daß sie ein Polarfeld bilden (Nr. 316). Also müssen wir 
aus den Ausartungen des Polarfeldes, durch Aufhebung der involuto- 
rischen Lage, die Ausartungen der allgemeinen Korrelation erhalten. 
Das Polarfeld artet aus, wenn die Basis es tut: in ein Gteradenpaar 
oder ein Punktepaar. 

Das Polarfeld in bezug auf ein Geradenpaar ist folgendermaßen 
beschaffen. Es sind polar: eine beliebige Gerade und der Doppel- 
punkt des Paars, ein Strahl durch diesen Punkt und jeder beUebige 
Punkt auf dem zu ihm in bezug auf das Geradenpaar harmonischen 
Strahl. Wir haben daher eine Involution; lösen wir diese in zwei ge- 
trennte projektive Strahlenbüschel, so haben wir die zentrale Korrelation; 
und analog ergibt sich aus dem Polarfelde des Punktepaars die axiale. 
Wir hätten daher auch dies als Ausgangspunkt nehmen können und 
werden bei der entsprechenden Betrachtung im Räume es tun. 

Ebenso kann man zwei kollineare Felder durch Ineinanderlegen 
in Homologie bringen (Nr. 276, 300). Also kann man von der aus- 
gearteten Homologie ausgehen. 

Wir übertragen die vorangehenden durchweg projektiven Ergeb- 405 
nisse auf Bündel und wollen an diesen die Ausartung der Er- 
zeugnisse untersuchen. Es seien zwei Bündel 0, (X in aus- 
gearteter Kollineation gegeben, und zwar enthalte den 
singularen Strahlenbüschel (0, a), (X den singularen Ebenenbüschel s'; 
@0 sei die charakteristische Projektivitat zwischen ihnen. Indem der 
singolaren Ebene O jede Ebene in (X entspricht, ergibt sich das 
ganze Strahlenfeld in a. Einer Ebene von s' entspricht der ganze 
Ebenenbüschel um den ihr in @o korrespondierenden Strahl vo\^. 
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(0, a). Die Sclmittlinieii bilden also den Büschel in jener Ebene nm 
ihren Schnittpunkt mit diesem StrahL Alle diese Schnittpunkte er 
zeugen den in a gelegenen Kegelschnitt Ky der durch {O, a) und des 
vom Ebenenbüschel s' eingeschnittenen Strahlenbüschel entsteht ud 
durch und as' geht. Folglich ist der zweite Bestandteil des Qrti 
der Schnittlinien entsprechender Ebenen, neben jenem Strahlenfeldfy 
die Kongruenz 1. Ordnung^ 2. Klasse der Strahlen, welche dieM 
Kegelschnitt und die ihm begegnende Gerade s' treffen. Es ergibt 
sich diejenige Ausartung der Kongruenz der Doppelsekanten der ks- 
bischen Raumkurve, welche sich schon in Nr. 375 ergab, als wir dei 
kollinearen Bündeln eine sich selbst entsprechende gemeinsame Ebene 
gaben. Die kubische Raumkurve besteht aus dem Kegel- 
schnitte K und der Gerade s\ Diese ist nämlich der Ort da 
Schnittpunkte von s selbst, als Strahl von 0\ mit den sie schneidenden 
unter den Strahlen von 0, die ja alle ihr entsprechen, der Kegelschiutt 
aber der Ort der Schnittpunkte der Strahlen von (O, a) je mit dem 
schneidenden unter den oo^ in der KoUineation entsprechenden. 

Wir erzeugten (Nr. 389) einen tetraedralen Komplex durch 
ein Feld TT und einen Bündel P\ die zueinander kollinear • 
sind; wie gestaltet sich das Erzeugnis, wenn diese KoUi- 
neation ausartet? Dies ist in zwei Weisen möglich; entweder 
haben beide einen singularen Strahlenbüschel (S, TT) und {P', C\ 
oder das Feld hat eine singulare Punktreihe s, der Bündel einen sin- 
gularen Ebenenbüschel s\ Im ersten Falle entspricht einem beliebigen 
Punkt von TT der Strahl von (P', o'), der in der Projektivitat S| 
zwischen (5, TT) und (P', a') dem den Punkt enthaltenden StrsUe 
von (5, TT) homolog ist. Man gelangt zur Erzeugung des te- 
traedralen Komplexes durch die beiden projektiven Strahlen- 
büschel {S, TT), (P', & ) und subsumiert diese Erzeugung 
(Nr. 254) der allgemeineren durch Feld und Bündel, welche 
kollinear sind. Das erzeugte Gebilde ist nicht ausgeartet. Im 
anderen Falle aber entspricht einem beliebigen Punkte von TT der 
singulare Strahl s', einem Punkte von s aber jeder beliebige Strahl 
von 2^ in der ihm durch die Projektivitat @o zwischen 8 und $' ent- 
sprechenden Ebene; der tetraedrale Komplex artet aus in den 
Inbegriff der beiden Strahlengebüsche, welche s und s' zn 
Axen haben. 
406 Bei der Betrachtung eines Netzes koUinearer Bündel, die eine 

gegebene kubische Flache (zu je dreien) erzeugen und zu dem Sex- 
tupel a^a^, . , , Gq gehören, sind wir (Nr. 384) so weit gelangt, daß wir, 
imter Beibehaltxmg der Scheitel 0, 0', den dritten Scheitel auf eine 
Gerade b^ des verbundenen Sextupels_^&i, . . b^ verlegen wollten: in 
den Punkt 0^ von 6^ . Der Punkt von 0", den wir mit O^ vertauschen 
wollen, lag in der Ebene a^ = Oa^ auf dem Kegelschnitte X^^ des 

i 
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diese aus F^ ausschneidet und der auch enthalt. Die Doppel- 
sekanten der in b^ und äl^' zerfallenden R^ müssen uns über das Ent- 
sprechen der Ebenen der Bündel und 0^ belehren; es gibt zweierlei 
Doppelsekanten: 8 zwischen b^ und %i^ und s' in 04. 

Eine beliebige Ebene durch 0, welche %^ zum zweiten Male in 
V^ schneide, enthält eine Doppelsekante s, die Ton V^ ausgeht; ihr 
entspricht , aus 0^ diese s projizierend; die Ebene b^V^, welche in- 
folge dessen allen Ebenen des Büschels OF^ in korrespondiert; es 
entsteht in der singulare Strahlenbüschel (0, a^); welcher auf den 
singnlaren Ebenenbüschel b^ so projektiv bezogen ist, daß entsprechende 
lUemente durch denselben Punkt V^ von Sl^' gehen. Die singulare 
Ebene 04 yon enthält alle Doppelsekanten s'] daher entspricht ihr 
jede beliebige Ebene yon O^. Da nur in diesem Falle Ebenen von 
Ol in Betracht kommen, die nicht zum Büschel b^ gehören, so hat 
man es im Grunde nur mit diesem Ebenenbüschel bi zu tun und 
kann sagen: der Ebenenbündel 0^ ist in einen Ebenenbüschel b^ aus- 
geartet 

Die KoUineation zwischen imd 0' ist unveiundert und allgemein 
geblieben. Dagegen stehen auch ff und 0^ in ausgearteter KoUi- 
neation; der singulare Ebenenbüschel ist derselbe &^; der singulare 
Strahlenbüschel und seine projektive Beziehimg zu b^ ergibt sich aus 
der Eollineation von 0' zu 0; a^' ist die Ebene ffa^. 

Diese Erzeugung einer allgemeinen Fläche 3. Ordnung 
dnrch drei kollineare Ebenenbündel, von denen einer in 
einen Büschel ausgeartet ist^ kann auch so beschrieben werden. 
Zwei (allgemein) koUineare Bündel 0, 0' sind gegeben; ein Ebenen- 
büschel bi wird projektiv auf zwei entsprechende Strahlenbüschel 
derselben: in den Ebenen 04, 04' bezogen; man bringe jede Ebene 
von bi mit zwei entsprechenden Ebenen der Büschel um die ihr ent- 
sprechenden Strahlen von (0, cti), (0', a^') zum Schnitt, also mit den 
Geraden einer Regelschar, welche dann in sie einen Kegelschnitt ein- 
schneidet. Die Tragerflächen dieser Regelscharen haben die durch 
und O' erzeugte kubische Raumkurve R^^ und die Gerade C404' gemein; 
also hat sich ein Spezialfall der zweiten Steiner sehen Erzeugungs- 
weise ergeben.^) 

Ein SpezialfjEdl hiervon ist: Es sind drei Punkte 0, 0', Qj zwei 
Geraden b^ und t und zwei Ebenen a, a' gegeben. Die Schnitte einer 
Ebene E durch Q mit a, a', t werden bzw. aus 0, 0', b^ durch Ebenen 
projiziert; deren Schnitt erzeugt eine kubische Fläche.^) Die beiden 
Bündel 0, (X, beide perspektiv zu Q, sind in allgemeiner Eollineation. 
Dagegen sind, wenn 0^ ein beliebiger Punkt auf b^ ist, die Bündel 



1) Flächen 8. Ordnung, S. 9. 

2) Schröter, Jonmal f. Math., Bd. 96, S. 302. 
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und 0} in ausgearteter Eollineation; der Ebenenbüschel b^ ist der 
singulare in 0^, der singulare Strahlenbüschel in ist derjenige der 
durch die KolÜneation zwischen und Q dem Strahlenbüschel ron Q 
nach der Punktreihe Ton t entspricht; in der charakteristischen Pro- 
jektivitat zwischen ihnen sind homolog ein Strahl jenes Büscheb in 
und die Ebene yon b^, welche sich mit dem ihm entsprechenden 
in Q auf t schneidet. 

Wir gehen in der obigen Betrachtung weiter und ersetzen 
durch einen Punkt 0^ auf b^] die ausgeartete EoUineation zwischen 
und 0) hat dann zum Erzeugnis diese Gbrade b^ und den Kegel- 
schnitt ^* in der Ebene Oa^. An Stelle von 9(^* in 04' ist das Oe- 
radenpaar b^c^^ getreten. Erzeugnis der KoUineation zwischen 0^, (\ 
ist die aus b^^ b^j c^^ bestehende kubische Baumkurve. Diese EoUi- 
neation ist in zweiter Stufe ausgeartet, indem die charakteristische 
Projektiyitat zwischen den singulären Büscheln b^ und (O^, o^^ oder, 
wie wir diesen jetzt lieber nennen wollen, (O^, h^) auch ausgeartet 
ist, jener die singulare Ebene b^ "- (ft^, q^) ^^9 ^^^ dieser den singo- 
laren Strahl b,; welche zu den schon vorhandenen singulären Element«! 
hinzugetreten imd zu ihnen bzw. inzident sind. Die Euire (^i^^si^) 
hat dreierlei Doppelsekanten, s zwischen b^, b^y ^ in b^, ^ in ^. 
Einer beliebigen Ebene Ton 0^, welche eine ^ enthalt, korrespondiert 
durchweg die bj in O^, die bisherige singuBre Ebene; einer Ebene 
von b^, welche immer einen Büschel Ton s um den Schnitt mit ^ 
enthält, entsprechen alle Ebenen von 0^ nach diesem Schnitte, also 
um b^y welche Gerade daher in der charakteristischen Projektiritat 
allen Ebenen von b^ im Büschel (0,, b,) entspricht, also der singulare 
Strahl wird; endlich der Ebene b^, welche alle s^ enthält, korrespon- 
dieren alle Ebenen von 0^, insbesondere alle von b^, weshalb b^ Sin- 
gular im Büschel b^ geworden ist. 

Diese Korrespondenz der Ebenen mufi sich auch aus den beiden 
Kollineationen zwischen und 0^, und 0^ ergeben, deren Er- 
zeugnisse aus b^ und dem Kegelschnitt ^* in a^ » Oc^, bzw. ans hf 
und Slg* in a, = Oa^ bestehen. ist Slj* und Äj* gemeinsam. Weil 
tti nicht ttj triflFfc, triflFt sie St^*, und o, triflft Ä^*; in bj = (b^, c^^) liegt 
noch a^y in bg = (fcj, q,) noch a^. 

Einer beliebigen Ebene von Oj, welche eine Doppelsekante Ton 
21^^ in a^ enthält, entspricht a^ in 0; diese enthält a^ als Doppel- 
sekante zwischen b^ und 91,^, also entspricht ihr und damit jener 
Ebene von 0^ die Ebene b^,, die von 0^ nach a^ geht Einer Ebene 
durch b^y deren zweiter Schnitt mit Stj* der Punkt Fj sei, entspricht 
in jede Ebene durch OV^*^ diese Ebenen gehen nach Doppelsekanten 
zwischen b^ und ^^^y deren beide Schnitte beweglich sind, also sind 
projizierend aus 0, alle Ebenen von h^. Endlich die Ebene b^ sb&j^;^,^ 
enthält a^ als Doppelsekante zwischen b^ und 9^', also entspricht ihr 
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\i in die Ebene o, » Oa^y welche alle Doppelsekanten des ^* enthält; 
< projizierend aus 0^ ist daher jede Ebene dieses Bündels. 

Diese Erzeugung der F^ durch drei kollineare Bündel, 
Yon denen zwei in Büschel ausgeartet sind, kann man kurz 
wiederum so beschreiben. Zwei Ebenenbüschel b^, b^ sind bzw. pro- 
jektiv zu zwei konzentrischen Strahlenbüscheln (0; o^), (0; o^). Jede 
Ebene von schneidet aus letzteren zwei Strahlen aus; man schneide 
sie mit den beiden Ebenen Ton b^, b,; denen diese entsprechen. 

Ein Spezialfall ist wiederum von Schröter behandelt.^) Es 
sind gegeben vier Geraden b^y b^f ti, t^ und ein Punkt 0; eine be- 
liebige Ebene i durch und die beiden Ebenen {b^^ it^), (b^^ It^) 
liefern den erzeugenden Punkt. Ist 0^ ein beliebiger Punkt auf b^, 
BO hat die ausgeartete EoUineation der Bündel und 0^ die singu- 
laren Büschel (0, t^) und b^^ und Elemente derselben , die sich auf 
^ schneiden, sind homolog in der charakteristischen ProjektiTität; usw. 

Drehen wir jetzt o, um a^, bis der Kegelschnitt Sl,* ^ ^^ ^^^ 
^i^is verschiedenes Geradenpaar, etwa b^c^ übergeht. Mit dem Be- 
standteil Cjs trifft dieser St^' sowohl b^ als auch ^', weil c^^ nicht 
o^ schneidet: dieser Punkt ^^s^i^ ^^^ ^^^ gemeinsame Punkt von 9^' 
und 9^^ Bei der EoUineation zwischen und 0^ ist nur die Modi- 
fikation eingetreten, daß der zweite Schnitt F^, nach dem entsprechende 
Elemente der singularen Büschel b^ und (0, o,) gehen, auf dem Be- 
standteil b^ von Slj^ sich bewegt; weshalb wir ihn lieber U^ nennen 
wollen. 

Nun ersetzen wir den Punkt des Erzeugnisses {b^, 63, c^s) ^^^ 
Bündel und 0, durch den Punkt O3 auf b^. 

Eine beliebige Ebene durch schneide b^, b^, b^ ia Ui, U^, U^, 
^^ zum zweiten Male in F^; also entspricht ihr in 0^ die Ebene 
tiFj, in 0, die Ebene b^U^i^b^V^), in Og die Ebene nach üi, U^ 
oder von b^ nach ü^. Diese drei Ebenen der Bündel oder Büschel 
sind also einander zugeordnet. Die beiden letzten gehen durch die 
Doppelsekante U^ U^ zwischen b^, 63, durch welche auch die Ebene 
von geht; deren Schnitt mit der Ebene Ton b^ ist der erzeugende 
Punkt. Bleibt diese und damit der Punkt F^ fest, so gleitet die Doppel- 
sekante an OVif b^y b^y beschreibt eine Begelschar und schneidet in 
jene Ebene tou b^ die Punkte eines Kegelschnitts, welcher die i^' 
erzeugt. Zu allen diesen Regelscharen gehört a^, in der Ebene von 
81* gelegen und die jeweilige OV^ treffend, und c^^, durch gehend; 
beide treffen b^, &s; also sind den Trägerflächen die b^, 63, a^, c^^ 
gemeinsam, und es liegt wiederum ein Spezialfall der zweiten Steiner- 
schen Erzeugungsweise mit noch speziellerem Flächenbüschel vor.^ 

Zwei beliebige Ebenen von b^y b^ schneiden sich in einer Doppel- 
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Sekante U^U^] nach dem dritten Schnitte derselben mit F^ gtki die 
zugeordnete Ebene aus b^. 

Wenn also alle drei Bündel in Büschel ausgeartet sind, 
so liegt Trilinearität vor (Nr. 212). 

Erwähnen wir noch kurz den Fall, wo wir in einem Bündel 0, 
aus dem Büschel heraustreten. Der Ebene (b^, c„) Ton 0, der» 
dritte Gerade o, ist, entsprechen in 0^, 0,, 0, die Ebene b^a^, die 
Ebene b^a^, jede beliebige Ebene. Die beiden ersten schneiden sich 
in a^, einer Gerade von F^] also bilden sie in der Trilinearität ein 
neutrales Paar; um die Punkte dieser Gerade a^ zu erhalten, genügt 
es, im Bündel 0, innerhalb des Büschels b^ zu bleiben; folglich ist 
die Trilinearität der Büschel hinreichend. Also: 

Unter den oo^ Erzeugungen der gegebenen F^ durch 
drei kollineare Bündel, für welche das Sextupel 0^,0^, ...(i| 
das ausgezeichnete ist, nach dessen Geraden immer ent- 
sprechende Ebenen gehen, gibt es 6 Systeme von cx>^, 15 
Systeme von cx>^, eine endliche Zahl 20, bei denen ein, zwei, 
alle drei Bündel in Büschel ausgeartet sind. Die Axen 
dieser Büschel gehören zu dem Sextupel b^y . . . b^, das mit 
jenem eine Doppelsechs bildet. Im letzten Falle ist die 
Kollineation in Trilinearität übergegangen. 

Grafimanns Satz^): „Der Durchschnitt dreier aus einem Gebilde 
2. Stufe durch Projektion ableitbarer Ebenenbüschel ist eine Obe^ 
fläche 3. Ordnung'' (in dem Ebenenbündel Ebenenbüschel 2. Stofe 
genannt werden), umfaßt alle Fälle; sie werden von Graßmann anch 
vorher aufgezählt. 
407 Wenn die Bündel 0, (/, 0" so kollinear sind, daß und 

0' in einer allgemeinen Kollineation stehen, und 0" in 
einer ausgearteten, bei welcher der singulare Strahlen- 
büschel in 0, der singulare Ebenenbüschel in O" sich be- 
findet, so artet die erzeugte Fläche nicht aus. Ja, man 
kann in der Ausartung der erzeugenden EoUineationen, wie 
die Torangehende Erörterung gezeigt hat, noch wesentlicb 
weiter gehen. 

Überzeugen wir uns, daß die Mannigfaltigkeit 19 (Nr. 381) er- 
reicht wird. 

Ein Bündel arte aus; man kann auf cx)*'+* Weisen zwei Scheitel 
0, 0' und eine Gerade b^ wählen; die Kollineation zwischen den 
Bündeln 0, 0' ist auf 00^ Weisen möglich; in können wir den 
singulären Strahlenbüschel auf c»* Weisen wählen und je in 00* Weisen 
projektiv auf den Ebenenbüschel b^ beziehen. Eine gegebene kubiscbe 



1) Gesammelte Werke, Bd. ü, 1. Hälfte, S. 197. 
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Fläche ist in oo^ Weisen so herstellbar; also ist die Mannifaltigkeit: 

2.3 + 4 + 8 + 2 + 3-4= 19. 
Bei zwei ausartenden Bündeln ergibt sich: 

3 + 2 . 4 + 2 (2 + 3) - 2 - 19. 

Und weil 00^ Trilinearitäten zwischen drei gegebenen Ebenenbüscheln 
möglich sind (Nr. 209), so liefert der letzte Fall: 

3 . 4 + 7 = 19. 

Wenn jedoch bei der ausgearteten Eollineation zwischen 
den Bündeln und 0" der erstere den singulären Ebenen- 
btischel 8y der 0" den singulären Strahlenbüschel (0", a") 
enthält, so ruft die Kollineation zwischen und (X in 0' den 
singulären Ebenenbüschel s' für die ausgeartete EoUineation zwischen 
(y und 0" hervor; und die erzeugte kubische Fläche zerfällt 
in die Ebene &' und die Trägerfläche der durch die pro- 
jektiven Ebenenbüschel s und s' erzeugten Regelschar. 

Liegt eine Korrelation zweier Bündel mit singulären 
Ebenenbüscheln vor, so entspricht jeder Ebene des einen Büschels 
jeder beliebige Strahl in der entsprechenden Ebene des andern Büschels: 
Ort der 00^ Schnittpunkte ist die Schnittlinie der beiden Ebenen. 
Die durch diese Korrelation erzeugte Fläche 2. Grades ist 
daher die Trägerfläche der Regelschar, welche durch die 
beiden singulären Ebenenbüschel entsteht; so daß diese 
Erzeugung einer Fläche 2. Grades durch projektive Ebenen- 
b*üschel sich als Spezialfall der Erzeugung durch korrelative 
Bündel ergibt. 

Ist aber die Korrelation eine solche mit zwei singu- 
lären Strahlenbüscheln (0, a), ((7, O^, so fällt jeder Schnitt- 
punkt eines Strahls des einen Bündels mit der entsprechenden Ebene 
des andern in eine der beiden Ebenen a, o'; Erzeugnis ist das 
Ebenenpaar (a, o'), 

§ 61. Mannigfaltigkeit der verscliiedenen Eollineationen und Korre- 
lationen. Vielfacliheit der Bedingungen. 

Zwei gegebene Gebilde 2. Stufe kann man in cx>^ Weisen 408 
kollinear machen (Nr. 372) und ebenso korrelativ. 

Sind ein Paar entsprechender Elemente gegeben, so kann man 
drei weitem festen Elementen des eines Gebildes in c»^'' Weisen 
die entsprechenden zuordnen. Folglich ist es für eine Kollinea- 
tion oder eine Korrelation eine zweifache Bedingung, 
ein gegebenes Paar entsprechender Elemente zu besitzen; 
denn eine Bedingung ist i-fach, wenn sie den Mannigfaltigkeits- 
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grad um i yerringert. Nennen wir jene Bedingung eine Elementar- 
bedingung; so haben wir nun nach einÜEU^hen Elementarbedmgimga 
zu suchen. Diese bestehen darin, daß in dem einen Gebilde ein Element 
A gegeben ist und im andern nicht das entsprechende A\ sonden 
nur ein Element Jff, mit welchem Ä' inzidieren soll; woraus dani 
folgt, daß auch das dem Jff entsprechende mit Ä inzidiert Handeb 
es sich z.B. um die KoUineation zweier Felder, so sei in dem 
einen Felde Z ein Punkt Ä gegeben, im andern Z' eine Gerade 
b\ auf der der entsprechende Punkt Ä' liegen soll, was dann 
bedingt, daß die der b' entsprechende Gerade durch A gehl 

Für den A' sind dann nur noch cx>^ Lagen möglich, ^^farend 
etwa zu drei weiteren Punkten B, C, D die korrespondierenden noch 
in je oo' Lagen gewählt werden können. Unsere Bedingung läßt 
also cx>^ Eollineationen zu und ist daher einfach. Es sind hinsichtlich 
dieser Bedingung zwei, jedoch nicht wesentlich Terschiedene Fälle 
möglich: der Punkt liegt in Z, die Gerade in Z', oder diese in I, 
jener in Z'. 

Bei der Korrelation heißen solche Elemente konjugiert 
(Nr. 267), imd da haben wir die zwei wesentlich verschiedenen Fälle, 
daß zwei konjugierte Punkte oder zwei konjugierte Geraden 
gegeben sind. 

Wird die feste Lage der Trägerebenen aufgegeben, so wächst die 
Mannigfaltigkeit von <x>^ auf c»", da jene in oo*' Weisen gewählt 
werden können. 
409 Für die Affinität sind die unendlich fernen Geraden ab ent- 

sprechend gegeben, also ist die Affinität eine zweifache Be- 
dingung. Daher sind zwischen zwei Feldern oo* Affinitäten möglich. 

Für die Ähnlichkeit kann man zu zwei festen Punkten des einen 
Feldes die beiden entsprechenden (Nr. 287) geben; also gibt es oo* 
Ähnlichkeiten zwischen zwei gegebenen Feldern. Wir können audi 
sagen: man gibt das Ahnlichkeits Verhältnis A:, was auf oo^ Weisen 
möglich ist, und kann das einem festen Dreiecke des einen Feldee 
entsprechende, das seiner Gestalt und Größe nach völlig bestimmt ist, 
in cx>^ Lagen (in zwei Arten, die sich durch den Umlaufungssinn 
unterscheiden) wählen. Kongruenzen sind c»* möglich. Die Ähn- 
lichkeit ist also eine vierfache, die Kongruenz eine fünf- 
fache Bedingung. 

Liegen die Felder in derselben Ebene, so ist die Bedingung, ein 
gegebenes Koinzidenzelement zu haben, eine doppelte, und es gibt 
oo^ Kollineationen mit demselben gegebenen Koinzidenzdreiecke. 

Unter ihnen gibt es oo^ Hermitesche Kollineationen; denn f&r 
eine solche hat man für einen gegebenen Punkt des einen Feldes den 
entsprechenden so zu wählen, daß er auf einem der drei Kegelschnitte 
liegt, welche in zwei Koinzidenzpunkten die nach dem dritten gehen- 
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den Koinzidenzgeraden berühren und durch den gegebenen Punkt 
gehen. Also sind oo^''*'^ Hermitesche EoUineationen mög- 
lich, und die Bedingung, eine Hermitesche Eoilineation zu 
sein, ist eine einfache; wie das auch daraus folgt, daß zwei der 
Inyarianten gleich sein müssen. 

Eine Homologie ist durch Axe, Zentrum, die je in oo* Lagen 
gewählt werden können, und den Wert der Invariante gegeben. Folg- 
lich sind oo^ Homologien in fester Ebene möglich, darunter 
cx)^mit gegebener Invariante, insbesondere oo^ involutorische, 
ferner oo^ hom ologische Affinitäten, oo' Symmetrien in bezug 
auf Axeu, cx>' Ähnlichkeiten in ähnlicher Lage (Zentrum in 
oo* Lagen, oo^ Werte des Ahnlichkeits -Verhältnisses), usw. 

Wenn für eine Homologie das Zentrum (die Axe) gegeben ist, 
BO ist die Bedingung, daß ein Paar entsprechender Punkte (Geraden) 
gegeben ist, nur einfach; weil der zweite Punkt (die zweite Gerade) 
nur in cx>^ Lagen gewählt werden kann. 

Die dreifache Bedingung für eine ebene KoUiueation, 
daß sie Homologie sei, läßt sich nicht, wie es im nächsten Bei- 
spiel der Fall sein wird, in drei einfache zerlegen. 

Daß es in gegebener Ebene oo^ Polarfelder gibt, folgt aus der 
fünffach unendlichen Mannigfaltigkeit der Kegelschnitte. Demnach 
ist es eine dreifache Bedingung, daß eine ebene Korrelation 
durchweg involutorisch ist. Zur Bestimmung einer allgemeinen 
Korrelation kann man acht Paare konjugierter Elemente geben. Gibt 
man für eine ebene Korrelation zunächst fünf Paare, fügt aber als 
die drei weiteren hinzu, daß die Elemente von drei von diesen fünf 
Paaren auch noch im andern Sinne konjugiert, also doppelt konjugiert 
sind, so wird (Nr. 311) eine Korrelation, die dadurch bestimmt ist, 
involutorisch, wenn nur jene drei Paare in der allgemeinen Lage ge- 
geben sind, daß ihre Verbindungslinien nicht durch denselben Punkt 
gehen, bzw. ihre Schnittpunkte nicht auf derselben Gerade liegen. 
Wir erkennen hier noch deutlicher, daß Schröters Kennzeichen 
(Nr. 311) zu weit geht. 

Läßt man drei Punkten A, By C eines Kegelschnitts h^ drei 410 
Punkte Äj B', C eines andern Kegelschnitts Ä'*, bzw. ihre Tangenten 
a', Vy c' entsprechen, so wird (Nr 268) dadurch eine Kollineation oder 
Korrelation festgelegt, in welcher die beiden Kurven entsprechend 
sind. Hält man Ä, B, C fest, während A\ -B', C (imd a', V, c) sich 
verändern, was auf oo^ Weisen möglich ist, so ergeben sich c»* 
Kollineationen und Korrelationen, in denen die beiden Kegel- 
schnitte einander zugeordnet sind; und es ist daher für eine 
Kollineation oder Korrelation eine fünffache Bedingung, 
gegebene Kegelschnitte zu entsprechenden zu haben. 
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Das gilt auch für eine ebene Eollineation oder Korrelation, 
welche einen Kegelschnitt k^ in sich selbst überführt Wu 
können die dreifache Unendlichkeit auch folgendermaßen absähkn. 
Es gibty in fester Ebene, cx>^ Hermitesche Eollineationen, jede f&hit 
oo^ Kegelschnitte in sich selbst über; weil nun cx>^ Kegelschnitte ii 
der Ebene vorhanden sind, so sehen wir, daß jeder von ihnen durch 
0^7+1-6 KoUineationen in sich übergeführt wird. Hingegen fÖhit 
jede von den oo^ Korrelationen der Ebene zwei Kegelschnitte in sich 
selbst über (Nr. 308); also ist jeder Kegelschnitt in oo®""* Korre- 
lationen sich selbst entsprechend. 

Unter den oo^ Ä;'-Kollineationen — so möge eine KoUineation 
genannt werden, welche k^ in sich selbst überführt — befinden sich 
oo' involutorische Homologien; denn jedes Paar Pol und Polare von 
k^ führt zu einer (Nr. 295, 305). Und unter den <x>* it^- Korrelationen 
befinden sich, wie wir in Nr. 330 erkannten, oo* Polarfelder, so daß 
die Mannigfaltigkeit nur um 1 sinkt; obwohl diese Spezialitaten drei- 
fache Bedingungen sind, wobei wir die iuvolutorische Homologie schon 
als Spezialfall der Herrn iteschen Kollineation betrachten. Anderer- 
seits wissen wir, jede involutorische Homologie transformiert <X)\ 
jedes Polarfeld oo* Kegelschnitte in sich selbst. 

Wir brauchen den korrespondierenden Punkten A, jB, C; A\ B\ C 
auf k^y durch die wir eine A;^- Kollineation festlegen, nur die einfache 
Bedingung aufzuerlegen, daß AÄ^ BB\ CG' durch denselben Punkt S 
gehen, um eine involutorische Homologie zu erzielen. Die projektiTen 
Punktreihen auf k^ werden dadurch involutorisch; und daß die invo- 
lutorische Homologie mit dem Punkte S als Zentrum und seiner 
Polare s nach k^ als Axe die fragliche Kollineation ist, bedarf kaum 
eines Beweises. 

Wenn auf fc* eine beliebige Projektivität gel^ wird, in welcher 
A und A' entsprechend sind, so sind dann in der zugehörigen ik'- Kor- 
relation dem Punkte A und seiner Tangente a, zum ersten Felde ge- 
hörig, die Tangente a von A' und dieser Punkt entsprechend h^ 
jene Projektivität involutorisch, so gilt das Entsprechen in beiderlei 
Sinne bei allen Paaren der Involution und den zugehörigen Tangenten. 
In den Punkten A, B, C von k* und irgend welchen Punkten auf 
den Tangenten a, h\ c' der gepaarten Punkte haben wir drei Paare 
doppelt konjugierter Punkte, deren Verbindungslinien nicht konkurrent 
sind; also handelt es sich um ein Polarfeld. In diesem sind dann 
auch AÄ und aa, . . ., S und s polar. 

Entsteht bei einer Kollineation oder Korrelation, die 
einen Kegelschnitt k^ in sich überführt, auf demselben durch 
die entsprechenden, bzw. konjugierten Punkte eine Inro- 
lution, so ist die ganze Beziehung involutorisch: involu- 
torische Homologie, Polarfeld. 
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Sobald zu X, Y in derselben Ebene X', Y' als entsprechende 411 
Punkte gegeben sind: je in oo' Lagen^ und dann zu Z^(XY'y YX") 
der entsprechende Punkt Z' auf XY, also in cx>^ Lagen, ist Eolli- 
neation in eingeschriebener Dreieckslage erreicht (Nr. 365); zu einem 
Tierten Punkte kann der entsprechende wiederum ganz beliebig ge- 
wählt werden. Folglich gibt es, in gegebener Ebene, cx)'Kolli- 
neationen in eingeschriebener Dreieckslage, und diese Spe- 
zi-alität ist eine einfache Bedingung. 

Nehmen wir als viertes Paar entsprechender Punkte Z/ = Z im 
zweiten Felde und Z^, auf XF gelegen, im ersten Felde, also letzteren 
in oo^ Lagen wählbar, so ergeben sich in der Ebene cx>^ KoUi- 
neationen, welche zugleich in ein- und in umgeschriebener 
Dreieckslage sind, also zyklische Eollineationen 3. Grades, 
so daß diese Spezialität eine doppelte Bedingung ist. 

Wenn A^A^A^ ein Zyklus ist, so ist die Eollineation: 

' ./X4 jA^ jLu 2L 
I A^A^A^X 

zyklisch, vom 3. Grade, weil sie schon durch einen Zyklus als solche 
charakterisiert ist. Da jeder Punkt einen Zyklus anfangen kann, so 
können wir Al^ festhalten, sowie auch X, und für A^j A^, X' haben 
wir oo''^ Lagen, so daß sich auch so die sechsfache Unendlichkeit 
ergibt. Ebenso erhalten wir bei der zyklischen Projektivität 
4. Grades, die ja durch einen Zyklus gerade bestimmt ist, eine 
sechsfache Unendlichkeit. Dies gilt bei jedem Grade. 

In der Tat, wir haben in Nr. 359 erkannt, daß jede zyklische 
Projektivität n^^ Grades als Projektion des einfachen speziellen Falles 
erhalten werden kann, bei welchem das eine Feld aus dem andern 

durch Drehung um einen Punkt um den Winkel — entsteht. Diese 

Eollineation ist in ihrer Ebene YoUständig bestimmt, wenn der Dreh- 
punkt und die Zahl v gegeben ist; letztere hat nur eine endliche 
Anzahl — (p(n) — von Werten; also ist die Mannigfaltigkeit der 
Eollineation in den verschiedenen Ebenen des Raumes oo'+^. Dazu 
kommt die Mannigfaltigkeit cx)^ des Projektionszentrums. Anderer- 
seits kann eine gegebene zyklische Eollineation n^^ Grades in cx)^ 
Weisen aus der speziellen Form durch Projektion erhalten werden, 
weil das Zentrum in sämtlichen Punkten eines Ereises liegen kann 
und, nachdem es gewählt, für die Ebene, in der die spezielle Form 
liegt, jede beliebige eines bestimmten Parallelebenen-Büschels zur Ver- 
fügung steht. So gelangen wir zur Mannigfaltigkeit oo^+'+'~'^ also 
(x>^ der zyklischen Eollineation n^^ Grades in gegebener Ebene; so 
daß sie eine zweifache Bedingung ist. 
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412 Ausgeartete Eollineationen und Korrelationen 1. Stufe 

zwischen zwei gegebenen Gebilden gibt es oo^; denn die singu- 
lären Elemente können je oo* Lagen haben, und, nachdem sie bestimmt 
sind, sind oo' charakteristische Projektivitaten möglich. Die Aus- 
artung 1. Stufe ist daher eine einfache Bedingung, und ein 
einfach unendliches System Ton Eollineationen oder Korrelationen 
wird eine endKche Anzahl von Ausartungen enthalten. 

Die Ausartungen 2. Stufe sind YoUstandig bestimmt durch die 
beiden Paare inzidenter singularer Elemente, welche je in oo' Lagw 
möglich sind. Zwischen zwei gegebenen Gebilden lassen sich demnach 
oo* solche Ausartungen herstellen, und die Ausartung 2. Stufe ist 
eine zweifache Bedingung. 



§ 62. Anzahl der Korrelationen, welche acht gegebenen Elementar- 
bedingungen genügen. Konstruktion aus acht Paaren konjngiertor 

Punkte. 

413 Wir bevorzugen die Korrelation zweier Felder Z, Z'. Es 

seien also folgende Elementarbedingungen gegeben. 

1. Einem Pole P in Z ist seine Polare p in Z', 2. einer 
Polare |) in Z der Pol P' in Z' zugeordnet; 3. zwei Punkte 
A und Ä sollen konjugiert sein, 4. zwei Geraden a und d 
sollen konjugiert sein. 

Von ihnen sind 1. und 2. doppelt, 3. und 4. einfach. 

Die Signatur (aßxb) bedeute, daß a Bedingungen 1^ 
ß Bedingungen 2., t Bedingungen 3. und b Bedingungen 4. 
gegeben sind, wobei: 

2a + 2ß + T + b = 8, 

was kurz mit (aßTb)3 bezeichnet wird. Zugleich möge damit auch 
die Anzahl der Korrelationen, welche bei dieser Signatar 
möglich sind, bezeichnet werden. Es ist immer: 

(aßTb)8-(ßaTb)8, 
weil da nur eine Vertauschimg der beiden Felder vorließ; ebenso ist: 

(aßTb)8=(ßabT)8, 
da der eine Fall aus dem andern durch Dualisieren sich ergibt; daher: 

(aßTb)8= (ßaTb)8- (ßabT)«- (aßbT)8. 

Es bleiben demnach von den 55 Signaturen nur noch folgende 
22 wesentlich verschiedenen Signaturen zu behandeln, sie sind 
angeordnet nach dem Werte von a + ß: 



(21 20) 
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(4000), (3100), (2200); (3020), (3011); (2120), (2111); 

(2040), (2031), (2022); (1140), (1131), (1122); 

(1060), (1051), (1042), (1033); 

(0080), (0071), (0062), (0053), (0044). 

Wir wissen schon (Nr. 264, 266): 

(4000) -1, (3100) -1, (2200) -0; 

(3100) haben wir dort auf (0400) zurückgefahrt, was mit (4000) 
gleich ist. Wir geben noch ein Beispiel der ZnrückfÜhrung einer 
Signatur auf eine andere, nämlich der Signatur: 

P Q r A B 
p q K A' B' 

d. h. P, Qj r sollen den p\ g', JJ' polar und A, B zu Äj B' konju- 
giert sein. Wir suchen den Pol S von s'— JL'JB'; er muß auf r 
liegen und die Polaren von s^p', «'g', Ä müssen von S nach P, ^, A 
gehen, daher muß sein: 

Ä(P, q, r, Ä) A «'0', </', R, ^'); 

es gibt auf r nur einen Punkt, der dieser Projektivitat genügt (Nr. 224). 
Der Pol von SB ist sodann derjenige Punkt 93' auf s\ der in dieser 
Projektivitat dem SB entspricht; folglich ist ^'B' die Polare V von 
B. Damit ist unsere Korrelation umgewandelt in: 

B Q r B 

p 2 R V 

Also ist (2120) - (3100) =- 1. 

Und wir können diese Korrelation, als (3100) oder (0400), ver- 
vollständigen; d.h. es können beliebige weitere entsprechenden Elemente 
konstruiert werden. 

Um die Anzahlen der übrigen Signaturen zu ermitteln, gehen 414 
wir vor wie in Nr. 245 *). Durch Fallenlassen einer einfachen Ele- 
mentarbedingung bilden wir einfach unendliche Systeme von Korre- 
lationen, die nur sieben Bedingungen erfüllen, also mit Signaturen 
(aßT^)?* In jedem solchen System @ gibt es je eine endliche 
Anzahl tt, bzw. X von zentralen, axialen Korrelationen, eine 
endliche Anzahl )x von Korrelationen, in denen noch die 
achte Bedingung erfüllt wird, daß zwei gegebene Punkte 
konjugiert sind, und eine endliche Anzahl v, für welche 
noch zwei gegebene Geraden konjugiert sind. Diese beiden 
Zahlen fii, v mögen wiederum die Charakteristiken des Systems 

1) Hirflt, Proc. London Math. See, Bd. 6, S. 40 (auch Annali di Matematica, 
Ser. n, Bd. 6, S, 260) und Bd. 8, S. 262. 
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heißen^ tt, X die AusartungszahleD ; wir schreiben kurz: 7T(aßTÖ)|; usw. 
Zwischen diesen vier Zahlen bestehen zwei Beziehungen, 
welche gestatten, ix, v zu berechnen , wenn tt, X ermittelt sind, wis 
im allgemeinen leichter ist. 

Es gibt also ix Korrelationen in @; für welche A und A' kon- 
jugiert sind; d. h. wenn zu A oder A' in allen Korrelationen von 6 
die Polaren konstruiert werden, so gehen ix Ton ihnen durch A' oißt 
A\ also ist )i die Klasse der Kurve der Polaren, welche einem 
Punkte des einen Feldes in den verschiedenen Korrelationen 
von @ im andern zugehören, und ebenso ist v die Ordnung 
des Orts der Pole einer Gerade. 

Es seien nun in Z zwei Geraden a, b gegeben, in Z' ein Punkt 
C\ Ein Strahl x^' des Büschels C und die Gerade a sind in v 
Korrelationen von @ konjugiert; in diesen seien die Pole von b kon- 
struiert imd aus C durch die Strahlen x\ projiziert, welche dann dem 
b konjugiert sind. So werden einem xj v Strahlen a?/ und ebenso 
einem Xf,' v Strahlen x^' zugeordnet. Es entsteht also im Büschel C 
eine (nicht involutorische) Korrespondenz [v, v], in welcher zw« 
Strahlen a?^', a?^' entsprechend sind, welche in der nämlichen Korre- 
lation von @ zu a, bzw. b konjugiert sind. 

Die 2v Koinzidenzen kommen auf zweierlei Weise zustande. In 
jeder der jii Korrelationen von @, in denen die Punkte ab und C 
konjugiert sind, geht die Polare von ab durch C und ist zu a und h 
konjugiert. Und umgekehrt, wenn in einer nicht ausgearteten Korre- 
lation von @ ein Strahl durch C sowohl zu a, als zu 6 konjugiert 
ist, so muß ab sein Pol und daher zu C konjugiert sein. 

Femer in jeder der zentralen Korrelationen vereinigen sich, wdl 
im allgemeinen weder a, noch b durch den singulären Punkt in I 
geht — die Zahl dieser Punkte ist endlich — , die Pole von a und h 
in dem singulären Punkte von Z', und die Gerade aus C nach ilun 
ist wieder konjugiert zu a und b. Dagegen führen die axialen Korre- 
lationen zu keiner Koinzidenz; denn ab liegt auf keiner der singuliren 
Geraden von Z', folglich sind in jeder der X Korrelationen die beiden 
Pole von a, b zwei verschiedene Punkte auf der singulären Gkirade in 
Z', und da diese nicht durch C geht, sind die beiden sie aus C pro- 
jizierenden Strahlen xj^ x^ nicht koinzidierend. 

Dies führt zu der einen der beiden Beziehungen: 

2V = |Ll + TT; 

die andere ergibt sich durch die duale Betrachtung und ist: 

2^1 = v + X; 
woraus folgt: 

1) 3|i = TT + 2X, 3v = 27T + X. 
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Es ist: 

M(aßTb)7-(o^ß,T+ 1,0)8, 

v(aßTb)7-(o^ß,T,^ + l)8; 

also ist: 

^1(0, ß, T~ 1, ö)t - v(a, ß, T, ö - 1), - (aßTb)«. 

Wir erhalten so eine Anzahl von Eontrollen. 

Die 13 Systeme, mit denen allein wir nns zn beschäftigen haben, 
sind: 

(3010), (2110); 

(2030), (2021); (1130), (1121); 

(1050), (1041), (1032); 
(0070), (0061), (0052), (0043). 

Betrachten wir z. B. die vorletzte Ghruppe von drei Systemen, so 
führen die jii, v zn den Anzahlen für folgende Signaturen (aßTb)8* 

|i V 

(1050): (1060) (1051), 
(1041): (1051) (1042), 
(1032): (1042) (1033), 

so daß die Zahlen (1051) und (1042) doppelt erhalten werden. 

Man kann die Ausartnngszahlen ir, X direkt berechnen, wie es 415 
Hirst in seinem ersten Aufsatze getan hat. Aber es ist einfacher, 
den Prozeß fortzusetzen, wobei es dann nur auf die Berechnimg von 
einigen X oder tt und auf die der Zahlen der Ausartungen 2. Stufe 
ankommt, welche sechs Bedingungen erfüllen. Man läßt also noch 
eine einfache Bedingung fallen, so daß man zu Signaturen (aßTÖ)^ 
gelangt. Da gibt es nun je ein einfach unendliches System 
@^ Yon zentralen Korrelationen und ein eben solches ®^ yon 
axialen^); sind 6 Ausartungen 2. Stufe vorhanden, so befinden 
sich diese, als Ausartungen sowohl der einen, wie der andern Aus- 
artung 1. Stufe, in beiden Systemen. Femer enthält das erste System 
@^ eine endliche Anzahl it von Korrelationen, für welche noch zwei 
gegebene Punkte konjugiert sind, und eine Anzahl tt von solchen^ bei 
denen noch zwei gegebene Geraden konjugiert sind. Für @^ seien 

X, X diese Charakteristiken. 

Ersichtlich ist durch Dualität: 

iT(aßTÖ)6- X:(ßaÖT)6 - K^ß^T)«, 
TT(aßTö)e=X(aßbT)6, 

TT(aßTb)7-X(aßbT)7. 



1) Bisweilen ist das eine nicht vorhanden, z. B. bei (1040) das System @^. 

Sturm, OeoBWtr. VarwMidttohAftan. H. \^ 
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In @^ haben wir zwei Karren (S), {S"), erzeugt durch die singo- 
lären Punkte, in @^ zwei Kurven (s), (^, umhüllt von den nngularen 
(Geraden. Da von zwei konjugierten Geraden a, a' einer zentnln 
Korrelation eine mit dem singulären Punkte ihres Feldes inzidieran 
muß und umgekehrt zwei (Geraden konjugiert sind, wenn diese InB- 
denz stattfindet, so folgt, daß tt die Summe der Ordnungen Ton {8} 
und (S') ist, und ebenso ist X die Summe der Klassen Yon (s) und 
(s'). Wie früher, ist n die Klasse der Kurve, in jedem der beiden 
Fedder, die von den Polaren, in bezug auf die Korrelationen von @^, 
eines Punktes des andern Feldes umhüllt wird, und X die Ordnung 
der Pole, die einer Gerade desselben in den Korrelationen von @. 
entsprechen. 

Es ist möglich, daß eine von den genannten Kurven nicht zu- 
stande kommt, indem das singulare Element in bestimmten Punkten 
oder Geraden festbleibi Z. B. bei 

(2100) ; 

ist (S) die Gerade r, {S') kommt nicht zustande: S' liegt immer in 
p'q] also ist S — 1 + — 1; ebenso bleibt s fest in PQ, s' aber 
beschreibt den Büschel um 12'; so daß X — + 1 — 1. 

Bei (3000) kommt keine der vier Kurven zu stände; die singu- 
lären Elemente liegen in einzelnen Pimkten oder Geraden fest, und 
die einfache Unendlichkeit der Korrelationen ergibt sich dadurch, daß 
die charakteristischen Projektivitaten unbestimmt sind; z. B. wenn S 
in P, S' in q'r' liegt, haben wir nur: 

SiQ, E) A S'{q\ ry 

Oft artet auch, wenn in beiden Feldern Kurven zu stände kommen, 
das Entsprechen zusammengehöriger singulärer Elemente aus. Z. B. bei 

P Q A B 

p' i AI B' 

besteht iß') aus dem Geradenpaare pq^ (S) hingegen ist der Kegel- 
schnitt der Punkte S, für welche 

Ä(P, Q,A,B)A P'q'(j?', q', A', B') 

ist, und das Entsprechen ist so, daß zu einem beliebigen Punkte S 
dieses Kegelschnitts immer pq als S' gehört, zu P oder Q jeder 
beliebige Punkt von q oder p. Jedenfalls ist S =■ 2 + 2 — 4. Hin- 
gegen s und s' können nur PQ und A'B' sein, so daß X — O + O — O. 
Jedes der beiden Systeme @^, @^ liefert eine Relation, aber nur 
eine. Wir legen wieder in Z die Geraden a, 6, in Z' den Punkt C 
und versuchen zwei Strahlen xj, x^ durch C entsprechen zu kssen, 



(2020) 
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welche je in der namUchen Korrelation Ton @, zu a, bzw. l kon- 
[i^ert sind. Handelt es sich am eine Korrelation, die ihren 5 weder 
Ulf o, noch anf & hat, so fallen beide Strahlen x^^ x^ in den Strahl 
1^118 C nach S' zusammen. Hat die Korrelation aber ihren 8 auf a 
>der &, so wird x^^ bzw. x^ unbestimmt. Wir erhalten also keine 
Correspondenz. 

In bezug aber auf das System @^ ergibt sich eine und zwar 
>, X]. Wenn dann x^, < sich yereinigen und zwar fiir eine Korre- 
lation, die nur Ausartung 1. Stufe ist, so ist der Schnitt der zu diesem 
Strahle konjugierten Strahlen a, h der Pol desselben; C und ah sind 
konjugiert, und umgekehrt, wenn sie es sind, geht die Polare von ab 
liirch C und ist sowohl zu a, als zu & konjugiert. Das geschieht 
bei X Korrelationen von @^ (allen, bei welchen s durch ah oder s 
Inrch C geht). Femer ergeben sich Koinzidenzen bei den Aus- 
Eotungen 2. Stufe mit singularer Gerade und singulärem Punkte s, 8\ 
9% S' in jedem Felde, weil die Pole ffir die beliebig gegebenen 
ßeraden o^ & in den 8' fallen, also x^^ x^ sich vereinigen. 

Folglich haben wir, indem noch die duale Betrachtung ge- 
macht wird, die Relationen: 

2) 2X - X + e, 2iT = S + e. 

Was die 6 anlangt, so brauchen wir dieselben nur fQr folgende Sig- 
naturen zu berechnen: 

(3000); (2100); (2020), (2011); (1120), (Uli); 
(1040), (1031), (1022); (0060), (0051), (0042), (0033). 

Denn, weil die Ausartung 2. Stufe in sich dual ist, ist: 

e(aßTÖ)6« e(ßaTb)e= e(ßabT)e- e(aßbT)6. 
Wiederum ist: 

X(a, ß, T-1, ö)6- K«, ß, T, ö - 1)6- ^(«1 ß, T, h\ 
oder: 

K«, ß, T, b)«-X(a,ß, T+1, ö)„ 

' X(a,ß, T, Ö)6-X(a, ß, T, b+lX. 

Sind also die 6 ermittelt und hat man z. B. X fdr (0060) er- 
mittelt, so g^bt die obige Formel X fßr (0060), das ist X für (0051); 
damit wird X für (0051) berechnet, usw. bis (0006). 

Wir brauchen daher nur X für (3000), (2100), (2020), (1120), 
(1040) und (0060) direkt zu ermitteln oder, was dasselbe ist, X für 
(3010), (2110), (2030), (1130), (1050), (0070). 

Haben wir nun alle Zahlen X ermittelt, so ergeben sich die tt 
Termittelst: 

7r(aßTb)7-X(aßbT)i. 
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Demnach sind die 6 fBr 13 Signataren (aßYÖ)^ und die X (oder w) 
ftlr 6 Signataren (aßt 0)7 za ermitteln. 

Die Ermittelang der 6 hat den Vorzog, dafi bei der Ausartoiig 

2. Stafe es sich nnr am reine Lageneigenechaften handelt, wahrend 

bei denen der 1. Stafe aach Projektivitaten za berücksichtigen msi 

416 Aas der Beschreibang der Korrespondenz bei der Ansartinig 

2. Stafe der Korrelation (zentral-axiale Korrelation) in Nr. 402 folgt^ daS: 

1. wenn zwei polare Elemente gegeben sind, entweder ein singo- 
larer Punkt in den Pol, oder eine nngolire Gerade in die Pol« 
fallt, oder die eine singnlare Gerade darch den Pol geht and ia 
eine singnlare Ponkt anf der Polare liegt, 

2. wenn zwei koiyngierte Pankte gegeben sind, eine der beidea 
singolaren Geraden darch den einen dieser Pankte geht^ and 

3. wenn zwei konjagierte Geraden gegeben sind, einer von doi 
beiden singolaren Pankten anf der einen von ihnen liegt. 

Femer sind S and 5, sowie S' and s' inzident. 

Damach haben wir in den 13 oben anfgezahlten Signataren, wenn 
die gegebenen Bedingangen darch das neben die Signatar geschriebene 
Schema gekennzeichnet sind, folgende Lage der singalären Elemente, 
wobei, wenn verschiedene Kombinationen möglich sind, immer ein 
typisches Beispiel vorgeführt wird: 



(3000) 



P Q B 

p q r 



Die singalären Elemente fallen in die damnter stehenden Pankte oder 
Geraden: 

S s S' s' 



PQ q'f" 



r. 



Es sind darch Yertaaschong von P, Q, R and die entsprechende 
von p\ q, r sechs Kombinationen mogUch, also: 6 » 6. — 



(2100) 


P Q r 

P q' R' ' 


S 


s S' 


(PQ, r) 


PQ P'i' 


nur eine Kombination: 6 =— 


1. 


(2020) 


P Q AB 
p q A' B' 



s 



d»'«', -BO; 



S s S' 

P PQ iq^A'B-) 
mit zwei Kombinationen: 6 — 2. — 



A'B' 



(2011) 


P Q 

P' «' 


A b 
A' b' 


• 


ir haben yier Terschiedene ' 


Typen: 




S 


S 


8' 


s' 


P 


PQ 


b'q' 


{Ä, 6'g') 


P 


PA 


b'q' 


2' 


(PQ, 6) 


PQ 


P'i' 


(^', P'€i 


(PA, b) 


PA 


P'i 


«'; 



%^ 



der erste, zweite, vierte Typus haben zwei Kombinationen, daher 6 => 7. — 

P q A B 
p' Q' A' B' 
wir haben zwei Typen mit je zwei Kombinationen: 



(1120) 



s 




s 8' 




s' 


p 


PA Q' QfB' 


{PAq) 


PA iQ'B', p-) QfB'; 


also 6 =« 4. — 




(1111) 




P q A b 
p' Q[ Ä V 


• 


es gibt zwei Typen mit 


je einer Kombination: 


8 


s 8' s' 


(PA q) 


PA p'b' {q[,p'b') 


hq (P,bq) (QfA',p') QfA'i 


also e — 2. — 




Bei der nächsten Signatur 


• 

(1040) 


J 


? A B C 1 
.' A' B' C I 


)' 





ist keine Ausartung 2. Stufe möglich; denn jede der beiden singn- 
lären Geraden müßte mindestens durch zwei der Punkte A, B, C, D, 
bzw. A', B', C, D' gehen, und dann entweder s noch durch P gehen 
oder s' mit p' zusammenfallen, was nicht möglich ist; also d — 0. — 



(1031) 



P A B C d 
p' Ä B' C d' 

es gibt zwei Typen mit je drei Kombinationen: 
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S 8 

p PÄ 

(PA, d) PA 
mithin 6 — 6. — 



S' 
[B'C, p) 



8 

WC 
B'C; 



(1022) 



P A B c d 

p' A' B' c' öF 

hier haben wir vier Typen mit zwei, zwei, einer, rier Kombinationen: 



8 

PA 
AB 

(cd,P) 
PA 



8' 

f'a 

(A'B', p-) 
p'tF 



8' 



iß', ili) 

9 

P 

A'B' 



(0042) 



5 
P 

(AB, c) 

cd 

iPA,c) 

also e — 9. — 

Ähnlich wie oben bei (1040), sind bei (0060) and (0051) keine 
zentral-axialen Korrelationen möglich; 6 — 0. — 

A B C D e f 

A' B' C D' e' f 

wir haben einen Typus mit 2 • 6 Kombinationen: 

8 8 8' 8' 

iAB,e) AB (C'D',D CD'; 

also d — 12. — 

Endlich 

A B C d e f 

Ä B' C d: e' f 

es gibt zwei Typen mit je nenn Kombinationen: 

8 8 8' s' 

iAB,d) AB e'f (e'r,C) 

de (de,C) {A'B',f) A'B'; 
also 6 — 18. 

417 Was nnn die X(aßTöX <uilangt, von denen nur die fBr die Sig- 

naturen (3010), (2110), (2030), (1130), (1050), (0070) berechnet« 
werden brauchen, so wissen wir, daß, wenn ein Pol und seine Polare 
gegeben sind, etwa P und p', entweder 8 durch P geht oder s' mit j> 
identisch ist; im ersteren Falle müssen P und s'p' in der Projd- 
tiritöt zwischen den Punktreihen $, s' entsprechend sein. Und wenn 
konjugierte Punkte A, A' gegeben sind, so muß 8 durch A oder s 
durch A' gehen. Konjugierte Geraden kommen in jenen sechs Sig- 



(0033) 



Ansahlen der Ausartungen 2. und 1. Stufe. 
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(3010) 



(1130) 



nataren nicht vor. Es kann diesen Bedingungen nur bei (2110) ge- 
nügt werden^ bei allen f&nf andern ist also X — 0. Denn z. B. bei: 

P Q R Ä 

kann s' doch nur mit einer der drei Geraden p\ q, r, zusammen- 
fEdlen, etwa mit p\ dann ist s die QR und weder 8 geht durch A, 
noch s' durch Ä\ 

Oder fallt bei: 

P q Ä B C 

p' Q' A' B" C 

8 mit q zusammen^ so geht sie nicht durch P; 8' ist also p'; jene 
wie diese geht durch keinen der Punkte Ay B, Cj bzw. A', B", C\ 
GFeht 8 durch P, so muß Qf auf 8' liegen; geht etwa 8 noch durch A, 
so müßte s' durch B\ C gehen, was nicht möglich ist 

Bei 

P Q T A 

p' q' ir A' 
ist 8^ PQ und s ^^R'A' und die Projektivitat ist: 

5(P, Q, T) A s\p\ i, Ry, 
also X — 1. 

Mithin ist X - bei (3000), (2020), (1120), (1040), (0060), 
X-1 bei (2100). 

Die erste Formel 2) und X(aßTl>)«=- X (et, ß, t + 1, — 1)6 führen 
nunmehr zu folgender Tabelle: 



(21 10) 



und 





6 


X 


X 




e 


X X 


(3000) 


6 





3 


(1022) 


9 


3 6 


(2100) 


1 


1 


1 


(1018) 


6 


6 6 


(2020) 


2 





1 


(1004) 





6 3 


(2011) 


7 


1 


4 


(0060) 








(2002) 


2 


4 


3 


(0051) 








(1120) 


4 





2 


(0042) 


12 


6 


(1111) 


2 


2 


2 


(0033) 


18 


6 12 


(1102) 


4 


2 


3 


(0024) 


12 


12 12 


(1040) 











(0015) 





12 6 


(1031) 


6 





3 


(0006) 





6 3. 


VermitteUt: 














X,(aßT&)7- 


- X(a, ß, T - 


1, h\ - X(a, R 


, T, ö 


-1). 






tr 


(aßTöX 


- X(aßÖT), 
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erhalten wir fBr die X und ir der Signataren (aßTb^ folgtmde Weite 
zu denen gleich die rermittelst der Formeln 1) berechnetsn Weit 
H, V hinzugefügt sind: 



. i (3010) 
1 (3001) 3 

n. { <2iio) 



(2101) 



1 
1 



m. 



(2030) 

(2021) 1 

(2012) 4 

l (2003) 3 



IT 

3 



1 
1 

3 

4 
1 




M 
1 

2 

1 
1 

1 
2 
3 
2 



V 

2 
1 

1 
1 

2 
3 
2 
1 



V. { 



IV. 



VL^ 



(1050 
(1041 
(1032 
(1023 
(1014 
(1005 

(0070 
(0061 
(0052 
(0043 
(0034 
(0025 
(0016 
(0007 



X 


IT 


M 


V 





3 


1 


2 





6 


2 


4 


3 


6 


4 


5 


6 


3 


5 


4 


6 





4 


2 


3 





2 


1 





3 


1 


2 





6 


2 


4 





12 


4 


8 


6 


12 


8 


10 


12 


6 


10 


8 


12 





8 


4 


6 





4 


2 


3 





2 


1. 



(X,« 



(1130) 3 12 

(1121) 2 2 2 2 

(1112) 2 2 2 2 

. (1103) 3 2 1 

Endlich vermittelBt 

(aßTÖ)« - m(o, ß, t - 1, l>)7 - v(a, ß, t, b - 1)7 

ergibt sidi folgende Tabelle fOr die Anzahlen Z^ der Eorrelationen 
bei allen 55 Signataren (aßtb)«: 

(4000)- (0400) -1; 



(3100)- (1300) -1; 

(2200) - 0; 

(3020) - (0320) - 
(3002) = (0302) = 1, 
(3011) -(0311) -2; 
(2120) = (1220) - 
(2102) = (1202) -1, 
(2111) = (1211) -1; 
(2040) = (0240) - 
(2004) = (0204) -1, 
(2031) = (0231) = 
(2013) - (0213) = 2, 
(2022) - (0222) - 3; 
(1140) = (1104) = 1, 
(1131) = (1113) -2, 

(1122) -2; 



1060) - (Ol 60) - 
1006) - (0106) - 1, 
1051) -(0151) - 
1015) = (01 15) -2, 
1042) - (0142) - 
1024) -(0124) -4, 
1033) - (Ol 33) - 5; 
0080) - (0008) - 1 
0071) - (0017) - 2 
0062) = (0026) - 4 
0053) - (0035) - 8 
(0044) - 10. 



(0 
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Die Zahl der Lösungen ist 1, jedesmal^ wenn eine der Zahlen 
Ty ^ null ist, d. h. wenn mindestens eine Art der konjugierten Elemente 
unter den gegebenen Bedingungen fehlt. Ausgenommen ist (2200). 

Femer gilt durchweg, wenn y^b ist und p die kleinere dieser 
Zahlen ist, daß die Anzahl der Lösungen 2^ ist; hingegen bleibt in 
den Fällen ^ab^p die Anzahl der Lösungen hinter der Potenz 2^ 
zurück. 

In den einfach unendlichen Systemen (aßt^)? von Eorre- 419 
lationen, bei denen ^ oder v den Wert 1 hat, folgt daraus, 
wegen der geometrischen Bedeutung der Charakteristiken, daß die 
Polaren eines Punktes des einen Feldes in allen Korrela- 
tionen des Systems einen Büschel bilden, dessen Scheitel 
jenem Punkte in allen gemeinsam konjugiert ist, bzw. daß 
die Pole einer Gerade eine Punktreihe erfüllen, deren Träger 
der Gerade gemeinsam konjugiert ist. Für diese Systeme Ton 
Korrelationen bieten sich von selber die Namen: Büschel und 
Scharen dar. Ein Büschel (^ = 1) führt also zu einer ein- 
deutigen Zuordnung gemeinsam konjugierter Punkte, eine 
Schar (v = 1) zu einer eindeutigen Zuordnung gemeinsam 
konjugierter Geraden. 

Die Fälle, wo )i » 1 ist, sind (abgesehen Ton der Vertauschung 
von 0, ß): 

(3010), (2110) (und (2101)), (2030), (1130), (1050), (0070). 

Von ihnen nimmt (21 10), mit dem wir uns noch beschäftigen werden, 
eine besondere Stellung ein; in den übrigen sind durchweg: v » 2, 
X •= 0, TT = 3. und zerlegen wir polare Elemente P, p' in zwei Paare 
konjugierter Elemente P, J.'; P, B\ wo A'y B' auf p' liegen, oder a, p'; 
hy Pj wo a, h durch P gehen, so können wir sie alle unter 
(0070) als den allgemeinsten Fall subsumieren. 

Jeder Punkt X hat einen gemeinsam konjugierten Punkt X\ in 
den die Polaren des X in allen Korrelationen des Büschels zusammen- 
laufen (und ebenso die yon X' in X); jeder Strahl durch X' ist 
Polare in einer Korrelation des Büschels; wir brauchen ja nur einen 
beliebigen Punkt auf ihm dem X als konjugiert zuordnen, dann 
haben wir (0080) mit 1 Lösung. X' selbst dürften wir nicht dem 
X als konjugiert zuordnen, um aus dem Büschel eine Korrelation 
auszuscheiden. 

Ist Y' dem Y gemeinsam konjugiert, so werden die Büschel 
X', Y' projektiv und entsprechende Strahlen, Polaren von X, F in 
derselben Korrelation des Büschels, schneiden sich im Pole von X F=» l. 
Die Pole einer Gerade l in den Korrelationen eines Büschels 
erzeugen einen Kegelschnitt; das ist schon durch v » 2 aus- 
gesprochen. Jeder Punkt auf ihm ist ein PoL l^e^i Yj^^%^q3^ 
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wird aber noch ein zweiter Ort: aof ihm liegen die beiden gOBOi- 
sam konjugierten Punkte X', Y' der Punkte Xj Y ron I; uiiuüi Mi 
nun diese Punkte durch andere Punkte Ton l, wo wird der Ktgel* 
schnitt, als Ort der Pole ron l, nicht geändert Er ist also tvek 
Ort der den verschiedenen Punkten ron 2 gemeinsam koi- 
jugierten Punkte, und auch als dieser Ort ergibt er sich dord 
projektire Büschel, nämlich um die Pole der Gterade l in zwei Kont 
lationen des Büschels; entsprechend in ihnen sind die Polano ji 
desselben Punktes yon 2, und der Schnitt ist der dieeem PonUe ii 
beiden und daher in allen Korrelationen des BfiaehelB konjugieÄ 
Punkt Jeder Punkt des Kegelschnitts ist beides: Pol der Gerade i 
in einer Korrelation des Büschels, gemeinsam koigugiert einem PimU 
Ton l in allen. Die Verbindungslinie zweier Punkte des Kegelsrhnitti, 
von denen der eine X' als dem X auf l gemeinsam konjngjert, der 
andere als Pol von l in der Korrelation P des Büschels au^Bblt 
wird, ist die Polare des X in P. 

Der Kegelschnitt, als Ort der gemeinsam koigugierten Ponhe 
der Punkte von l, ist der Kegelschnitt, welcher in der eindeutigei 
Verwandtschaft der gemeinsam konjugierten Punkte X und X' ia 
Gerade l entspricht; also ist diese Verwandtschalt eine quadra- 
tische (Nr. 307). 

Alle diese Kegelschnitte gehen durch drei feste Punkte, die wir 
bei der späteren genaueren Betrachtung der quadratischen Venmidt- 
sehafb Hauptpunkte nennen werden. Im Büschel haben wir 
drei zentrale Korrelationen. Ihre singulären Punkte in I' 
sind die Pole der beliebigen Gerade l in ihnen, also auf 
allen diesen Kegelschnitten gelegen. Wir haben auf jeder 
Gerade l einen Punkt, dessen Polare in irgend einer Korrelation dei 
Büschels durch einen dieser Punkte 8' geht; sie trifft sieh in ihm 
mit der Polare des nämlichen Punktes auf l in der zentralen Korre 
lation, für welche S' singulärer Punkt ist; so daß dieser sn jenen 
gemeinsam konjugiert wird. 

um zwei zusammengehörige singulare Punkte S, S' haben wir 
projektive Büschel: die charakteristische Projektivität, und nach kon- 
jugierten Punkten müssen entsprechende Strahlen gehen. So Uefert 
uns der Korrelationenbüschel (0070) einen neuen Beweis für das 
Ergebnis des Problems der ebenen Projektivität (Nr. 233, 
daß es drei Paare yon Punkten gibt, Ton denen nach xwei 
siebenpunktigen Gruppen mit entsprechend zugeordneten 
Punkten projektive Büschel gehen. 

Wir fanden: ^ « 1 ordnet einem Punkt X einen Punkt X' w, 
den gemeinsamen Punkt der Polaren von X, und einer Gerade l ron 
Punkten X wird ein Kegelschnitt von Punkten X' zugeordnet 

V =« 2 ordnet einer Ger^d-e l «iü^ü ^^^<?^3MÄfla\ii lu^ den Ort ihrer 



Der EostelmtioneiibüacheL SingalArit&t des Bfischels (SllO). 251 

Pole. Denn v » 2 sagt aas, daß von diesen Polen zwei anf eine 
Oerade in Z'^ fidlen, die dadorch konjugiert wird zu l. Das ist der- 
selbe Kegelschnitt, den wir eben der Gerade zugeordnet erhielten. Der 
einer zweiten Gerade m zugeordnete Kegelschnitt hat mit jenem, 
außer den drei festen Punkten 8% einen vierten gemein, denjenigen 
der dem Punkte Im gemeinsam konjugiert ist, und dreht sich I um 
Im, so gehen alle diese Kegelschnitte durch ihn und bilden einen 
Büschel 

P T Ä 

Bei der Signatur (2110) , ' -p' a' ' welche oben aus- 420 

genommen wurde, ist ir»>X = )i'— v»l. 

Sie hat also beide Charakteristiken gleich 1 und je eine Aus- 
artung Ton beiden Arten. 

Die zentrale Korrelation S hat S' in p'q' und S so auf r ge- 
legen, daß: 

n(S, so S(P, Q, r, Ä) A S'(p', q', R\ AJ, 

wodurch 8 eindeutig bestimmt ist (Nr. 224). 

Die axiale Korrelation 8 hat s ^ PQy s' ^R'A und die charak- 
teristische Projektiyitat ist: 

n(s, sO «(P, Q, r) A s'O', ^, R'). 

Folglich sind jene Strahlenbüschel zu diesen Punktreihen perspektiy; 
also haben wir auch die Projektivitäten: 

n(S, «-) S(P, Q, r) A s'(j>', q, R"), 

n(», S') «(P, Q, r) A S'(fi', q', R'), 

Aus ihnen folgt, daß für alle Korrelationen des Systems (2110) die 
Punkte auf s, bzw. auf s' je den ihnen in der einen oder andern dieser 
Projektivitaten entsprechenden Strahl durch S' bzw. S zur gemein- 
samen Polare haben. Für die Punkte auf s ist es unmittelbar klar. 
Der Pol aber von $' (in irgend einer der Korrelationen des Systems) 
muß so beschaffen sein, daß er auf r liegt und derselben Projektiyitat 
TT (5, S') genügt wie S, also identisch mit S ist; dann haben vier 
Punkte auf s in allen Korrelationen dieselbe Polare, folglich alle. 

Wegen )i = 1 laufen die Polaren eines Punktes X in £ in einen 
Punkt X' in £' zusammen; dieser liegt auf s', weil das die Polare in 
der axialen Korrelation 91 ist, und ist der dem SX in TT (5, 9^ ent- 
sprechende Punkt; er ist für alle Punkte von SX der nämliche Punkt 
auf 8\ ist ja SX seine gemeinsame Polare, und ebenso ergibt sich 
für einen beliebigen Punkt X' Ton £' als gemeinsam konjugierter 
Punkt X derjenige auf s, welcher in T\(8, S') dem Strahle S'X' kc^it- 
respondiert und für alle Punkte Ton S'X' deraeW)« \fi\>. 
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Nehmen wir also diejenige Korrelation ans dem System^ fb 
welche auch noch B und B' konjugiert sind: 

P Q r Ä B 
p q K A B' 



(2120) 



80 ist leicht nach dem eben Gesagten für £ im Büschel (2110) da 
gemeinsam konjugierte Punkt auf s' gefanden; rerbinden wir ihn mit 
B'y so haben wir die Polare V Ton B in (2120)^ und diese Bestimmung 
der Korrelation ist umgewandelt in die einfachere: 



(3100) 



P Q r B 

p' q R' V 



Diese Umwandlung haben wir schon in Nr. 413, ohne Heranziehiuig 
eines Korrelationenbüschels, kennen gelernt 

Kehren wir zum Büschel (21 10) zurück. In der oben besprochenoi 
Beziehung zwischen den gemeinsam konjugierten Punkten X. and X' 
haben wir es mit den beiden ausgearteten Kollineationen zu tun, Ton 
denen zur einen die singularen Elemente 5, s' und die charakteristiflclie 
Projektivitat TT(S, s), zur andern 5, S' und TT(«, S') gehören. 

Gemeinsam konjugiert ist zu einem beliebigen Punkt X in I, 
(der weder in 5, noch auf s liegt) der ihm in der ersteren dieser 
Kollineationen entsprechende X', zu einem beliebigen X' der ihm in 
der zweiten entsprechende X. und ebenso ist gemeinsam koiyugiert 
zu einer beliebigen Gerade x die ihr in der zweiten KoUineatioD 
entsprechende x' und zu einer beliebigen x' die ihr in der ersten 
entsprechende x. 

Die beiden Geraden, welche in diesen ausgearteten Kollineationen 

einer Gerade l korrespondieren, nämlich s' und eine durch S' gehende 

V setzen den Kegelschnitt des allgemeinen Falls zusammen, der Ton 

den gemeinsam konjugierten Punkten der Punkte der l erftUlt wird; 

und zwar so, daß im allgemeinen s erfüllt wird und nnr, wenn der 

Punkt auf l nach Is kommt, die V auf einmal Ort der Pole Ton l in 

den Korrelationen des Systems ist V (v = 1). 

Bei 

P Q r t 

p q K r 



(2200) 



fanden wir keine Korrelation, weil die Würfe PQ{Py Q^ r, <) nnd 
pq{py qj B'j T') im allgemeinen nicht projektiv sind, wie es die 
Korrelation erfordert. Sind sie es aber, so ist durch diese Signatur 
ein ganzer Korrelationenbüschel bestimmt und zwar der eben be- 
sprochene (2110); denn man kann dann t durch einen Punkt T snf 
ihr ersetzen und diesen dem T' als konjugiert zuordnen, weil die 
Polare von T' durch den in der ProjektiviKt der Würfe dem Strahle 



(4000) 
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{pq\ T') entsprechenden Punkt auf PQy also durch (PQ^ t) gehen 
muß, sowie durch T^ also mit t zusammenfallt. 

Schroter hat, vor Hirst^ direkt nachgewiesen ^)y daß in den 421 
FaUen (3020), (2040), (1060), (0080) die Korrelation eindeutig be- 
stimmt ist. Wir wollen seine Betrachtungen etwas modifiziert und 
TereinfEU^ht wiedergeben. 

Bei der Korrelation: 

\ &8 h \ i 

wird die Polare 65 von A^ folgendermaßen konstruiert (Nr. 264). Man 
bestimmt auf 6^, h^ die Punkte 93 J, 931 so, daß: 

\Q>tJ hy hf ®6) A A(Ai Af Af A)f 
hOu hy \y ®I) A A^iAy A, Af 4^); 

66 ist dann &5»93J93|. 

Wir drehen nun b^ um B^, so daß B^ zu A^ konjugiert wird 
und das Korrelationensystem (3010) vorliegt. 93J, 93| bewegen sich 
projektiT auf b^, b^ und Tereinigen sich, wenn b^ durch B^^^^b^b^ 
geht, in diesem Punkte; denn die beiden obigen Projektiyitaten werden 
dann ausgeartet, und er ist in beiden singulärer Punkt. Daher dreht 
sich &5 um einen Punkt fÖ^] und wenn dem Al^ ein konjugierter Punkt 
JS5 zugeordnet wird, so daß es sich dann um die Korrelation: 

A^A^A^A^A^ I 

61 62 ^8 ^4 -^h I 

handelt, so ist b^ eindeutig durch 935 ^^^ -^5 festgelegt und daher 
auch die Korrelation (3020); sie ist in (4000) übergeführt. 

Wir schieben hier eine Anwendung ein, die Konstruktion des 
sechsten linear abhängigen oder yerbundenen Paars (Nr. 228) zu f&nf 
Paaren. Sie seien: 

A^A^A^A^A^^ 

B^B^B^B^B^ 
dann legen wir die Korrelation: 

A^ A^ A^ A^ A^ 
^t^z ^i^i J^jJSj JSg B^ 

fest; sind A^ und Bq die Pole Ton B^B^ und A^A^, so ergeben sich 
zwei Paare polarer Dreiecke 

A^A^A^ A^A^A^ 

1) Journal fär Mathematik, Bd. 62, S. 216. 

S) Wir ^^Üblen eine etwas geänderte Bezeichnung, teils im Anschluß an 
Schröter, teils anch weil sie f&i das Folgende hequemer ist. 
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dieser Eorrelatioiiy and nach Nr. 272 bilden A^, B^ das gesnebte 
PaarO. 

Aus dieser Betrachtung folgt, daß ein System von sechs limeir 
abluLngigen Punktepaaren auf zehn Weisen in zwei Paare polarer 
Dreiecke zerlegt werden kann, die zu zehn Korrelationen gehören. 

fÖ^ kann man ebenso konstruieren, wie es im folgenden mit 9|, 
geschieht, der zu A^ gehört und der uns weiterhin wichtiger ist. Wir 
konstruieren in den Büscheln um J^ss*^ ^s^s; As^ ^i^ ^^ Strahl^i 
^e'y y% ^j ^^^ ^^^ Projektivitäten: 

2) ^i.(6i, K B,, y/) A A^{A,, A,, A^, J,) 

genügt wird. Wenn 6^ durch B^^ geht, fallt ®| (für A^ so kon- 
struiert, wie Torhin 931 für A^ in diesen Punkt B^zy ^\ ^^^ üi den 
Schnitt Ton x^ mit ft^; daher ist x^ die 93J93| oder b^, und weui \ 
durch jBj3 geht, ist sie y^'; abo ist x^y^ der Punkt 93^, den wir 
aber mit 93«' bezeichnen wollen. 

A^ und jBjsy A^ ^^<^ ^is ^^^ singulare Punkte für zwei zen- 
trale Korrelationen im Systeme (3010), genauer (3010)', die der 
dritten sind A^^ B^^. 

Wir erseteen nun ^4, B^ durch A^j B^,, wodurch sich (3010)' 
in (3010)" ändert, konstruieren ar/', y^" so, daß: 

3) B^zQ>tj K B^y V) A ^i(^, A, 4j, ^), 

4) B,,{\, 63, JB„ ye") A ^(^1, A, Ay A)y 

und erhalten als Drehpunkt 83^" der Polare von A^ in (3010)" den 
^e'ye'O- Daher ist die Polare 6g von A^ in (3020), welche den 
beiden Systemen (3010)' und (3010)" gemeinsam ist, die 83e'8g^ 

Für einen andern Punkt A^ konstruieren wir ebenso re,', y^\ 8-', 
X7", y,", S87", 67; nur A^ durch A^ ersetzend. 

Jetzt drehen wir h^ um B^y so daß das System (2030) sidi 
ergibt; wie bewegt sich h^ oder, was uns bequemer ist^ 6^? 

Die Strahlen x^'y y^ drehen sich um feste Punkte auf B^B^y %l 
z. B. um denjenigen X7', für welchen: 

sie bewegen sieh projektiv zu 63, und zwar entsteht Perspektive Lage, 
weil in B^B^ sich entsprechende Strahlen vereinigen. Also bew^ 
sich 937' auf einer Gerade; diese geht durch JB^^, denn in diesen Punkt 
fällt 187', wenn 6, durch ihn geht. Ebenso bewegt sich SB^" auf einer 

1) R 08 an 68, Journ. f. Math., Bd. 90, S. 809. 

2) Statt diese8 zweiten Punktes benutzt Schröter hier und weiterhin eines 
andern, der weniger geeignet scheint. 



(2040) 
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)rade und kommt auch nach B^^j wenn b^ durch diesen Punkt geht, 
iher sind die beiden von fÖ^', ^^' beschriebenen Punktreihen per- 
ektir, und h^ — ^^'fö^" dreht sich um einen Punkt 93^. 

Das tut auch die Polare b^ von J^; und wird dem A^ der kon- 
terte Punkt B^ zugeordnet^ so ist b^ eindeutig bestimmt und damit 
ch die Korrelation: 

-»1 -^ -'^ -^4 «^6 -^ 

6i &g B^B^B^B^ 

m 93, erhalten wir folgendermaßen: Wir konstruieren zunächst die 
inkte Si* auf 6„ S,* auf b^ und dann durch sie die Strahlen ä,^, ä,*, 
daß die Projektivitaten: 

ö) S,\b,, B„ B„ B,, X,') A ^i(A, ^, Ä^, Ä,, A,), 

6) S,\b,, J5„ J5„ ^, y,') A Ä,{A,, Ä,, A,, A,, A,) 

'üllt werden; um z. B. S^ zu erhalten , konstruiert man auf B^B^ 
a Punkt (£5, für welchen: 

B,B,{b,, B„ B„ 6,) A A,(A„ A,, A,, A,y, 

r Schnitt (£565, 6,) ist S^\ 

Geht 63 durch S^^, der dann j^, ist, so fidlen die beiden Pro- 

:tiTiiäten 1) und 3) in 5) zusammen und x^^ ist sowohl x^' als x^"'^ 

glich liegen 937' und fß^" auf x^^, und dieser Strahl ist 67 fOr jene 

.ge Ton 63. und geht b^ durch £»2^ dann fällt b^ in y,^. Daher 

»5 der Punkt a^^^^y^^ 

A^, S^^] A^y S^^ sind singulare Punkte zentraler Korrelationen in 

A^A^A^A^A^ 
6j 6j B^B^B^ 

8 dritte Paar singu&er Punkte besteht, wenn 8 derjenige Punkt 
^ für den: 

«(A, ^, ^, A,, A,) A J5,,(6,, 63, B3, S„ S,), 

s 91 und jB^2' 

Vertauschen wir wiederum A^B^ mit ile^e und konstruieren 
30 Sj^, Sj', rr^', y^^ so, daß: 

7) Si*(6,, J53, JB„ S3, 0^«) A ^i(A, A,, A,, A,, ^), 

8) V(&i, J53, B„ B„ y,«) A ^K, ^„ ^4, ^, ^); 

ist S,*— aj^^y^^ der Scheitel des Büschels der Polaren von A^ im 

steme (2030)*, in dem ^* durch ^ ersetzt ist. 

Die Verbindungslinie 93f99f ist daher die Polare 2), von A, in 
04O). 



(2030)' 
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Wie bewegt sie sich^ wenn b^ sich um J^ dreht, so daß d« 
System 

(1050)» i "t'ttt^tt 

vorliegt? 

S^\ y,^ S^^j y^^ bleiben fest; S^ hingegen beschreibt einen Kegd- 
«chnitt K^y welcher durch B^y B^, B^, B^ geht und dessen Punkte 
nach diesen Punkten Würfe senden, die zu Äi{Ä^, A^, A^, A^) pio- 
jektiy sind, und a^^ dreht sich um einen festen Punkt Q^^ dieses 
Kegelschnitts und zwar projektiT zu h^^B^S^^] folglich bew^ sieh 
tB5 projektiv zu 6, auf y,^ 

Ebenso bewegt sich S^^ auf einem Kegelschnitte K^^ durch B^, ^, 
B^f B^, und x^^ dreht sich um Q^^ auf ihm, so daß 937* ^^^^ projektir 
zu 6, auf y^^ bewegt Die projektiven Punktreihen der ^^ und S^* 
43ind perspektiv. Denn K^^, K^^ haben als vieiien gemeinsamen Punkt 
den Punkt Oj«, für welchen (Nr. 226): 

0,\B,, B,, B„ B,, B,) A ^(A, A, A,, A,, ^). 

Die Punkte S^\ S^^ liegen immer in gerader Linie mit B^ und komm^ 
gleichzeitig nach 0^^, B^, B^. Kommen sie nach 0^*, so werden die 
Projektivitäten 5), 7) mit der eben geschriebenen und untereinander 
identisch; also vereinigen sich x^^, x^^j so daß Q^^^ Q^^ mit 0^ in 
gerader Linie liegen. Aus dieser Vereinigung folgt, daß x^\ x^^ Per- 
spektive Büschel beschreiben; entsprechende Strahlen gehen nach J^, 
wenn S^^y S^^ in diesen Punkt fallen, und ebenso nach B^] also ist 
B^B^ die Perspektivitätsaxe. Die Projektivitäten 6), 8) lehren, dat 
die Büschel S^^, S^^ ebenfalls perspektiv sind, auch mit jB^JB^ als Axe; 
so daß y^^ und y^^ sich auf ihr treffen. Folglich haben wir auch zwei 
entsprechende Strahlen x^^, x^^j die gerade in diesem Punkte y-^ff 
der Axe sich treffen, mithin vereinigen sich in ihm zwei entsprechende 
Punkte »5 = x/y/ und SB? - x^^y^\ 

Daher dreht sich die Polare b^ von Ai im Systeme (1050)* nm 
«inen Punkt; wird also B^, dem A^ konjugiert, hinzugefügt, dann ist 
«ie und die Korrelation: 



(1060) 



A^A^A^A^A^A^A^ 

&, B^B^B^B^B^B^ 

eindeutig bestimmt. 

Wir wollen aber diesen Drehpunkt genauer f&r A^, statt fOr 
Juj, ermitteln. Es treten an Stelle von x^^y x<j* die Strahlen x^\ x^* 
und die Punkte Q^^ auf K^^ und Q^^ auf K^^, um die sie sich drehen, 
und an Stelle von y^^y y,* treten y^^, y^^ bzw. durch S^^, S^\ Um 
den Drehpunkt zu erhalten, benutzen wir wiederum zwei speEieile 
Lagen von b^. 
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Erstens gehe sie nach 0^*, in welchem Punkte dann sich 8^^ 
und 5/ vereinigen; beide Strien Xg\ x^ fallen in O^Q^Q^y also 
beide Punkte 93|^ ^\ fallen auf diese Gerade; sie ist die Polare Ton 
Ä^ fOr diese Lage Ton \. 

Zweitens lassen wir \ nach B^ gehen, in den dann auch S^y S^ 
fallen, und wollen die diesem Falle entsprechenden Punkte 93 durch 
einen zweiten oberen Zeiger 3 kennzeichnen. Wir haben dann: 

die Polare Ton A^ ist dal^er S3g''93|*' und der Drehpunkt ist: 

Jetzt vertauschen wir A^B^ mit A^Biy so daß an Stelle des bisherigen 
Systems (1050)* tritt: (1050)'; es bleiben unverändert der Kegel- 
schnitt K^^y die Punkte Q^^y S^^ und der Strahl y^\ An Stelle von 
K^^ tritt ein durch J5j, B^y B^, B^ gehender Kegelschnitt K^'^ mit 
einem neuen Punkt Q^''y der mit Q^^ und einem an Stelle von 0^* 
tretenden Pimkte 0^' in gerader Linie liegt; an Stelle von S^^y y^^ 
treten S^y y^. 

Ist dann (B^Q^\ y«') - »J»S so ist 

der Punkt, um den sich die Polare von A^ in dem Systeme (1050)' 
dreht. Die Verbindungslinie 35|»*S8|'' ist die Polare 6g von A^ in 
der beiden Systemen gemeinsamen Korrelation (1060). 

Endlich drehen wir noch \ um B^ und sehen zu, wie h^ sich 
bewegt. Die Punkte 5,^, S^y S,', welche alle je auf \ liegen, be- 
schreiben drei Kegelschnitte K^^, K^^y K^y welche sämtlich durch J?^, 
jBj, B^ und bzw. durch JBg, B^, Bj gehen. Die Strahlen yg*, yg*, yg' 
drehen sich um Punkte iig*, J^*, jßg', welche bzw. auf diesen Kegel- 
schnitten liegen, und zwar projektiv zu 6^. Kommt S^^ nach B^ und 
damit auch 5^*, 5,', so gehen alle drei Strahlen y durch diesen Punkt, 
und die drei Strahlenbüschel schneiden daher in B^(Q^\ Q^^y Q^ drei 
Perspektive Punktreihen der SJ»*, S5^'*,S3g'* ein. Demnach beschreibt 
S|»^SJ»' einen Strahlenbüschel und ebenso 85|»*®J»', welche beide 
zu dem der i^ projektiv sind; und durch diese Strahlenbüschel ent- 
stehen wiederum auf den Geraden ^g^ Q^^ und ^g'^ Q^ projektive Punkt- 
reihen der S5g'*, ©l»'. Wenn aber yg^, um R^ sich drehend, durch 
Q^^ geht, fällt »5,8^ ihr Schnittpunkt mit jBg^g^ in ^g^ also auch 
der Schnittpunkt von »J'SSB«»» mit Q^^Q^^ und von »|»»SBJ»» mit 
Q% öa^j i ^' zwei entsprechende Punkte 93*» * , 85*» ' fallen in den ^g^ 
Die Reihen dieser Punkte sind perspektiv, und die Verbindungslinie 
ig=.ö|»«a5J'% die Polare von ig im System (0070), dreht sich um 
einen Punkt, den zwei beliebige Lagen von \ durch B^ liefern, und 

Sturm, 0«om«tr. VerwandtsohAften. II. VI 
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Pmücte. 



ist eindeutig bestimmt^ wenn B^ dem Ä^ konjugiert wird. Das gut 
also auch für die Korrelation: 



(0080) 






Die Polare irgend eines Punktes A^ in dieser Korrelation erhalt man 
dann als Verbindungslinie der Drehpunkte der Polaren Ton A^ in 
zwei Systemen (0070), wie: 



(0070)^ 



(0070) 



8 



Ai . . . A^A^ 
B^ , , . B^B^ 



B^ . . . Bj 

Wir stellen die zur Herstellung dieser Polare notwendigen Kon* 
struktionen zusammen: 

Wir konstruieren auf irgend einer Gerade b^ durch J3^ die drei 
Punkte S^\ S^*, Si\ fftr welche: 

S,\B,, B,, B^, B,) A Ä,{A,, A,, A,, A,\ 
S,HB,, S„ B,, Be) A Ä,{A,, J,, A^, ^), 
S,\B,, B,, B,, B,) A A (^, A. Af A); 

dadurch sind die Kegelschnitte: 

K,'~iB,B,B,B,S,'l K,* ~ {B,B,B,B,S,*), K,'' ~ iB,B,B,B,S,^ 

bestimmt. Diese schneiden wir zum zweiten Male mit den bzw. dorcli 
S^^y Sj^y S^'' gehenden Strahlen, welche in den Projektiyitaten dem 
Strahle A^Ä^ entsprechen, in Q^^, Q^^, Q^^, 

Ebenso konstruiere man auf einer Gerade \ durch B^ die dm 
Punkte Sj^ Sj«, S^\ für welche: 

S,\B,, B„ B,, B,) A MAy A, A. A\ 
S,\B„ J5„ B„ B,) A MA, Ay Ay A\ 
S,\B,, B,, B,, B,) A A(-ä„ A,, A,, Ah 

dadurch sind ebenfalls drei Kegelschnitte bestimmt: 

K," - {B, B,B,B, S,'), K,' - (B, B, B,B, 8,% JST/ = (^ B, B,B, S,»), 

welche mit den durch S^^j S^^, £>,^ bzw. gehenden Strahlen, die in 
den Projektivitäten dem Strahle A A entsprechen, zum zweiten Male 
in jßg^, üj*, jßg' geschnitten werden. 

Man konstruiere nun: 
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diese h^' ist die Polare von Ä^ in 



Als zweite 



Lage von \ nehmen wir die B^B^\ wo dann S^^ S,*, S^ alle drei 
in B^ fallen; die ü ändern sich nicht. Es sei h^" die Qerade^ die 
dadurch erhalten wird; es ist dann h^h^" der Pnnkt, um den sich 
die Polare von A^ im Systeme (0070)'' dreht. 

Wir ersetzen jetzt A^y B^ durch A^j B^, wobei nur die dritten 
Kegelschnitte und die mit ihnen zusammenhängenden Punkte und 
Geraden sich ändern; wir erhalten dann den Drehpunkt der Polare 
von A^ im Systeme (0070)^ und haben beide Drehpunkte zur Polare 
in (0080) zu verbinden. 

§ 63. SpeziaUSlle und Übertragung auf die Sollineation. 

Den Fall des Polarfeldes können wir vermittelst des Kenn- 422 
Zeichens (Nr. 311), daß dreimal zwei konjugierte Punkte oder kon- 
jugierte Geraden in beiderlei Sinne konjugiert sind, unter die Be- 
stimmung der Korrelation durch elementare Bedingungen subsumieren. 
Dieses Kennzeichen umfaßt den Spezialfall, daß einmal ein Punkt und 
eine Gerade in beiderlei Sinne polar und einmal zwei Punkte oder 
zwei Geraden in beiderlei Sinne konjugiert sind. Die hier voraus- 
gesetzte Lage der gegebenen Elemente bewirkt, daß die beim Kenn- 
zeichen auszuschließende Lage nicht vorliegt. 

Wegen des involutorischen Charakters der Polarkorrelation fallen 

die beiden doppelten Bedingungen ,, ^, in eine zusammen, und wir 

haben es ntir mit Signataren (afb) zn tun, wo a das bisherige o + ß 

nnd 2a + T + l> •" 5 ißt- 

Die folgende Tabelle zeigt, wie sich die Signataren des 
Polarfeldes unter diejenigen der allgemeinen Korrelation 
anterordnen; dabei ist die erlaubte Vertaaschung Ton t nnd b nur 
bei dem Polarfelde vorgenommen. 

(2 10) =- (201) - (21 20) - 1, (050) - (005) - (0080) - 1, 
(1 30) - (103) - (1140) = 1, (041) - (014) - (0071) - 2, 

-(1060)=-!, (032) -(023) -(0062) = 4. 
(121) -(112) -(1131) -2, 

= (11 22) -2, 

Z. B. 

P A B C 

p A B' C 



(130) 



Polarfeld 



1) Wegen der EoBrtmktion der B,*, B,*, i^' empfiehlt es rieh, als ente 
Lage Ton 6, eine beliebige Miznnehmen. 
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snbsnmiert sich nnter: 

(1140) 

oder unter: 

(1060) 



P p Ä A' B C 
p P Ä' A B' C 



■ allgemeine Korrelation. 



PAA'BB'CC 

pA'AB'BC C 

Die eben besprochene Eonstraktion korrelativer Felder ans acht 
Paaren konjugierter Punkte: 

Bi , . , Bg \ 

fünf Paaren konjugiert« 



(0080) 



muß zu derjenigen des Polarfeldes aus 
Elemente : 

fahren, indem die drei weiteren Paare Z* ' * von vorhin jetzt etwa 

-^6 -^7 •''8 

f'f'^' sind. 

Erwähnen wir, daß das einfach unendliche System (040)^ das 
sich unter (0070) subsumiert, die Büschel -Eigenschaft hat, daß die 
Polaren eines festen Punktes in einen Punkt zusammenlaufen, and 
(004) die duale Eigenschaft, daß die Pole einer Gerade auf einer 
Gerade liegen. 

(121) =» 2 sagt z. B. aus, daß es zwei Polarfelder oder Kegel- 
schnitte gibt, für welche Pol und Polare, zweimal zwei konjugierte 
Punkte und einmal zwei konjugierte Geraden gegeben sind. 

Ein Pol P, der auf seiner Polare p liegt, bedeutet, daß der Kegel- 
schnitt jp in P berühren soll; die Vereinigung von Ä' mit A oder 
von a mit a, daß er durch Ä gehen, bzw. a berühren solL Dem- 
nach umfaßt (050) =» 1 einen allgemeinen Satz und fünf spezielle, je 
nach der Anzahl von Vereinigungen konjugierter Punkte, und ebenso 
.(041) = 2 und (032) == 4 (vgl. Nr. 186). 

In (130) steckt als Spezialfall die Bestimmung des Kegelschnitts 
durch Pol und Polare und drei auf ihm liegende Punkte. Sind zwei 
Yon ihnen konjugiert imaginär, die darstellende Involution also die 
der konjugierten Punkte auf der Verbindungslinie, so bestinmie man 
ihn durch Pol und Polare, zwei Paare konjugierter Punkte aus dieser 
Involution und den dritten Punkt, so daß wiederum (130), etwas all- 
gemeiner, vorliegt. 

Daß ein Brennpunkt gegeben ist, ist eine durch zwei elementare 
Bedingungen auszudrückende doppelte Bedingung. BeeU lautet sie^ 
daß zwei durch ihn gehende Paare von rechtwinkligen Strahlen ans 
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konjugierten Strahlen bestehen; dadurch wird die ihm zugehörige 
luTolution konjugierter Strahlen die rechtwinklige. 

In imaginärer Fassung lautet sie: die durch den Punkt gehenden 
isotropen Strahlen sollen den Kegelschnitt berühren. Ist auch noch 
die ihm zugehörige Direktrix gegeben, so liegt eine weitere Doppel- 
bedingung vor, daß ihm seine Polare zugeordnet ist. 

Ein gegebener Mittelpunkt bedeutet auch, daß Pol und Polare 
gegeben sind; durch zwei konjugierte Durchmesser , welche gegeben 
sindy tritt hinzu, daß zwei konjugierte Geraden oder zwei konjugierte 
Punkte y ihre unendlich fernen Punkte^ gegeben sind; so daß es sich 
um eine dreifache Bedingung handelt. Es ist ja dann ein Polai^ 
dreieck gegeben^ das man als drei Paare konjugierter Punkte oder als 
drei Paare konjugierter Geraden auffassen kann. Welche Auffassung 
bei zwei gleich möglichen dualen die geeignetere ist, kommt auf die 
weiteren Bedingungen an: diejenige, die zur kleineren Anzahl führt. 
Denken wir z. B. den Kegelschnitt durch Brennpunkt, Direktrix und 
einen Punkt bestimmt, welche Bestimmung eindeutig ist, so ist es 
besser, statt der konjugierten Strahlen durch den Brennpunkt die von 
ihnen eingeschnittenen konjugierten Punkte auf der Direktrix zu 
nehmen; man hat dann (130), im andern Falle (112)^). Ist aber, 
statt des Punktes, eine Tangente gegeben, was an der Eindeutigkeit 
nichts ändert, so sind die konjugierten Strahlen vorzuziehen, welche 
zu (103) führen. 

Ebenso bei der dreifachen Bedingung, daß zwei konjugierte 
Durchmesser gegeben sind, sind diese oder ihre unendlich fernen 
Punkte vorzuziehen, je nachdem etwa zur endgültigen Bestimmung 
Tangenten oder Punkte gegeben sind. 

Sind der Mittelpunkt und auf einem Durchmesser zwei kon- 
jugierte Punkte gegeben, so ist die ganze Involution konjugierter 
Punkte auf ihm, von welcher der Mittelpunkt der Zentralpunkt ist, 
g^eben, also die Potenz oder das Halbmesser-Quadrat. Ist es positiv, 
so wird man einfacher den Halbmesser selbst geben. Man sieht, 
die Bestimmung der Ellipse durch zwei konjugierte Halbmesser fällt 
unter (130). 

Macht man bei einem einfachen (ebenen) Fünfecke ÄBCDE je 
die Endpunkte der Diagonalen zu konjugierten Punkten, so hat man 
eine Polarkorrelation (050); jede Ecke hat die Gegenseite zur Polare 
und es handelt sich um die in Nr. 311 besprochene Polarkorrelation. 



1) Die zweite LöBung, die sich bei dieser Signatar ergibt, wird durch den 
Doppelbüschel um den Brennpunkt gebildet: för diesen, als Kegelschnitt, ist die 
zu seinem Scheitel gehörige Involution konjugierter Strahlen unbestimmt und 
jeder Punkt der Ebene sendet zwei vereinigte Tangenten aus, gehört zur Punkt- 
karre, die also unbestimmt ist. 
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Sie kann auch, wenn F^{AB, CD) ist, durch das Polardreieck ABI 
nnd BC als Polare yon E bestimmt werden: (130)^). 

Dieses Polarfeld lehrt uns, daß der Warf der fttnf Ecken dem 
der Gegenseiten projektiv ist (Nr. 270). 

Wir bestimmten in Nr. 319 ein Polarfeld durch zwei InrolatioiMa 
konjugierter Punkte , welche yon konjugierten GFeraden o, 6 g e üa gea 
werden; nehmen wir aus jenen je zwei Paare, so kommen wir zur 
Signatur (041). Es ergab sich aber, daß die beiden Punkte 9, 8 
von Q, 6, welche dem gemeinsamen Punkte S — ab gepaart sind, and 
koi\jugiert sind, und so haben wir ein Polardreieck SSS und au 
jeder der beiden Involutionen noch ein Paar, mithin die Signatur (050) 
und eindeutige Bestimmung. 
423 Signaturen von Polarfeldem, denen nur eine Lösung entspricht, 

sind (210), (130), (050) (und die dualen). Die Herstellong der 80 
bestimmten Polarfelder, d. h. die Konstruktion der Polare zu einem 
beliebig gegebenen Pole soll nunmehr besprochen werden, wobei wir 
erinnern, daß in Nr. 320 schon einige einfachere Falle behandelt 
worden sind. Der Fall, daß zweimal Pol und Polare gegeben sind 
und zwei konjugierte Punkte: 

P Q A 

p q Ä 

ist schon dort behandelt. 

Es seien gegeben einmal Pol und Polare und dreimal 
konjugierte Punkte: 

ABC 

Ä B' C 



(210) 



(130) 



Sehen wir zunächst von der letzten Bedingung ab, so ergibt 
sich ein System 1. Stufe von Polarfeldem (Büschel), in welchem der 
Pol von FAy welcher F heißen möge, die Gerade p durchlauft. 
Jedesmal ist FA' die Polare von Ay und wir haben die Involution 
konjugierter Strahlen um F, nämlich: F{P,p] A, A")] ist dann B^' 
der Schnitt von PA mit dem Strahle, der in dieser Involution dem 
FB gepaart ist, so ist dieser Punkt der Pol von FB und der ahn- 
lich konstruierte Punkt C/ der Pol von FC Die Polare von B ist 
daher B'B^'- der Schnitt G dieser Gerade mit p ist der Pol von PBy 
und wiederum haben wir die Involution konjugierter Strahlen um 6, 
nämlich: 6r(P, jp; B, B^'B"). Konstruieren wir daher den dem 
Strahle GC gepaarten Strahl und schneiden ihn in Cj' mit PB, 
so ist C^ Pol von G C, und die Polare von C muß durch C^ auf PB 
gehen, wie vorhin durch C^' auf PA, Nun soU sie aber, nach der 



1) Staudt, Geometrie der Lage, Nr. 23S; Reje, Geometrie der Lage, 
8. Aufl., Abt. n, S. 126. 
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letzten gegebenen Bedingong^ durch C gehen; also kommt es darauf 
an, einen Punkt F auf p zu gewinnen, für den diese drei Punkte in 
gerader Linie liegen. Die Punkte F auf p und B^ auf PA bewegen 
sich projektiv. Denn jedem F entspricht ein Punkt B^'^ und wenn 
B^ auf PA gegeben ist, so ist der Ort der Punkt X, fSr welchen, 
wenn ^ ein Punkt wd p ist, die Strahlenpaare X(P, ^; -4, ^'; -B, B^) 
in InYolution sind, eine Kurve 3. Ordnung (Nr. 225), von welcher sich 
aber hier, wo P, Aj B^' in gerader Linie liegen, diese Gerade, für 
deren samtliche Punkte parabolische Involution entsteht, abspaltet; 
die restierende Kurve 2. Ordnung geht durch ^, und der zweite Schnitt 
mit p ist der einzige dem 2^/ entsprechende Punkt F. 

Ebenso bewegen sich F und C^ projektiv, femer B^' und G per- 
spektiv, dieser Punkt auf p und C,' auf PB wiederum projektiv. 
Daher tun es auch C^ auf PA und C^ auf PB, 

Wenn F in den Schnittpunkt (p, PA') fällt, so wird die Invo- 
lution parabolisch; daher rücken JB/ und C^' in P; mithin fällt G 
in den Schnitt (p, PB'), also auch C^' in P. Daher sind die von C^' 
und G^' beschriebenen Punktreihen in perspektiver Lage, und eine 
Yerbindungsgerade G^'C^' geht durch G'. Diese ist die Polare c von G 
in (130). Zwei Lagen von C^', G^' liefern das Perspektivitätszentrum 
(£ und damit diese Polare C6. Wir haben nun zweimal Pol und 
Polare: P, p; C, c und einmal konjugierte Punkte -4, -4', könnten 
aber in derselben Weise auch die Polaren von A, A', B, B', G' kon- 
struieren. 

Nun seien fünf Paare konjugierter Punkte gegeben: 

A B G D E \ 
A' B' G' D' E' '' 



(050) 



wir nehmen die vier ersten, so daß ein einfach unendliches System 
(040) von Polarfeldem vorliegt. Jede Gerade a durch A' als Polare 
von A bestimmt nach dem Vorangehenden eins dieser Polarfelder und 
darin als Polare b von B einen durch B' gehenden Strahl; ebenso ist 
a eindeutig durch b bestimmt. Die Strahlen a und b bewegen sich 
projektiv um A' und B' und erzeugen einen Kegelschnitt, der durch 
A'y B' geht, sowie auch durch {A'B, B'A)'^ denn, nach bekannter 
Eigenschaft des Polarfeldes, mufi, wenn a durch B geht, b durch A 
gehen ^). 



1) Diese beiden Paare A^a\ B^h sind nicht in allgemeiner Lage; sie be- 
deuten nicht zwei Doppelbedingnngen, sondern nur eine Doppelbedingong und 

eine einfache: ^*t weil die Inzidenz von h mit A eine Folge derjenigen von a 

C D 

mit B ist; wir können also noch beide Bedingungen n*^ t\* heranziehen. Auch 

geben, A a\ B^h m dieser Lage nicht die Involationen auf AB und um ah. 
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Man konstruiere noch zwei weitere Ponkte ffir den E^^eLschnitt 
Läßt man jetzt aus den fünf Paaren etwa D, D' weg^ so erhalt maa 
einen analogen Kegelschnitt, der ebenfalls durch Äj B\ {A'B, B'A) 
geht und durch zwei weitere Punkte festgelegt werden kann. Der 
yierte gemeinsame Punkt, der sich linear konstruieren liaBt^ sei F] er 
liefert in Ä'F, B'F die Polaren a, h von A^ B, welche zu (050) 
gehören, und dies Polarfeld ist nunmehr durch zweimal Pol und 
Polare und einmal konjugierte Punkte bestimmt. 

Man kann auch fQr 



Ä B C D 
a^ B' C D' 



und 



A B C D 
o, B' C D' 



wo a^ und a^ durch A' gehen, die Polaren e^, e^ Yon E konstruieren; 
die Gerade von E' nach dem Schnittpunkte e^e^ ist die Polare yon E 
in (050). Denn die Polaren eines Punktes in den Polarfeldem Ton 



A B C D 
A B' C 2)' 



(040) 

bilden einen BüscheP). 

424 Wir übertrugen (Nr. 407) die Ausartungen der Korrelation von den 

Feldern in die Bündel, nennen sie, je nachdem singulare Axen (Ebenen- 
büschel) oder Ebenen (Strahlenbüschel) vorhanden sind, axial, planar 
und wollen einen Widerspruch, welcher bei der Erzeugung 
der Fläche 2. Grades durch korrelative Bündel (oder Felder) 
auftritt, aufklären. Eine Fläche 2. Grades ist bekanntlich durch 
neun Punkte 0, 0', A, . . . G (oder neun Berührungsebenen) gegeben. 
Wenn 0, 0' zu Scheiteln der erzeugenden Bündel genommen werden^ 
so werden die Strahlen 0{Af ... (?) die Strahlen 0\A, ... 6r) zu kon- 
jugierten haben, denn die entsprechende Ebene von OA geht durch A, 
also durch OA, Mithin liegt nicht eine Korrelation, sondern ein 
Korrelationenbüschel (0070) vor, und scheinbar entstehen oo^ Flachen. 
Aber tatsächlich erzeugen alle diese Korrelationen dieselbe Flache 
und zwar deshalb, weil jeder Strahl des einen Bündels den ihm ge- 
meinsam konjugierten trifft und daher alle ihm in den verschiedenen 
Korrelationen entsprechenden Ebenen in demselben Punkte schneidet 
Der Korrelationenbüschel enthält drei axiale Korrelationen; von 
ihnen ist der eine sofort zu erkennen. Die beiden singularen Ebenen- 
büschel haben die Verbindungslinie 00' zur gemeinsamen Axe und 
die charakteristische Projektivität ist Identität: jede Ebene entspricht 
sich selbst. Konjugierte Strahlen müssen ja in entsprechende Ebenen 
fallen; siebenmal fallen zwei konjugierte Strahlen in dieselbe Ebene^ 



1) Andersartige Lösungen hat Schröter gegeben: Steiner-Schröters 
Vorlesungen, § 68 (vgl. Nr. 320). 
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nämlich OA und O'A, . . . Mithin sind diese Ebenen sich selbst ent- 
sprechend, daher alle. Folglich müssen je zwei in allen Korrelationen 
konjugierte Strahlen, da sie auch in dieser ausgearteten Korrelation 
konjugiert sind, iu dieselbe Ebene durch 00' fallen, also sich schneiden^). 

Zur Erzeugung der Fläche ist die eben besprochene axiale Kor- 
relation nicht geeignet, wohl aber die beiden andern, wofern sie reell 
sind. Ihre Axen sind die Qeraden der Fläche aus der einen oder 
andern Begelschar der Fläche, welche durch 0, 0' gehen, und die Er- 
zeugung ist die durch projektive Ebenenbüschel um sie, wodurch je 
die andere Begelschar entsteht (ygL Nr. 407). Das sonst kubische 
Problem der (ebenen oder Bündel-) Projektivi^t, das bei der Bestim- 
mung der drei zentralen oder axialen Korrelationen eines Büschels 
vorliegt, ist im vorliegenden Falle, wo die eine Losung bekannt ist, 
quadratisch geworden. 

In Nr. 309 wurde zu einem gegebenen reellen Kegelschnitte K^ 426 
und reellen Elementen U, F; ti, t; eine Korrelation konstruiert, für 
welche K^ die Punkt-Kemkurve und U, . . . die ausgezeichneten Ele- 
mente sind, die bei der Betrachtung der ebenen Korrelation so ge- 
nannt wurden. 

Wir holen jetzt die allgemeine Konstruktion nach, bei welcher 
die Realität nicht vorausgesetzt wird. 

Es sei ein Polarfeld TT gegeben; W und w seien in ihm polar, 
aber nicht inzident, ebenso C und c. Mit WC schneiden wir c in 6 
und ziehen durch diesen Punkt eine Gerade c' und diejenige, welche 
von c' durch C und c harmonisch getrennt wird; auf sie sei der 
Punkt D gelegt, wozu wir dem Punkte C noch den zweiten Namen D' 
geben; endlich seien noch E und E' zwei Punkte auf einer Gerade 
durch TF, welche in TT konjugiert sind. 

Wir legen nunmehr eine Korrelation fest: 

W C w D E 
w c' W D' E' 



(2120) 



in welcher Weise die einzige Korrelation mit dieser Signatur vervoll- 
ständigt werden kann, ist in Nr. 413 gezeigt worden. 

Wir wollen dartun, dafi das Polarfeld (JK"*) der Punkt-Kemkurve 
dieser Korrelation mit TT identisch ist. W und w entsprechen sich 
in der Korrelation involutorisch, sind also, weil nicht inzident, die 
ausgezeichneten Elemente derselben, die wir mit diesen Buchstaben 
bezeichnet haben; sie sind polar in {JKT). Es seien* noch SB der 
Schnitt von WC mit w und 3) derjenige mit der Polare d von D\ 



1) In anderer Weise hat dies Schröter in der in Nr. 421 zitierten Ab- 
handlung gezeigt. Hinsichtlich der obigen Aufklärung des Widerspruches sei 
man Math. Annalen, Bd. 12, S. 867. 
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k 



die ja durch D gehen muß. Dieser Punkt S) fällt mit S zusamiML 
In der Tat, za Wy C, to, d im ersten Felde sind polar im swotai 
i€, c\ W, D'\ also ist WC{Wy C, f€, d) 7\ f€c\tv, c\ W.By Jmm 
Wurf ist TTCSBS); dieser ist perspektiv zu SBCTTG, weü D'sQ 
also projektiv zu TTOSBS; daher ist S) = (S, und d ist die Gende 
S)2) = SD; also diejenige^ welche Yon e' durch C ^D' und c hfl" 
monisch getrennt wird. Daraus folgt, daß c die Polare Ton Cii 
(K") ist (Nr. 318). 

Die Punkte E, E\ konjugiert in unserer Korrelation in im 
einen Sinne und auf einer Gerade durch W gelegen, sind auch im 1] 
andern Sinne konjugiert, und daher konjugiert im Polarfelde (JH). |] 

Somit hat dieses Polarfeld mit dem g^ebenen TT gemeinsaa: 
die beiden Paare polarer Elemente TT, ti;; C, c und das Paar kon- 
jugierter Elemente E, JE'; folglich liegt die Signatur (210) vor (Nr. 422), 
welche nur eine Lösung zuläßt; das bedeutet die Identität Ton {K^ 
mit TT. 

Bringen wir W in alle oo^ möglichen Lagen und jedesmal e 
durch Drehung um 6 in die oo^ möglichen Lagen — C und E 
können fest bleiben und damit c und E' — , so erhalten wir oo* ebeni 
Korrelationen, für welche TT das Polarfeld (J^^) ist; das ist ji 
auch notwendig wegen der oo^ Korrelationen und oo^ Polarfeldw 
in der gegebenen Ebene. 
426 Wir können in dualer Weise eine Korrelation herstellen, f&r 

welche ein gegebenes Polarfeld dasjenige der Geraden-Kemkurre iit; 
beide Konstruktionen übertragen wir in den Bündel, am die beidei 
Aufgaben zu lösen, korrelative Bündel oder korrelatire 
Felder zu konstruieren, welche eine Rotationsfläche 2. Grades 
erzeugen (Nr. 399). 

Um korrelative Bündel dieser Art zu erhalten, stellen wir einen 
Polarbündel her, dessen Basiskegel ein Rotationskegel ist (Nr. 342), 
konstruieren nun eine konzentrische Korrelation, für welche dieser 
Polarbündel derjenige des Strahlen-Kemkegels ist, verschieben beide 
korrelativen Bündel parallel und haben erhalten, was wir wollen. Ein 
Strahl, der seiner entsprechenden Ebene parallel ist, ist, vor der Ve^ 
Schiebung, Kante des Strahlen-Kemkegels; der unendlich ferne Schnitt 
der Fläche ist der dieses Kegels und berührt die absolute Kar?e 
doppelt. 

Der Scheitel des Polarbündels, von dem wir ausgehen, kann ein 
fester Punkt im Raum sein; in seinem Bündel gibt es oo' „Elotations- 
Polarbündel"; zu jedem gibt es c»' Korrelationen, für welche er Pohur- 
bündel des Strahlen-Kemkegels ist; die beiden Scheitel der erzeugen- 
den Bündel können oo^ Lagen einnehmen. Dies führt zur zwölfEach 
unendlichen Mannigfaltigkeit der Konstruktion. Andererseits kann 
jede gegebene Rotationsfläche auf oo^ Weisen erzeugt werden, weil 
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die Scheitel auf ihr beliebig gewählt werden können: in oo^ Lagen 
und bei jedem Paare von Scheiteln noch oo^ erzeugende Korrelationen 
ud^ch sind (Nr. 424). So ergibt sich die Mannigfaltigkeit 12 — 5 « 7 
ier Rotationsflächen 2. Grades und die Allgemeinheit der Losung. 

Wollen wir aber durch korrelative Felder eine Rotationsflache 
herstellen, so müssen wir den Asymptotenkegel benutzen und ihn so 
konstruieren^ daß er ein Rotationskegel wird. 

Wir fanden (Nr. 395), der Mittelpunkt M einer durch korrelative 
Felder erzeugten Fläche ist die Mitte der Verbindungsstrecke der 
Mittelpunkte R, Q' der beiden Felder; der Asymptotenkegel ist der 
Bbenen-Eemkegel der beiden Bündel, welche aus M die Felder pro- 
jizieren. Wir werden daher so zu verfahren haben: 

Wir stellen in einem Punkte M einen Rotations-Polarbündel her, 
dazu eine konzentrische Korrelation, für welche er der Polarbündel 
des Ebenen-Eemkegels ist; es sei femer durch Jlf eine Gerade { = n' 
gelegt und auf sie zwei Punkte R, Q\ zu beiden Seiten von M in 
gleicher Entfernung; sind dann in der Korrelation die Ebenen X', v 
jener Gerade entsprechend, so führe man die Ebene uj des ersten 
Feldes durch JR parallel zu X', die des andern uj' durch Q' parallel 
SU V, wodurch It und Q' die Mittelpunkte der beiden von den Bündeln 
in den Ebenen hervorgerufenen korrelativen Felder werden und M 
der Mittelpunkt der durch diese erzeugten Fläche. Dem Asymptoten- 
kegel gehört der gegebene Rotations-Polarbündel zu; also ist sie eine 
Rotationsfläche. Bleibt man beim Polarbündel, so werden X' und v 
identisch, uj und u)' parallel, und R und Q' die Berührungspunkte 
von u) und uj' mit der Fläche, also Durchmesser-Endpunkte (Nr. 399). 

Die zwölffache Unendlichkeit der Konstruktion ergibt sich daraus, 
daß M oo' Lagen haben kann, bei jedem Punkte M oo' Rotations- 
Polarbündel und bei jedem wiederum oo' Korrelationen möglich sind; 
sodann kann Z = n' jedesmal od^ Lagen haben und auf ihr sind oo^ 
Paare iJ, Q' möglich^). 

Was für die Korrelation erhalten ist, gilt auch für die Kolli- 427 
neation. Für sie bedeutet, wenn Felder Z, Z' vorausgesetzt 
werden, die Signatur (aßT^)87 daß a-mal zwei gegebene Punkte 
P, P', ß-mal zwei gegebene Geraden |>, p' zugeordnet sein 
sollen, dafi fnial einem Punkt A ein Punkt entsprechen 
soll, der auf a' liegt, oder, was dasselbe, der a eine Gerade, die 
durch A geht, und b-mal einer Gerade h eine durch den Punkt 
B' gehende Gerade entsprechen solL Für die Beziehung zwischen 
A und a\ h und B' ist noch nicht ein geeigneter Name eingeführt; 



1) Vgl. hierzu G. Müth, Die projektive Erzeugung der Botationsflächen 
S. Grades, Diis. von Breslau. 1905, 
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das Wort „konjugiert^' hat man der Korrelation rorbehalten; es m 
gestattet, es auch für die EoUineation anzunrenden. Die letztem 
einfachen Bedingungen gehen durch Yertauschung der Felder ineii- 
ander über und sind also nixdit wesentlich verschieden; dagegen md 
die ersteren doppelten verschieden und, um sie ineinander übeizufühio^ 
ist DuaUsierung erforderUch. Man steUe zwischen T' und einem b^ 
liebigen Felde Z" eine Korrelation her; sie wandelt die g^benee 
Elemente in Z' in die dualen in Z'' um, und diese bilden daher nä 
denen in Z die früheren Korrelationsbedingungen. Jede Kollinea&i 
zwischen Z, Z', die den gegebenen Bedingungren genügt, f&hrt ■ 
einer Korrelation zwischen Z und Z", die diesen umgewandelten Be- 
dingungen genügt; und umgekehrt. Wir können also unsere 
Tabelle (l) in Nr. 418 auch für die Kollineation benutzen. 

Die Affinität ist durch eine elementare doppelte Bedingong 
gegeben: das Entsprechen der beiden unendlich fernen (Geraden. 

Daher ist: 

Affinität (aßTb)6 — Kollineation (a, ß + 1, T> ^)s] 

d. h. die Anzahl jener Affinitäten und dieser Kollineationen ist die 
nämliche. Und wir haben folgende Tabelle für die Affinitsts- 
Signaturen: 



(3000) = 1, 


(1040)- (1004) -1, 


(2100) -0, 


(1031) -(1013) -2, 


(1200) - 1, 


(1022) -2, 


(0300) - 1, 


(Ol 40) -(Ol 04) -1, 


(2020)- (2002) -1, 


(Ol 31) -(Ol 13) -2, 


(2011) - 1, 


(0122) -3; 


(1120)- (1102) -1, 


(0060)- (0006) -1, 


(Uli) =1, 


(0051) -(0015) -2, 


(0220) = (0202) - 1, 


(0042) -(0024) -4, 


(0211) =2, 


(0033) - 5. 


100) p- Q' ■ seien 


R,R' die Schnitte (PQ, r), (P'Q'A 



die Punktreihen PQR und P'Q'R' sind nicht ähnlich; also ist keine 
Affinität möglich. 

Die Ähnlichkeit ist durch das Entsprechen der absoluten Punkte 
bestimmt (Nr. 287); diese Korrespondenz ist aber auf zwei Weiflöi 
möglich — was bei ineinander liegenden Feldern zu Gleichsinnigkeit 
und üngleichsinnigkeit führt. Daher haben wir: 

Ähnlichkeit (aßTb)^ = 2 X Kollineation (a + 2, ß, t, b),. 



Anzahlen fSr Eollineation, A£Gnit&t, Ähnlichkeit, Eongrnenz. 
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ergibt sich die Tabelle: 

(2000) = 2, (1020) = (1002) = 2, 

(1011) -4, 

(Ol 20) -(Ol 02) -2, 

(Ol 11) - 2, 



(1100) -2, 
(0200) - 0, 



(0040) -(0004) -2, 

(0031) -(00 13) -4, 

(Ö022) - 6. 



Bei (0200) 



P i 
P' q' 



ist die Ähnlichkeit nicht möglich, weil die 



inkel pq und p'q' nicht gleich sind; aber das ist nur die diesem 
lle entsprechende Form der Doppelverhältnis-Üngleichheit (Nr. 266). 



Bei (2000) 



-P Q 

P' Q' 



P q 
P' q 



sind die beiden zu I 



Bei (1010) 



und (1100) 

nlichen Felder in Z' symmetrisch zueinander in bezug auf P'Q', 
w. das Lot aus P' auf q'. 

Daß oo^ Ahnliclikeiteii zwischen zwei Feldern mSgb'ch sind^ folgt 
ch daraus^ daß ein zu einem festen Dreiecke von Z ähnliches Drei- 
£ (von gegebenem Ahnlichkeitsyerhaltnis) cx>' Lagen in 1.' und das 
inlichkeitsyerhältnis cx)^ Werte haben kann. 

Der Kongruenz können nur drei Bedingungen auferlegt werden; 
liegen da nur vier wesentlich verschiedene Signaturen yor: (1010), 
1 10), (0030), (0021). 

P Ä , . 

p, , gibt es yier Kongruenzen; denn es gibt auf 

zwei Punkte in der Entfernung PA von P' und jedesmal können 
ch die durch P4, P'Ä' entstehenden Halbebenen auf zwei Weisen 
geordnet (oder Z' um P'Ä' umgeklappt) werden. 

, , ffibt es zwei Punkte A' auf a' in derselben 
p a ^ 

itfemung von p\ wie sie A von p hat, und wiederum kann man 

lesmal die durch die Lote aus A auf p, aus A' auf p' entstehenden 

ilbebenen in zwei Weisen zuordnen, es gibt also ebenfalls vier 

Äsungen. 

Oder: 

Jeder der beiden Punkte A' liefert zwei Ähnlichkeiten (2000) 
er (1100), welche, wegen PA ^ P'A', Kongruenzen sind. 

, ,, , handelt es sich darum, ein dem Dreieck 
a c ' 

BC kongruentes A'B'C so dem Dreiseit ab'c' einzuschreiben, daß 

auf a', . . . liegt. Wir bewegen A'B' mit ihren Endpunkten auf 

, V] sie nimmt C mit, und zwar kann es sowohl auf der einen, 

I auf der andern Seite geschehen, und durch diese beiden C werden 

^ei Ellipsen beschrieben^). Ihre Schnittpunkte mit c' geben vier 

Isungen. 



Bei (0110) 



Bei (0030) 



1) Z. B. Steiner- Schröters Vorlesungen, 3. Aufl., Nr. 128. 
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Lassen wir Ä'B' eine Gerade c^ mitnehmen, welche zn ihr so 
liegt, wie c zxx. AB^ so erzeugen zwei Punkte derselben projektife 
Punktreihen auf zwei Ellipsen; c^^ die Verbindungslinie entsprechendor 
Punkte, umhüllt eine Kurve 4. Eksse und geht Tiermal durch C 
Da aber c^ auch auf der andern Seite Yon AB' mitgenonunen werda 
kann, so ergeben sich acht Losungen bei 



A B c 
a V C 



(0021) 

' Also: 

(1010) «4, (Ol 10) -4, (0030) -4, (0021)- 8. 

428 Die Homologie, als spezieller Fall der ebenen KoUineatioiy 

involviert wohl drei Bedingungen, die sich aber nicht durch Elementa^ 
bedingungen ausdrücken lassen. Sie muß deshalb direkt behanddi 
werden. Es genügt^ dieselben sieben Signaturen: 

(2010), (1110), (1030), (1021), (0050), (0041), (0032) 

wie bei der Polarkorrelation zu behandeln. In einem Systeme (aßt^)« 
von Homologien gibt es eine Anzahl aui^earteter Homologien, und 
zwar X Homologien (s, S'\ d. h. bei denen die Axe singular im entes 
Felde und das Zentrum singular im zweiten Felde ist^ und tt Homo- 
logien (ßy s'); für die erstere Art ist die Korrespondenz der Punkte 
und Geraden in Nr. 404 beschrieben, die bei der andern ergibt aick 
durch Vertauschung der Felder. Femer enthalt ein solches Syttta 
)i, V Homologien, welche noch eine weitere einfache Elementarbedingong 
so erfüllen, daß bei den )x der Punkt im ersten, die Gerade im zweiten 
Felde liegt, bei den v umgekehrt 

Zwei i?unkte ^, £ in Z und ein Punkt C in Z' f&hren zu einer 
Korrespondenz [^, ^] im Büschel C\ in welcher die Strahlen zuge- 
ordnet sind, die je nach den Punkten gehen, welche Aj B m ißt 
nämlichen Homologie des Systems entsprechen. Die Koinzidenzen 
entstehen durch die v Homologien des Systems, bei denen die Gerade, 
welche der AB entspricht, durch C geht, und durch die X Homo- 
logien (s, S'), weil da jene entsprechenden Punkte sich in jSf' ver 
einigen. Daraus und aus der dualen Betrachtung folgen die xuLmliehen 
Formeln wie in Nr. 414: 

2)i^y + \'^ 2v = |i + TT. 

Hier wollen wir den Schritt zu den Ausartungen 2. Stufe nicht 
vollziehen, sondern, weil es sich ohne große Schwierigkeiten machen 
läfit, X und IT direkt ermitteln. 

P Q i 
(2000), ^, ^, j . 



AnxshleB f9r die Homologie. 
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In der Tat, bei (2010) 



ist das Zentnun S der Schnitt- 



(1100), 



= 1; s = PQ, 8' — {PP', QQy, ir = 1 durch Vertanschung der 
eider; daher m >- v — 1; also: 

(2010)5 - (2001)s - 1. 

P Q A 

P' Q' a' 

onkt {PP', QQ'), nnd wenn SA die a' in A', dem entsprechenden 
linkte zu A, trifft, so ist die Aze die Perspektivilatsaze der beiden 
Teiecke PQA, P'Q'A'. — 

P 2 
P' q- 

-2; l)»-g, S'-P'; 2)«-(P,«2')» 'S' - («'» -P-P')? «benso it-2. 
•aber |i <= v » 2; also: 

(1110)5- (1101),= 2. 

P q Ä 
r i a' 

^hneiden PP' mit g^ g' in Qy Q'; die beiden Koinzidenzen Sy @ der 
onjektiven Pnnktreihen auf dem Zentrumsstrahle PP' bewegen 
ch (Nr. 71) in der Involution {PQ\ QPy Die Axe s muß @ mit 
q verbinden und auf ihr, in TJy müssen sich PA und P'A' schneiden, 
enn A' der entsprechende Punkt zu ^ ist; durchlaufen S, @ die 
ivolution^ so bewegen sich die Strahlen SAA\ s und UP'A' pro- 
tktiv; A' durchläuft einen Kegelschnitt und fällt zweimal auf a'. — 

P A B 
P' a' V 



Für (1110) 



wollen wir es direkt einsehen. Wir 



(1020)^ 



-3; denn \)s^ABy S'^P-, 2)s^PA, 8'^(b\PP') mit 
wei Kombinationen. 



TT 



= 3; 1) S « P, s' Verbindungslinie von (SA, a') und {SB, 6>, 

2) S so auf PP' gelegen, daß P', (ßA, a), {SB, V) auf 

iner Gerade s' liegen; es sind zwei Lagen von S möglich, weil, wenn 

die Gerade PP' durchläuft, die Verbindungslinie von {SA, a'), 

SB, V) einen Kegelschnitt umhüllt. Daher |i = v — 3; 



(1030) 



(1011), 



6 - (1021)5 
P A h 
P' a B' 



3.— 



X - 3; nämlich 1) S'- P', s verbindet A mit {S'B', h), 

2) S'~.{PP', aO, s verbindet P mit (S'B', b), 

3) s - PA, S' ist der Schnitt von PR mit 
it Qerade, welche B" mit sb verbindet Ebenso ir — 3. 



(0040), 
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AIbo ebenfalls )i — v » 3; 

(1021),- (1012),- 3, 
80 daß wir (1021), zum zweiten Male gefunden haben. — 

A B C D 

a V c' d' 

X - 6; s verbindet nänüich zwei yon den gegebenen Punkten und S' 
ist der Schnitt der nicht zugeordneten Geraden. 

Zu der Zahl ir « 6 der Ausartungen (5, s*^ fQhrt der Oraßmann- 
sehe Satz von Nr. 200: Der Ort der Punkte X, für welche die dm 
Schnitte (X-4, a'), (XB, V\ (XC> c') in einer Gerade x liegen, i»t 
eine Kurve 3. Ordnung, welche durch die Punkte A^ Bj C und die 
Ecken von aVc' geht, und die x umhüllen eine Eurre 3. Klasse^ 
welche a\ b', c und die Seiten von ABQ berührt Die beiden Euiren 
3. Ordnung, welche zu Aj B, C; a', 6', c', bzw. A^ B, 2); a', 5', d' 
gehören, liefern in ihren sechs Schnitten, außer A^ B^ ab', die sechs 
Zentren S und die Kurven 3. Klasse in den sechs gemeinsamen Tan- 
genten, außer a\ b\ ABy die zugehörigen Axen s\ Daher ^==v«6; 

(0050)5 "- (0041)5 - 6. — 

A B C d 

a V c' 2)' 

X — 6; 1) s = AB, S' ist Schnitt von c' mit (2)', ds)] 
2)S'^ab\ 8 verbindet G mit (d, S'2)'); 
beidemal gibt es drei Kombinationen. 

IT— 6. Für A, Bj C; a\ b\ c' werden die Graßmannschen 
Kurven konstruiert. Die Schnitte von d mit der Kurve 3. Ordnung 
liefern drei Zentren S, die entsprechenden Tangenten der Kurve 3. £[Ia88e 
sind die zugehörigen s\ Die Tangenten aus B' an die Kurve 3. Klasse 
sind die s' für drei weitere (S, s\ die entsprechenden Punkte auf 
jener Kurve die zugehörigen S; daher wiederum |i =» v «— 6, und 

(0041)5 = (0032)5 - 6. 

Mithin beträgt die Anzahl der Homologien: 1 bei den 
Signaturen (aßTb)5, wo a — 2, ß = oder umgekehrt, 2 bei 
denen, wo a = ß = 1, 3 bei denen, wo a -f ß — 1, 6 bei allen, 
wo a = ß = 0, wo also nur einfache Elementarbedingungen 
gegeben sind^). 
429 Wir fanden in Nr. 410, daß für eine Kollineation das Ent- 

sprechen von zwei gegebenen Kegelschnitten X;, V (im all- 
gemeinen in verschiedenen Ebenen) eine fünffache Bedingung 



(0031) 



1) Vgl. Math. Annalen, Bd. 22, S. 574. 
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ist. Das gilt also auch für die Kongruenz Yon Bündeln, weil diese 
mit dem Entsprechen der isotropen Kegel gleichbedeutend ist. 

Es können daher noch drei weitere Bedingungen auferlegt werden. 
Was nun die elementaren Bedingungen anlangt, so werden, infolge der 
schon vorliegenden fünffachen Bedingung, die. beiden doppelten und 

die beiden einfachen Bedingungen äquivalent: ^, mit p,, ., mit ,, 

wo P, P' die Pole von p, p' in bezug auf h und Je sind und Ä Pol 
von a nach k, a Polare von Ä nach Je ist. Es sind also je vier 
Signaturen gleich: 

(10 10) =(0110) ==(1001) -(Ol Ol), (0030)-(0021)=-(0012)-(0003); 
daher genügt es, 



(1010) 



P A 
P' a' 



und (0030) 



A, B, C 



zu besprechen. 

Es seien im ersten Falle Q, iZ die Berührungspunkte der Tan- 
genten aus P an Ä: und Q\ R' die der Tangenten aus P' an Je'; 
diese müssen jenen entsprechen, was auf zwei Weisen möglich ist. 
Lassen wir zunächst die gleichnamigen homolog sein. Seien dann 
U, üi die Berührungspunkte der Tangenten aus J. an Ä;, so muß A' 
so auf a' Uegen, daß für die ihm zugehörigen Berührungspunkte ü', U,\ 
welche mit dem Pole W von a' in gerader Linie liegen, gilt: 

QRUU,7\ Q'R'Ü'Ü,'-, 

infolgedessen sind ü' und 6\' entsprechend in einer Projektivitat auf 
i'; und da an ihren Direktionskegelschnitt von %' zwei Tangenten 
kommen, so erhalten wir in jedem der beiden Falle des Entsprechens 
von Q, R und Q\ R' zwei Lösungen, also im ganzen vier; 

(1010) -4 

Bei der zweiten Signatur seien 8', 35', 6' die Pole von a', 6', c', 
und TJj ZJj; F, F^; TT, W^ die Berührungspunkte der Tangenten aus 
Aj B, C] so gilt es, auf Je sechs Punkte ZT, , , . W^ zu finden, so daß: 

uu,rv^ww^7\ u'u,'rv,'ww,' 

und U'U,', rv;, WW^ bzw. durch «', 85', ß' gehen. 

Zu zwei Punkten Z7', F' auf Je' gibt es, wie eben gefunden, zwei 
Punktepaare TF'TF/, so daß UVWW^7\ U'V'W'W^ und TTTF/ 
durch 6' geht. Jedesmal konstruieren wir F^', dem F^ in der Pro- 
jektivitat entsprechend, und erhalten, bei festem Punkte U\ jedem 
Punkte F' zwei Punkte F/ und jedem V^ zwei Punkte F' zugeordnet, 
also eine (nicht involutorische) Korrespondenz [2, 2], an deren Direk- 
tionskurve 4. Klasse (Nr. 180) vier Tangenten aus S5' kommen. Jedes- 
mal wird, in der betreffenden nun schon fünf Paare von entaigr^K^hATkr 

Sturm, G^OflMfkr.VtnrAodtfflhAfteiL IL \% 



Betrachten 
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den Punkten um&ssenden ProjektiTität, der dem Ui entsprechende U/ 
konstruiert. Es ergibt sich eine Korrespondenz [4, 4] der Pimkte 
U\ Ui und in ihr acht Paare^ deren Verbindungslinien durch %' 
gehen. Also ist: 

(0030) - 8. 

Man übertrage dies auf Bündel und insbesondere kongruente Bündel 

Durch eine ausgeartete Eollineation 1. Stufe geht, haben wir 

gelernt, ein eigentlicher Kegelschnitt stets in einen ausgearteten über 

(Nr. 403); also können einfach unendliche KoUineations-Systeme, welche 

die Bedingung * erfüUen, keine solche Ausartungen enthalten, woU 

aber Ausartungen 2. Stufe. Wir woUen z. B. annehmen, daß ein 

P 

solches System durch die doppelte Bedingung p, festgelegt werde. 

Sind dann wieder Q, JR; Q', R' die Berührungspunkte der von P, bzw. 

P' kommenden Tangenten, so haben wir zwei Systeme von Projek- 

k 
tivitaten auf k und k' und zugehörigen KoUineationen ,, 

wir dasjenige, in welchem Q und Q', R und R' entsprechend sind, 
so werden die einzelnen Projektivitäten und KoUineationen fesigelegt, 
indem einem festen Punkte T' yon k' die verschiedenen Punkte T 
von k zugeordnet werden. Dabei kann T in Q oder R fallen, nnd 
das führt zu Ausartungen. Nehmen wir an, T falle in Q; so haben 
wir, weil die Verbindungslinie QT der sich vereinigenden Punkte die 
Tangente QT ist, ausgeartete Projektivitat Q(P, R, T) A Q\P\ R\ 'T) 
mit den singulären Strahlen QP und Q'R'\ aber auch R(Pj Q, T) 
A R\P', Q\ T') ist ausgeartet mit den singulären Strahlen RQ xoA 
R'P', Es liegt daher ausgeartete Kollineation zweiter Stufe vor, fBr 
welche Q und QP singular im ersten Felde sind und R\ R'P' im 
zweiten. Daß in einer solchen allgemeine Kegelschnitte entsprechend 
sein können, haben wir in Nr. 403 erkannt. In den beiden Systemoi 
haben wir je zwei solche Ausartungen, also im ganzen vier. Seiffl 
wieder \x, v die Charakteristiken eines solchen Systems und 6 die 
Anzahl der Ausartungen, so finden wir durch ähnliche Überlegungen 
wie in Nr. 414: 

2v-^ + e, 2^-v + e; 

woraus folgt: |i = v = 0. 

Die Gleichheit von }i und v haben wir schon erkannt. In dem 

Systeme p, t ist « 4, also auch ^i = v — 4, in Übereinstimmung 

mit dem obigen Ergebnisse. 

In dem andern Falle, wo das System , ., ist, seien wieder 

Uy t^i; F, Fl die Berührungspunkte der Tangenten aus -4, JS an i; 
jede Gruppe von vier Punkten ü\ IJ^\ F', V^ auf i', bei welcher ü'Vi 
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durch den Pol ?(' von a', Y'Y^ durch den Pol 8' von V geht und 
UUirV^7\ U'üiV'r^, führt zn einer Projektivitöt zwischen Je und 
Je' und zugehöriger EoUineation. Wir erhalten acht ausgeartete Pro- 
jektivitaten und EoUineationen folgendermaßen. Wenn U' und U^ 
sich in einem Schnittpunkt U' von a' mit Je vereinigen^ dem Berüh- 
rungspunkte der einen Tangente aus SC, so lassen wir auch V oder 
Fj' in ihn fallen und haben die beiden Projektivitäten mit den singu- 
lären Punkten F^ oder F auf Je und U' auf Je. Der zweite Schnitt 
von a' und die beiden Schnitte von b' geben noch sechs andere. 
Also ist 6 => 8 und ^ » v »» 8; wie wir oben schon auf andere Weise 
gefunden haben. 

§ 64 Lineare Systeme von Korrelationen zwischen denselben Feldern^). 

Für den Büschel (0070) von Korrelationen (Nr. 419) haben 430 
wir erkannt^ daß jeder Punkt des einen Feldes einen ihm in 
allen Korrelationen des Büschels konjugierten Punkt besitzt, 
weil, wegen der Charakteristik ^=-l, seine Polaren in ihnen einen 
Stndilenbüschel bilden. 

Sind zwei Korrelationen gegeben, so hat jeder Punkt des einen 
oder andern Feldes einen gemeinsam konjugierten, den Schnitt der 
beiden Polaren. Wir greifen aus diesen oo' Paaren gemeinsam kon- 
jugierter Punkte sieben heraus und bestimmen den Büschel (0070), 
zu dem die beiden gegebenen Korrektionen gehören, und der ebenso 
durch jede zwei seiner Korrelationen bestimmt oder konstituiert 
werden kann. Jeder Gerade l des einen Feldes ist ein Kegelschnitt im 
andern zugeordnet (Nr. 419), welcher sowohl Ort der Punkte, die den 
Punkten von l gemeinsam konjugiert sind, als auch Ort der Pole der 
Gerade l in den einzelnen Korrelationen des Büschels ist. 

Hat ein Punkt in beiden Korrelationen dieselbe Polare, so sind 
ihm irgend zwei Punkte derselben gemeinsam konjugiert in den beiden 
Korrelationen, also in allen Korrelationen des Büschels; er hat dieselbe 
Gerade in allen zur Polare. Es wurde schon erwähnt, daß die Paare 
der gemeinsam konjugierten Punkte, weil eben einer Gerade 
des einen Feldes ein Kegelschnitt im andern korrespondiert, eine 
quadratische Verwandtschaft bilden, auf welche wir noch aus- 
führlicher zu sprechen kommen. 

Das System der Korrelationen (0007) nannten wir eine Schar; 
wegen der Charakteristik v =» 1 desselben erzeugen die Pole einer 
Gerade in seinen Korrelationen eine Gerade, die dadurch jener Gerade 
in allen Korrelationen der Schar konjugiert wird. Zwei Korrelationen 
bestimmen also auch eine Schar; denn sie liefern zu jeder Gerade 



1) Vgl. hieizn Bosanes, Joum. f. Math., Bd. 88, S. 84; Bd. 90, S. 803; 
Bd. 95, S. 247. 
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eine gemeinsam konjugierte Gerade, die Yerbindnngslinie der beidoi 
Pole, und sieben solche Paare geben die Schar. Alle die oo^ Paare 
gemeinsam konjugierter Geraden erzeugen dann eine qua- 
dratische Verwandtschaft zwischen den Geraden der beiden 
Felder, in welcher den Geraden eines Strahlenbtlschels des einen 
Feldes die Tangenten eines Kegelschnitts im andern korrespondieren. 
Eine Gerade und ein Punkt, welche in zwei Korrelationen polar sind, 
sind es in allen ihrer Schar. 

Der Korrelationenbüschel (0070) enthält drei zentrale 
Korrelationen. Seien S, S'] S^, 5/; S^, S^' die singolären Punkte 
oder, mit kürzerer Bezeichnung, die Zentren dieser aasgearteten 
Korrelationen. Die Polare von S in der zentralen Korrelation (Sy 8') 
ist unbestimmt; ist dann f die Polare von S in einer andern Korre- 
lation des Büschels, so ist jeder Punkt von Y dem S konjugiert in 
beiden Korrelationen, also in allen Korrelationen des Büschels; Y ist 
gemeinsame Polare von S; als Polare in (Sj, Sj'), (5,, S^') muß sie 
durch Sj^y bzw. S^' gehen; folglich ist sie deren Verbindungslinie 
Mithin hat jedes von den sechs Zentren eines Korrelationen- 
büschels eine allen Korrelationen desselben gemeinsame 
Polare in der Verbindungslinie derjenigen beiden Zentren 
im andern Felde, die nicht mit ihm zusammengehören. Daraus 
folgt, daß die Dreiecke der Zentren gemeinsame polare Drei- 
ecke für alle Korrelationen des Büschels sind (Nr. 272). 

Eine Schar (0007) hat drei axiale Korrelationen; die Dreiseite 
der singulären Geraden oder „Axen'^ sind gemeinsame polare Dreiseite. 

Die drei Zentren eines jeden der beiden Felder liegen 
auf allen Kegelschnitten, die den Geraden des andern kor- 
respondieren, als Pole derselben in bezug auf die zentralen Korre- 
lationen. 

Umgekehrt, es seien -^^ -^ zwei Dreiecke, welche in zwei Kor- 
relationen polar sind. A^ kann höchstens in einer der drei zentralen 
Korrelationen des Büschels, den sie konstituieren, Zentrum sein; dann 
muß B^B^ als gemeinsame Polare von Ä^ (mag er Zentrum sein oder 
nicht) in den beiden zentralen Korrelationen desselben, f&r welche er 
nicht Zentrum ist, durch die im zweiten Felde gelegenen Zentren 
dieser Korrelationen gehen. Daraus wiederum folgt, daß ihr gemein- 
samer Pol A^ in der Tat Zentrum der dritten zentralen Korrelation 
ist; denn er ist auch Pol in dieser. Also: 

Zwei Korrelationen zwischen denselben Feldern haben 
nur ein gemeinsames Paar polarer Dreiecke; ihre Ecken sind 
die Zentren der zentralen Korrelationen des Büschels, den 
sie bestimmen, und ihre Seiten die Axen der drei axialen 
Korrelationen ihrer Schar. 
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Wir fanden (Nr. 273)^ daß zwei Korrelationen oo* gemein- 431 
same Paare polarer Yierseite haben; sie sind allen Korre- 
lationen des Büschels gemeinsam^ weil ja die Ecken des einen 
Yierseits zu denen des andern konjugiert sind. Suchen wir ein 
solches gemeinsames Paar zu konstruieren unter Benutzung der 
Herstellung polarer Yierseite für eine einzelne Korrelation, die a. a. 0. 
besprochen wurde. 

Es sei zunächst Oid^a^ ein beliebiges Dreieck im ersten Felde 
und h^hi'h^ j WWW söiöJi die polaren Dreiecke in den beiden 
Korrelationen, so brauchen wir ein Dreieck iih^h^, das zu beiden 
perspektiy ist und zwar mit derselben Axe b^] dann sind jene beiden 
Dreiecke selbst perspektiy mit dieser Axe; da also hi'b^', J>%W} WW 
anf einer Qerade h^ liegen, so müssen die zu ihnen gemeinsam kon- 
jugierten Punkte a^a^, a^a^, a^a^ auf dem Kegelschnitt Uegen, der in 
der quadratischen Yerwandtschaft der Gerade h^ entspricht, können 
also nicht alle drei beliebig gewählt sein, sondern nur zwei; diese 
bestimmen die Gerade h^y und aus ihr läßt sich leicht der korrespon- 
dierende Kegelschnitt herstellen^ der jene Punkte enthält und auf dem 
der dritte Punkt liegen muß. Dem entsprechend sei verfahren worden. 

Jetzt sei h^ beliebig durch h^'W gezogen; b^ und b^ müssen 
auch durch by^b^', bzw. b^'b^" gehen. Die polaren Dreiecke flti'oj'öj', 
WWW 2^ de^ gesuchten b^b^b^ müssen zu OiO^a^ koaxial perspektiy 
sein, also muß a^'a^" auf a^ und a^'W ^^^ ^ liegen; andererseits 
sind diese Punkte gemeinsam konjugiert zu den beiden Punkten b^b^ 
und b^b^ yon b^y also auf dem Kegelschnitt gelegen, der in der 
quadratischen Yerwandtschaft der b^ entspricht, und weil er den did^, 
als gemeinsam konjugierten Punkt zu dem auf b^ gelegenen b^b^'\ 
enthält, die zweiten Schnitte der o^, a^ mit diesem Kegelschnitte; indem 
wir diese Punkte WWy <h'W ^^^^^ haben wir auch die gemeinsam 
konjugierten \b^, b^\ und dann auch b^, b^, die beiden andern Seiten 
des gesuchten Dreiecks, als die Geraden yon b^b^ nach b^'b"^ yon 
6,&5 nach 6,'6,". Damit ist b^b^b^ zu Wb^Wy b^'b^"b^' perspektiy 
gemacht mit b^ als gemeinsamer Axe. Folglich ist (Nr. 273) auch 
a^a^a^ zu a^a^a^ und a^' a^' a^' perspektiy, und da Oj, a^', (jl[' durch 
denselben Punkt gehen und ebenso a,, o,', a^\ so ist die Yerbindungs- 
linie dieser beiden Punkte die gemeinsame Axe a^ der Perspektiyität; 
und wir haben in 

bi b^ 63 64 

gemeinsame polare Yierseite der beiden Korrelationen und 
ihres Büschels. 

Wir konnten OiO^a, in 00^ Weisen wählen, nämlich zwei Ecken 
beliebig, die dritte dann auf einem bestimmten Kegelschnitte, oder 
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auch b^ beliebig und alle drei Ecken von Oiü^a^ auf dem durch \ 
bestimmten Kegelschnitte. Nun sind b^'h^', b^b^', b^b^' sof \ be- 
stimmt; b^ kann noch cx>^ Lagen durch b^'b^" annehmen. So zeigt 
sich die sechsfache Unendlichkeit aus der Konstruktion. 

Jede Korrelation besitzt oo* Paare von polaren Dreiecken, die 
cx>^ Korrelationen zwischen gegebenen Feldern also oo^^ Paare; mit- 
hin gehört, weil es cx>^^ Paare von Dreiecken gibt, jedes gegebene 
Paar von Dreiecken zu cx>' Korrelationen als ein Paar tob 
polaren. Dieses doppelt unendliche System ist (3000), kann aber, 
weil in sich dual, auch mit (0300) bezeichnet weiden. 

Jede Korrelation besitzt (Nr. 273) cx>^^ Paare polarer Vierseiie 
(oder Vierecke), so daß durch alle Korrelationen sich cx>^^ ergeboi; 
da es cx>^* Paare von Vierecken gibt, so gehört jedes Paar 

\ h h \ 

zu oo' Korrelationen als Paar polarer Vierseite, in der Tat 
zum Systeme: 

ü^d^ ^^1 Oj^j ^^4 ^^4 

\b^ 6,64 6364 b^\ 6361; 

denn für alle diese Korrelationen sind (Nr. 273) auch 0,0^ und h^ 
konjugiert. 

Bei Vierecken handelt es sich um das System (0005). 
432 Es entstehen bei einem Korrelationenbüschel für den 

Fall, daß die Felder ineinander liegen, die Fragen nach den 
Systemen, welche durch die Kernkurven der einen und der 
andern Art gebildet werden, nach den Ortern der ausgezeich* 
neten Elemente W\ U, V und w; m, v. 

Die Punkt-Kernkurven K^ bilden einen Büschel; denn 
jeder Schnittpunkt von zweien ist in den beiden zugehörigen Koire- 
lationen sich selbst konjugiert, also auch in den übrigen des Büschels 
und liegt daher auf allen Punkt-Kemkurven. Folglich berühren zwei 
von ihnen eine Gerade. 

Eine Gerade wird auch von zwei Geraden-Kemkurven f, tangier!; 
denn ihre (einen) Pole erzeugen einen Kegelschnitt, und also fallen 
zwei von ihnen auf sie. Dadurch wird sie Tangente der heiden zu- 
gehörigen fj. Aber die fy bilden keinen Büschel. 

Auf der Verbindungslinie der Punkte W, die zu zwei Korrela- 
tionen des Büschels gehören, liegen zwei der einen und andern zage- 
hörige Involutionen doppelt konjugierter Punkte; ihr gemeinsames 
Paar ist doppelt konjugiert für beide, und daher für alle Korrek- 
tionen des Büschels, und die Gerade muß durch alle Punkte W gehen. 

Es gibt ein Paar doppelt konjugierter Punkte 6r', ß'\ 
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welches allen Korrelationen des Büschels gemeinsam ist; 
auf seiner Gerade (TT) liegen alle Punkte W. 

Doppelt konjugierte Punkte sind auch in bezug auf die Kem- 
kurve K^ konjugiert; also sind G', G" die Doppelpunkte der Invo- 
lution^ in der diese Gerade {W) den £*'- Büschel schneidet^ und Berüh- 
rungspunkte mit zweien seiner Kurven. 

Wenn im speziellen Falle zwei Korrelationen denselben Punkt W 
besitzen, so gilt für jede Gerade durch ihn^ was eben für die ein- 
zige Gerade {W) gefolgert wurde; der gemeinsame Punkt ist dann W 
f&r alle Korrelationen des Büschels, und es ergeben sich oo^ gemein- 
same Paare doppelt konjugierter Punkte, sie sind die Doppelpunkte 
der Involutionen, in denen der Büschel der Kernkurven K^ von den 
Strahlen des Büschels W geschnitten, wird, oder die Berührungspunkte 
dieser Strahlen mit Kemkurven imd erzeugen daher eine Kurve 3. Ord- 
nung, die durch W geht. 

Aber im allgemeinen tritt dies nicht ein. Die Reihe der Punkte W 
auf jener ausgezeichneten Gerade (TT) ist projektiv zu dem Büschel 
der Korrelationen und dem der Kemkurven £^'; die auf ihr entstehende 
Korrespondenz [1, 2] der Punkte W und der Schnitte der zugehörigen 
Kemkurve K^ lehrt, daß dreimal W auf dieselbe fällt. Die Berührung 
von K^ und f, in zwei getrennten Punkten Uj V ist dann eine vier- 
punktige Beiührung in einem Punkte geworden. 

Man kann {W) auch erhalten als die Perspektivitatsaxe zweier 
Perspektiven Strahlenbüschel um die Punkte P, Q, in denen ent- 
sprechende Strahlen nach den P^, Q^ gehen, die diesen Punkten je 
in derselben Korrelation des Büschels doppelt konjugiert sind; wenn 
PP^ durch Q geht, dann liegt auch Q^ auf dieser Gerade. 

Der Kegelschnitt der dem P doppelt konjugierten Punkte P| ist, 
wie man leicht findet, die erste Polare des P nach der Kurve 3. Ord- 
nung (P), die durch den Büschel PW und den zu ihm projektiven 
JK^-Büschel entsteht. 

Der Polarenbüschel von P in bezug auf die Kemkurven JT* 
schneidet in die Gerade (TT) eine zu der Punktreihe der W projek- 
tive Punktreihe; jede der Koinzidenzen ist ein TT, dessen Polare in 
bezug auf den zugehörigen K^y d. h. die zugeordnete w durch P geht. 
Die Geraden w der Korrelationen unseres Büschels umhüllen 
also einen Kegelschnitt (u?); sein Tangentenbüschel ist zur Punkt- 
reihe der W projektiv, und wir erhalten auch hieraus drei Inzidenzen 
zusammengehöriger W und w oder vierpunktige Berührungen zwischen 
JT* und r,. 

Die vier Tangenten aus P an die eben erwähnte Kurve 3. Ord- 
nung (P) sind Tangenten an einen K^ und gehen durch den zuge- 
hörigen W] daher sind sie Geraden u, t; für die betreffende Korre- 
lation. Also umhüllen die Geraden u, v der verschiedenen 
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Korrelationen des Büschels eine Kurve 4. Klasse. Weil {W) 
zwei Kuryen K^ (oder f,) berührt, f&r welche sie dun u oder v 
wird, ist sie Doppeltangente dieser Kurve 4. Klasse. 

(TT) berührt die zusammengehörigen Kemknrven f und f, in 
demselben Punkte (einem U oder F); und die beiden Berühnmgs- 
punkte mit dem einen und dem andern Kurvenpaar sind die aa»> 
gezeichneten Punkte G\ G'\ Dies sind zwei Schnitte des Orts der 
Punkte üf V mit der Gerade {W), drei weitere sind die drei Punkte 
Wy die mit U und V sich vereinigen und in denen zwei zusammen- 
gehörige Kemkurven sich vierpunktig berühren. Also ist der Ort 
der Punkte Uy V eine Kurve 5. Ordnung. 

Die zentralen Korrelationen des Büschels haben eine nicht zer- 
fallende Punkt-Kernkurve, erzeugt durch die charakteristische Projek- 
tivitat zwischen den Büscheln um die singularen Punkte, und eine 
ausgeartete Geraden -Kemkurve, bestehend aus diesen Büscheln. Die 
drei Geradenpaare im i^^-Büschel müssen daher zu nicht 
ausartenden Korrelationen im Büschel gehören. Nun sind 
die beiden Kemkurven immer zueinander in der Korrelation, zu welcher 
sie gehören, polar und zwar in beiderlei Sinne (Nr. 307); also muB, 
weil die Korrelation allgemein ist, zu einer K} des Büschels, 
welche ein Geradenpaar ist, eine V^ gehören, welche ein 
Punktepaar ist, und dieses Paar muß zu jenem Paare in beiderlei 
Sinne polar sein; d. h. wenn d^e\ f^g' das Geradenpaar ist, so 
muß D' ^ G, F' =iE das Punktepaar sein; denn so allein kommt 
die Eigenschaft zustande, daß ein Punkt des Geradenpaars seine beiden 
Polaren tangential an das Punktepaar, d. h. durch seine Punkte sendet, 
und eine Tangente des Punktepaars ihre Pole auf dem GFeradenpaare 
hat. Und die weiteren Eigenschaften, welche zwei zusammengehörigen 
Kernkurven zukommen, fordern, daß der Doppelpunkt des Geraden- 
paars auf die Doppelgerade des Punktepaars fällt und W von jenem 
durch die Punkte des letzteren Paars, w von dieser durch die Gräaden 
des Geradenpaars harmonisch getreimt wird. Im Doppelpunkte sind 
dann CT, F, in der Doppelgerade u, v vereinigt, und man erkennt, 
daß Z7, t*; F, r; Wy w in bezug auf beide Kemkurven Pole und 
Polaren sind (vgl. Nr. 392). 

Auf diese Weise sind in das System der Geraden-Kern- 
kurven drei neue Punktepaare gekommen. Wir fanden schon, 
daß zwei von den V^ eine Gerade berühren; dann schließen wir, ver> 
mittelst der Charakteristiken-Formeln für Kegelschnittsysteme 1. Stofe 
(Nr. 186), daß in dem Systeme der V^ vier durch einen Punkt gehen 
und daß es kein Geradenpaar enthält, was aber zu erwarten war. 

Ein interessanter Spezialfall, auf dessen genauere Untersuchung 
wir jedoch nicht eingehen können, ist folgender: 

In einer Ebene liegen A, B, C in gerader Linie und ebenso 
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Ay B\ C, femer mögen P und P' so hergestellt sein, daß sowohl 
FA nnd P'Ä\ als PB und P'B' auf der VerbindungsHnie s « CC 
sich schneiden. Es handelt sich dann um den Eorrelationenbüschel: 



(3010) 



Ä B C P 
B'C CA' A'B' P' 



Zu jedem Punkte X wird der gemeinsam konjugierte X.' ebenso ge- 
wonnen^ wie P' aus P. AUe Punkte von 8 sind sich selbst konju- 
giert^ außerdem noch der Punkt S =- {AA\ BB'). 

Sämtliche Punkt -Eemkurven zerfallen, und zwar in die feste 
Gerade s und eine veränderliche Ic^ die durch S geht. Die zentralen 
Korrelationen haben die Zentren -4, J.'; B, B'] C, C; die charakte- 
ristischen Projektivitäten entstehen durch Perspektive Lage^ in den 
beiden ersten Fällen mit der Axe S] im dritten verbindet sie die 
drei Punkte (C^, C'B'), (CB, CA') und S. 

Auch sämtliche Geraden -Eemkurven zerfallen, und zwar bilden 
je zwei entsprechende Punkte der Projektivität ABC 7\AB'C eine 
solche Kurve. 

Es seien drei Korrelationen Fj, F^, F^ zwischen den- 433 
selben Feldern gegeben. Im allgemeinen laufen die drei Polaren 
eines Punktes X des einen Feldes nicht in einen Punkt zusammen; 
bewegt man X auf einer Gerade Z, so entstehen durch die Polaren 
drei projektive Büschel um die Pole von Z; und dreimal gehen zu- 
sammengehörige Polaren durch einen Punkt (Nr. 200). Bei drei 
Korrelationen gibt es also oo^ gemeinsame Paare konjugierter 
Punkte, welche in den beiden Feldern zwei Kurven 3. Ord- 
nung a^ h^ erfüllen. Greifen wir sechs von diesen Paaren heraus^ 
so erhalten wir ein doppelt unendliches System (0060) von 
Korrelationen, zu dem die drei gegebenen gehören. 

Ein weiteres Paar konjugierter Punkte bestimmt darin einen 
Büschel (0070), zwei weitere Paare bestimmen eine Korrelation, 
welche den beiden Büscheln gemeinsam ist, die durch das eine und 
das andere Paar einzeln bestimmt werden, umgekehrt, zwei Korre- 
lationen aus (0060) bestimmen einen Büschel; denn sie haben cx>' 
gemeinsame Paare konjugierter Punkte, darunter die sechs gegebenen; 
ein beliebiges Paar aus ihnen bestimmt den Büschel. Folglich 
können wir das System (0060) aus den drei gegebenen Kor- 
relationen Tj, r,, r, fächerförmig erzeugen; denn, ist T eine 
beliebige Korrelation aus ihm, so haben die beiden Büschel T F^ und 
r^r, eine Korrelation gemein; also befindet sich jede Korrelation des 
Systems in einem der Büschel, welche F^ mit den verschiedenen Kor- 
relationen von r^Fj verbinden. 

Wir nennen deshalb das System ein Netz von Korrelationen, 
oder auch, weil ja der Büschel, der zwei Korrelationen des Systems 
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yerbindet, ihm ganz angehört und daher die eben beschriebece 
Erzeugung durch Büschel möglich ist, ein büschel-lineares System 
2. Stufe. Aus dieser Entstehungsweise folgt, daß die oo^ Paare 
von konjugierten Punkten, welche den drei Konstituenten 
r^, r,, T) gemeinsam sind, allen Korrelationen des Netzes 
zugehören; denn sie sind, wegen der Eigenschaft eines Büschels Ton 
Korrelationen, zunächst allen Korrelationen von r^T, gemeinsam, dann 
wiederum allen Korrelationen der Büschel, die von P^ nach den Kor- 
relationen von r^r, gehen. 

Folglich muß, wenn im Netze (0060) ein Büschel (0070) aus- 
geschieden wird, als siebentes Paar konjugierter Punkte ein nicht zu 
diesen oo^ allen Korrelationen des Neia^es gemeinsamen Paaren ge- 
höriges genommen werden; und ähnliches gilt, wenn aus dem Büschd 
eine einzelne Korrelation (0080) genommen wird. 

Die Eigenschaft, daß zwei Büschel des Netzes immer eine Kor- 
relation gemeinsam haben, lehrt aber auch, daß die drei ursprüng- 
lichen Konstituenten durch drei beliebige aus dem Netze 
ersetzt werden können (wofern sie nur nicht zn demselben 
Büschel gehören); denn die fächerförmige Erzeugung aus ihnen kann 
ebenso begründet werden, und ebenso kann man die sechs 
festlegenden Paare konjugierter Punkte beliebig durch sechs 
andere aus der einfach unendlichen Mannigfaltigkeit ersetzen. 

Aus dem Netze wird durch die Doppelbedingung, daß ein Punkt 
in dem einen Felde und eine Gerade im andern Pol und Polare seien, 
eine Korrelation ausgeschieden, denn es ist (1060)» 1; man kann ja 
auch diese Bedingung in zwei einfache zerlegen, daß nämlich der 
Punkt zu zwei Punkten der Gerade konjugiert sei. 

Die beiden Kurven a^, h^ ergaben sich zunächst als Örter der 
Punkte, welche in allen Korrelationen des Netzes konjugiert sind, 
und befinden sich infolgedessen in eindeutiger Beziehung ihrer Punkte. 

In bezug auf sechs Punktepaare A^^ B^: 

fanden wir (Nr. 231) zwei Kurven 3. Ordnung Oj', fe^' mit eindeutig 
zugeordneten Punkten A, B, welche korrespondierend sind, d. h. nach 
den beiden sechspunktigen Gruppen projektive Büschel senden Bb 
ergab sich aber noch eine weitere eindeutige Zuordnung der homo- 
logen Punkte % S3 dieser Kurven, nach denen je weitere entsprechende 
Strahlen aus den projektiven Büscheln Ay B gehen (Nr. 232). 

Wir erkennen nun, daß die korrespondierenden Punkte A, B 
zusammengehörige singulare Punkte zentraler Korrelationen aus dem 
Netze (0060) sind; die Projektivität zwischen ihnen ist je die charak- 
teristische. Und umgekehrt, alle Zentren zentraler Korrelationen des 



Das bÜBchel-lineare System 2. Stufe oder Netz. 283 

Netzes senden nach den beiden Grappen projektive Büschel; also be- 
finden sie sich auf a^\ \^. Indem weiter nach zwei homologen 
Punkten ^ 93 entsprechende Strahlen aus allen diesen Paaren pro- 
jektiver Büschel gehen, ergeben diese Punkte Ä, S5 sich als gemein- 
sam konjugiert zunächst in allen zentralen Korrelationen des Netzes 
nndy weU es durch drei von ihnen konstituiert werden kann^ in allen. 
Damit erweisen sich die Kurven a^^ h^^ mit den a\ V identisch. 

Wir haben also bei einem Netze von Korrelationen zwei 
Kurven 3. Ordnung a', 6^ welche einerseits durch die Punkte 
entstehen, welche in allen Korrelationen des Netzes konju- 
giert sind; andererseits auch durch die Zentren der zen- 
tralen Korrelationen des Netzes erfüllt werden. 

Infolgedessen erhalten wir auf den Kurven die Ecken von oo' 
Dreiecken, die Zentren der zentralen Korrelationen der Büschel des 
Netzes, also der Dreiecke, welche gemeinsam polar sind in allen 
Korrelationen eines solchen Büschels. 

Diese Identität der beiden Kurvenpaare ergibt sich auch durch 
folgende Überlegung. Es sei Tq eine zentrale Korrelation des Netzes 
und % ihr eines Zentrum; es ist in T^ allen Punkten des andern 
Feldes konjugiert, daher dem 93, der ihm in zwei beliebigen Korre- 
lationen des Netzes gemeinsam konjugiert ist, in allen Korrelationen 
desselben konjugiert. 

Durch 93 geht jede von den Polaren von St, die er je gemeinsam 
hat für alle Korrelationen eines Büschels des Netzes, zu welchem Tq 
gehört; je die beiden andern Schnitte einer dieser Polaren mit h^ sind 
die beiden nicht mit % zusammengehörigen Zentren dieses Büschels 
im zweiten Felde. 

Ordnet man dem Punkte % eine nicht durch 93 gehende Polare 
ZU; so ist die dadurch bestimmte Korrelation des Netzes die zentrale 
Korrelation T^; ordnet man ihm aber eine durch 93 gehende Polare 
ZU; so ergibt sich ein ganzer Büschel von Korrelationen aus dem 
Netze, zu welchem immer Tq gehört. 

Wenn A, Ä\ ^'"; B\ B'\ B" die Zentren der drei zen- 
tralen Korrelationen eines Büschels (0070) aus dem Netze 
sind; so ist zu S( = A"' der gemeinsam konjugierte Punkt 93 im 
Netze der dritte Schnitt der gemeinsamen Polare B'B" (im Büschel) 
mit h\ Daher sind in den projektiven Büscheln A\ B' die 
Strahlen Ä'A'" und B'B", weil sie nach 2t, 93 geheu; ent- 
sprechend; ebenso Ä'Ä" und B'B"'] desgleichen in den Büscheln 
A" und B" die Strahlen A'A'" und B"B\ Ä'Ä und B"B''\ und in 
A'", B'" die Ä''A und B'''B'\ A"A" und B'"B\ 

Diese drei Punktepaare A\ £'; A'\ jB"; A"\ B'" sind aber 
diejenigen; welche im Problem der ebenen Projektivit'at 
(Nr. 233) bei zwei siebenpunktigen Gruppen sich ergeben 
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als Paare yon korrespondierenden Punkten; also gilt diB 
eben gefundene Entsprechen auch für die drei Paare pro- 
jektiver Büschel um sie^). 

Bezüglich der a. a. 0. betrachteten Kurven a^^^ und a^^, die in 
A^, . . . A^f Aqj Aj Ä\ Ä'\ und ft^^)» ^(S); welche in -^, . . . i^, j^, 
B\ B"y B'" sich schneiden y muß, weil a^?, und &,5^, a^J, und 6,J, in 
bezug auf 6r(6f7) korrespondierend sind, gelten (Nr. 232), daß den 
Strahlen ÄÄ'\ Ä'A'"j die aus den auf a^J, und a^J, gelegenen Punkten 
A'y Ä' kommen und nach dem ebenfalls auf beiden Kurven gelegenen 
Punkte Ä" gehen, Strahlen in B', B" entsprechen, die auf beiden 
Kurven b^f) und b^l^ sich schneiden; das tun sie dadurch, daß sie 
identisch sind: B'B'\ B"B\ 

Drei Korrelationen führen aber auch zu cx>^ Paaren 
gemeinsam konjugierter Geraden, welche in den beiden 
Feldern Kurven 3. Klasse umhüllen. Wir gelangen dann zu 
einem schar-linearen Systeme 2. Stufe von Korrelationen, 
dem diese Paare konjugierter Geraden gemein sind, und zu dessen 
Festlegung sechs genügen: (0006). Es entsteht fächerförmig aus drei 
Konstituenten, indem man mit Scharen statt mit Büscheln arbeitet. 
Und die beiden Kurven werden von den Axen der axialen Korrelationen 
dieses Systems umhüllt. 
434 In dem dreifach unendlichen System von Korrelationen (0050) 

bestimmen 1, 2, 3 weitere Paare konjugierter Punkte ein Netz, ein^ 
Büschel, eine einzelne Korrelation; zwei Netze aus ihm haben einen 
Büschel gemeinsam, ein Netz und ein Büschel eine Korrelation. Zwei 
Korrelationen des Systems liefern einen demselben angehorigen Büschel 
und drei Korrelationen, nicht aus demselben Büschel, oder ein Büschel 
und eine nicht in ihm enthaltene Korrelation ein dem System ganz 
angehöriges Netz. Wenn zwei Büschel 93, 93i und eine einzelne Kor- 
relation r aus dem Systeme vorliegen, so bestimmen iB und F ein 
Netz, welches mit 93^ eine Korrelation F^ gemeinsam hat; daher 
schneidet der Büschel FT^ die beiden Büschel 93 und 93^, letzteren 
in Fj, ersteren, weil rV^ und 93 sich beide in dem Netze 93 F befinden, 
dem ja auch F^ angehört. Jede Korrelation des Systems befindet 
sich in einem der oo' Büschel, welche eine Korrelation von 
93 mit einer von 93^ verbinden; dabei muß jedoch vermieden werden, 
daß 93 imd 93^ demselben Netze angehören, was der Fall ist, wenn 
sie sich in einer Korrelation schneiden. Wegen dieser Herstellung 
des Systems durch Büschel wollen wir es ein büschel-lineares 
System 3. Stufe, kürzer ein Gebüsche nennen. Alle die Büschel, 
welche von der nämlichen Korrelation nach denen eines Büschels, 
• etwa 95i, gehen, bilden das Netz, welches dieselbe mit 9Si verbindetj 

1) S. Kantor, Denkschriften der Wiener Akademie, Bd. 96, 8. 9S. 
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man erhält also- das Gebüsche auch durch alle die Netze^ 
welche den einen der beiden Büschel 93x mit allen Korrela- 
tionen des andern 93 verbinden. Sind femer F^ und F, fest in 
9^, r beweglich in 93 ^ so können wir diese Netze fächerförmig je 
dnrch Tj und den Büschel F^r erzeugen, letzterer durchwandert das 
Netz r^SS, und das Gebüsche entsteht durch die Büschel aus 
r^ nach den Korrelationen eines Netzes aus ihm, welches 
r^ nicht enthält. 
Seien wiederum 

die fünf gemeiusamen Paare konjugierter Punkte, so wissen wir aus 
dem Problem der ebenen Projektivität (Nr. 226), daß jedem Punkte 
A ein Punkt B korrespondiert, so daß 

A{Ä„ Ä^, A^, A^, A) Ä B{B„ B„ 5„ B„ B,). 

Folglich sind Ä^ B zusammengehörige Zentren einer zen- 
tralen Korrelation aus (0050). Das Gebüsche enthält oo^ 
zentrale Korrelationen; sie erfüllen mit ihren Zentren die 
ganzen Felder. Jedem der zehn Punkte ist ein vollständiger Kegel- 
schnitt korrespondierend, dem Punkte Ä^ z. B. der Kegelschnitt, für 
dessen Punkte B gilt: 

B(^, JB,, B,, B,) A Ä, (J,, ^, ^„ Ä,\ 

TtVL ihnen kommen noch die beiden verbundenen Punkte A^j Bq, die 
das sechste linear abhängige Paar bilden (Nr. 228), Aq entspricht allen 
Punkten des Kegelschnitts (B^ . . . B^) und B^ allen von (-4^ . . . A^), 
Nun wurde (Nr. 232) gezeigt, daß in den projektiven Büscheln um 
korrespondierende Punkte A, B entsprechende Strahlen auch nach 
diesen Punkten A^, B^ gehen; folglich sind dieselben konjugiert zu- 
nächst in allen zentralen Korrelationen des Gebüsches. Verbinden wir 
zweimal zwei zentrale Korrelationen durch Büschel 93, 93^, so sind 
weiter die Punkte A^, Bq konjugiert in allen Korrelationen dieser 
Büschel, daher in allen Korrelationen irgend eines Büschels, der eine 
Korrelation von 93 mit einer von 93^ verbindet, folglich, weil diese 
Büschel zu allen Korrelationen des Gebüsches führen, in allen. Also: 

Alle oo* Korrelationen zwischen zwei Feldern, welche 
fünf Paare konjugierter Punkte gemeinsam haben, haben 
noch ein sechstes gemein, das sechste linear abhängige Paar, 
das zu den fünf Paaren gehört. Wir wissen, es ist linear kon- 
struierbar. 

Man kann durch Dualisierung des einen Feldes aus den voran- 
gehenden Sätzen entsprechende Sätze für die Kollineation ableiten. 
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Es genüge znnachst; den vorangehenden Satz umzuwandeln. Er 
lautet dann: 

Alle oo' EoUineationen zwischen zwei Feldern, bei denen 
fünf gegebene Punkte Ä^, • • • ^ des einen ihre entsprechen- 
den Punkte auf fünf gegebenen Geraden ^i, . . . b^ haben, be- 
sitzen noch ein sechstes derartiges Paar Aq, b^^). 

Einen speziellen Fall unseres Satzes fanden wir schon (Nr. 272): 
Sind Äi,,,,A^ die Ecken a^a^f <h^9 ^i^f ^^41 ^^4 eines toUt 
standigen Vierseits und B^,...B^ die Ecken b^b^^ b^b^, b^b^, b^h^^ 
b^b^ eines anderen, so haben alle Korrelationen, in denen die ^^,....4 
den jB^, . . . JB5 konjugiert sind, auch die sechsten Ecken a^a^ und 
b^b^ zu konjugierten; und wir sehen nochmals, daß in den sechs Ecken- 
paaren sechs linear abhängige Punktepaare Yorliegen (Nr. 228). 

Wir erwähnen einige interessante Fälle. 

Liegen die beiden Felder ineinander, so befindet sich 
unter den 00^ Korrelationen ein Polarfeld (Nr. 422 Signatur 
(050) und Nr. 423), in dem also auch A^, Bq konjugiert sind. 

Nehmen wir weiter an, daß die fünf Verbindungslinien 
A^B^y , , . Ä^B^ demselben Strahlenbüschel angehören, so be- 
findet sich unter den Korrelationen auch diejenige zentrale, deren 
Zentren sich im Scheitel vereinigen und deren charakteristische Pro- 
jektivität die Identität ist, aus lauter sich selbst entsprechenden Strahlen 
besteht; es gehört demnach auch der Strahl ^JB^ zum Büschel 

Femer, wenn A^ auf b^, A^ auf b^y,..A^ auf 65 liegt, so 
befindet sich unter den cx>' Kollineationen auch die Identität, in der 
jeder Punkt mit dem entsprechenden sich deckt; also liegt auch A^ 
auf b^. 

Dualisieren wir bei dem obigen Satze über zwei Vierseite das 
eine Feld und setzen sie in derselben Ebene voraus, so haben wir: 

Wenn die Ecken a^a^^ ^^y ^\<hf ^^d ^^4 eines Vierseits 
mit den Seiten B^B^, S%^4) ^s^a9 ^s^si ^s^i ©ines Vierecks 
inzidieren, so inzidiert auch a^a^ mit B^B^. 

Oder dualisieren wir beide Felder, sie ebenfalls in derselben Ebene 
(oder in parallelen) annehmend, und setzen voraus, daß die Seiten 
A^A^, A^A^j ^\^ty ^^Af A^A^deB einen Vierecks zu den Seiten 
B^B^, B^B^y BqB^, B^B^, B^B^ des andern senkrecht sind, so 
befindet sich unter den Korrelationen, in denen jene diesen konjugiert 
sind, das ausgeartete Polarfeld, das zu dem Punktepaar der absoluten 
Punkte gehört und in welchem jede zwei konjugierten Geraden redit- 
winklig sind; also sind auch A^A^ und B^B^ rechtwinklig. Eine 



1) In dieser Form hat den Satz C leb seh zuerst (ohne Beweis) ausgesprocheo: 
Math. Annalen, Bd. 6, S. 205. Vgl. auch Voß ebenda Bd. 16, S. S66; Bosanes, | 
Jonrn. f. Math. 88, S. 249; Sturm, Math. Annalen, Bd. 22, 8. 670. , 
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Drehung des einen Vierecks um 90^ fQhrt die Normalität in Par- 
allelismus über. 

Wenn vier Korrelationen F^, . . . F^ gegeben sind^ so haben 
wir für die beiden Netze r^F^F^ und F^F^r^ je zwei Kurven a', fe', 
bzw. ä^j h^] gemeinsam sind den a^ und ä'^ b^ und b^ die Zentren der 
zentralen Korrelationen des Büschels r^F,. Es sei dann % einer der 
sechs ferneren Schnittpunkte von a' und ä^, so laufen seine Polaren 
in Fj, F,, F3 in einen Punkt zusammen und ebenso die in Fj, F,, F^; 
und da S( nicht Zentrum einer zentralen Korrelation in F^F^ ist, so 
ist dies beidemal derselbe Punkt^ nämlich der einzige dem S( im 
Büschel gemeinsam konjugierte Punkt^ der dann einer der weiteren 
Schnitte von 6* und 5* ist. 

Vier Korrelationen zwischen denselben Feldern haben 
sechs Paare konjugierter Punkte gemeinsam. Sie sind 
dann allen Korrelationen des Gebüsches gemeinsam, das aus 
den vier als Konstituenten sich ergibt, indem man zweimal 
zwei zu Büscheln und die Korrelationen des einen mit denen des 
andern wiederum zu Büscheln verbindet. 

Fünf von diesen Paaren genügen, das Gebüsche fest- 
zulegen, und bedingen das sechste; womit der Satz von Clebsch 
von neuem bewiesen ist 

Ist ein System 4. Stufe von Korrelationen durch vier 435 
Paare konjugierter Punkte bestimmt: 



(0040) 



so werden axiale Korrelationen möglich; weil von zwei in einer 
solchen Korrelation konjugierten Punkten stets der eine auf der Axe 
seines Feldes liegt, so muß die eine Axe zwei von den vier Punkten 
z. B. j4^, ^, verbinden, während die beiden ihnen nicht konjugierten 
B^j B^ auf der andern liegen. Das ist auf sechs Weisen möglich. 
Aber für die Festlegung der charakteristischen Projektivität ist noch 
nichts durch die gegebenen Punkte geschehen; sie kann noch in 00' 
Weisen erfolgen; jede dieser sechs unbestimmten axialen Korre- 
lationen zählt 00'- fach. Bei den bisherigen büschel-linearen Systemen 
1., 2., 3. Stufe (0070), (0060), (0050), in denen es 00*, oo^ sechs 
gemeinsame Paare konjugierter Punkte gibt, sind eben deshalb axiale 
Korrelationen nicht vorhanden, weil zwei Geraden nicht möglich sind, 
von denen mindestens eine durch einen Punkt aus jedem dieser Paare 
geht Nun ist aber an sich die axiale Korrelation eine einfache 
Bedingung (Nr. 412), und da sie in diesen Systemen, wo man sie, als 
einfache Bedingung, in endlicher Anzahl, 00^-, cx>'>mal erwarten konnte, 
nicht möglich ist, so ist es ganz berechtigt, daß sie in dem Systeme 
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4. Stufe (0040) in dem sie möglich wird, sofort in der MannigfEdtig- 
keit cx>' auftritt. 

Wahrend die Systeme (0070), (0060), (0050) allgemein sind, 
ist (0040) nicht mehr allgemein. Ein allgemeines büschel-linearei 
System 4. Stufe konstituieren wir durch f&nf beliebige Korrelationen, 
etwa so, daß wir eiue von ihnen mit jeder Korrelation des büschd- 
linearen Systems 3. Stufe, das durch die vier andern konstituiert wird, 
durch einen Büschel verbinden ^). Wenn vier Korrelationen noch eme 
endliche Anzahl gemeinsamer konjugierter Punkte besitzen, so gilt das für 
f&nf beliebige Korrelationen nicht mehr. Das System (0040) mit yier 
gemeinsamen Paaren ist sogar vierfach spezialisiert, indem 
ihm diejenigen mit ein, zwei, drei Paaren konjugierter Punkte — den 
fünf Konstituenten und dann allen Korrelationen des Systems gemein- 
sam — vorangehen. 

Ob die allgemeinen büschel- linearen Systeme 4. und höherer Stufe 
axiale, bzw. die allgemeinen schar -linearen zentrale Korrelationen ent- 
halten, soll später untersucht werden. 

In dem Systeme (0040) sind die Zentren der zentralen Korre- 
lationen zwei beliebige Punkte auf zwei analogen Kegelschnitten durch 
die beiden vierpunktigen Gruppen (Nr. 225). 
436 Wenden wir diese Ergebnisse auf die Erzeugung der Flache 

2. Qrades durch korrelative Gebilde an; wobei wir die durch Bündel 
vorziehen, um der Korrelation der Bündel etwas gerecht zu werden. 

Ein Korrelationenbüschel (0070) zwischen zwei Bündeln 
0, O erzeugt einen Büschel von Flächen 2. Grades; denn sobald 
ein Strahl von die ihm in zwei Korrelationen des Büschels ent- 
sprechenden Ebenen von 0' in dem nämlichen Punkte trifft, trifft er 
die Axe des Büschels, den alle seine Polarebenen bilden, also alle 
diese Ebenen in jenem Punkte; jeder gemeinsame Punkt von zweien 
der erzeugten Flächen liegt auf allen. 

Jede der Flächen wird aus und 0' durch einen Korrelationen- 
büschel erzeugt (Nr. 424); von ihm gehört zu unserem Büschel je 
nur eine Korrelation. 

Die vier Kegel des Flächenbüschels werden durch Korrelationen 
des Büschels von der Spezialität in Nr. 398 erzeugt. 

Ebenso entsteht durch ein Korrelationennetz (0060) und 
ein Korrelationengebüsche (0050) ein Netz, bzw. Gebüsche 
von Flächen 2. Grades, denn der fächerförmigen Herstellung jener 
durch Büschel entspricht die analoge föcherförmige Herstellung dieser 
Flächensysteme durch Büschel. 

Beim Netze (0060) haben wir in den Bündeln zwei K^el 3. Ord- 



1) Eingehendere Erörterungen über lineare Systeme höherer Stufe wird 
§ 97 in Bd. m bringen; aber § 34 in Bd. I hat schon Belehrung gebracht. 
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nimg a^j V mit in zwei Weisen eindeutig zugeordneten Kanten; die 
eine Zuordnung ist die der korrespondierenden Kanten Gj b, welche 
nach den sechs Paaren konjugierter Kanten projektive Büschel senden, 
die Axen axialer Korrelationen des Netzes, die je die betreffende Fläche 
durch diese projektiven Büschel erzeugen; für die andern Flächen 
gehören diese Ausartungen nicht zum Netze. 

Die homologen Elanten a, b, welche in allen Korrelationen des 
Netzes konjugiert sind und nach denen weitere entsprechende Ebenen 
jener projektiven Büschel gehen, bilden die zweite Zuordnung. Diese 
Kanten a, h rufen in dem gemeinsamen Ebenenbüschel um 00' eine 
Korrespondenz [3, 3] hervor, in der zwei Ebenen einander entsprechen, 
welche solche konjugierte Strahlen a, b enthalten. Die sechs Koin- 
zidenzen beweisen, daß es sechs Paare a, b gibt, die einen Schnitt- 
punkt haben. Diese sechs Schnittpunkte sind die übrigen 
gemeinsamen Punkte der Flächen des Netzes, außer 0, (/. 

Nehmen wir an, daß die sieben, sechs oder fünf gegebenen 
Paare konjugierter Strahlen einen Schnittpunkt C^ haben, 
dann gehört zum Büschel, Netze oder Gebüsche von Kor- 
relationen die axiale Korrelation F^, deren Axen sich in 00' 
vereinigen und deren charakteristische Projektivität Iden- 
tität ist; daraus folgt, daß alle weiteren gemeinsamen Paare 
konjugierter Strahlen (cx>', cx>^, ein sechstes) einen Schnitt- 
punkt haben. 

Der Büschel, der diese Korrelation mit irgendeiner des Systems 
verbindet, ist dann der eine und dieselbe Fläche erzeugende Korre- 
lationenbüschel; denn jeder Strahl von trifft den ihm im Büschel 
gemeinsam konjugierten Strahl, mit dem er in derselben Ebene durch 
00' liegt, und damit alle polaren Ebenen in demselben Punkt. 

Daher ist im ersten Falle der gegebene Korrelationen- 
büschel eben dieser Büschel, und es ergibt sich nur die eine 
Fläche 2. Grades, nicht ein Büschel. 

Im zweiten Falle zerlegt sich das Korrelationennetz in 
oo^ derartige Büschel, die je dieselbe Fläche 2. Grades erzeugen 
und alle durch die ausgezeichnete Korrelation Vq gehen. Erzeugnis 
ist nur ein Büschel von Flächen 2. Grades, dessen Grund- 
kurve durch 0, 0', C^, . . . C^ bestimmt ist. 

Im dritten Falle zerlegt sich das Korrelationengebüsche 
in cx>^ von Vq ausgehende derartige Büschel, und es entsteht 
nur ein Netz von Flächen 2. Grades. Das zu den fänf Paaren 
tti^OC^, bf^O^Ci gehörige sechste Paar konjugierter Strahlen, allen 
Korrelationen gemeinsam, sei ag, b^ und sein Schnittpunkt C^; so 
sind 0, 0', Gl, . . . C5, G^ die Grundpunkte dieses Netzes. Die 
lineare Konstruktion des Paares a^, b^ aus den fünf gegebenen Paaren. 

st arm, Gcometr. VenrMidfttob«fken. IL \^ 
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liefert (Nr. 235) eine lineare Eonstraktion des achten assoziiertcD 
Ponktee zu sieben gegebenen. 

Bestimmt man das Netz yon Korrelationen durch drei doppdte 
Bedingungen: 

übe 
a ß T 



(3000) 



so hat man (Nr. 390) die acht Grundpunkte des Flachennetzes unmittri- 
bar: 0, (7, aa, 6ß', ct', (6c, ßWO» {^^y t'«'); (ö6, aß); daa sind aber 
nicht acht assoziierte Punkte in allgemeiner Lage, sie liegen yiehnehr 
dreimal in zwei Ebeuen, z. B. Oy bß'y ct', Q>Cy ß'TO in der Ebene bc^ O, 
aa'y (cGy 'x'a), {aby aß') in a'. Die drei Ebenenpaare ergeben sieh 
durch planare Korrelationen^ welche in diesem Falle im Netze yo^ 
banden sind. 



§ 65. Apolare lineare Systeme von Korrelationen zwischen zwei 

Feldern^). 

437 Es werde Torausgesetzt^ daß zwei Korrelationen C und f 

zwischen den nämlichen Feldern 1,, Z' so beschaffen seien, 
daß einmal einem Dreiseite a'Vc in Z' durch sie Dreiecke 
ABC, Ä^B^C^ polar sind, von denen A^B^C^ dem ABC ein- 
geschrieben ist und zwar so, daß A^ auf BC liegt usw. 

Die KoUineation in Z, in der zwei Elemente einander korrespon- 
dieren, welche in C und V demselben Elemente von Z' entsprechen, 
ist in eingeschriebener Dreieckslage (Nr. 365). Es gibt deshalb in 
Z cx>* Dreiecke X^^Y^Z^^ welche dem entsprechenden XTZ ein- 
geschrieben sind, demnach in Z' oo^ Dreiseite x'y b\ so beschaffen, 
daß von ihren in C und F korrespondierenden Dreiecken 
XYZ, X^Y^Z^ das zweite dem ersten eingeschrieben ist. 

Betrachten wir nun XYZ aus Z, sein in C entsprechendes ist 
xyZy das in F entsprechende sei x^y^B(\ weil X^ auf YZ liegt, 
geht, wegen F, x durch y^^e^y ebenso y durch z^x^y z durch x(y^\ 
d. h. x^y^z^ ist dem xy z eingeschrieben. 

Ebenso zeigt sich X^Y^Z^ als ein Dreieck, von dessen beiden 
polaren Dreiecken dasjenige in F (welches x'y z' ist) dem andern ein- 
geschrieben ist. Damit ist erkannt, daß die beiden Felder sicli 
gleichartig verhalten und wir in der Voraussetzung auch Ton 
einem Dreiecke in Z ausgehen konnten. 

Es ergeben sich demnach in beiden Feldern cx>^ Drei- 
ecke, von denen jedes folgende Eigenschaften hat: Das ihm 



1) Vgl. hierzu Rosanes' erwähnte Abhandlmigen; Pasch, Math. Analen, 
Bd. 23, S. 419; London, ebenda Bd. 38, S. 384. 
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in r polare Dreieck ist dem in C polaren eingeschrieben; 
konstruiert man zu ihm das in C polare und zu diesem das 
in r polare, so ist dieses ihm eingeschrieben; konstruiert 
man hingegen das in V polare und zu diesem das in C polare, 
so ist letzteres ihm umgeschrieben. 

Femer wissen wir (Nr. 365\ daB, wenn unter der obigen Voraus- 
setzung bei den zwei demselben Dreiecke polaren Dreiecken die Inzi- 
denz der Ecken und Seiten zweimal erfüllt ist, sie von selbst zum 
dritten Male eintritt. 

Bezeichnen wir das Dreieck XTZ nach seinen Seiten xyjs, so 
sind diese Seiten x, y, Zy weil sie die Pole X^, Y^, Z^ der x\ y'y e 
in r enthalten, diesen konjugiert in F; und bezeichnen wir x'y/ nach 
seinen Ecken X^' Y^'Z^'y so sind diese Ecken konjugiert zu den X^, F^, Z^ 
in C. Folglich haben die genannten oo^ Dreiecke noch fol- 
gende Eigenschaft. Von jedem und dem zu ihm in C polaren 
sind die entsprechenden Seiten (je dem Pole der andern gegen- 
überliegend) in r konjugiert, und von ihm und dem zu ihm in 
r polaren sind die entsprechenden Ecken in C konjugiert. 

Es kann also die Voraussetzung auch in den beiden 
Formen ausgesprochen werden: Es sind einmal zwei in C 
polare Dreiseite abCy a'Vc' vorhanden, deren entsprechende 
Seiten a und a', . . . in T konjugiert sind. Oder es sind ein- 
mal zwei in F polare Dreiecke A^B^C^^y A^B^C^' yorhanden, 
deren entsprechende Ecken in C konjugiert sind. 

Denn z. B. die Eonjugiertheit von a und a\ . . . in V sagt ja 
aus, daß der Pol A^ von a auf a^ BC liegt usw., also daß das eine 
polare Dreieck A^B^C^ dem andern ABC eingeschrieben ist. 

Zwei Korrelationen in dieser Beziehung zueinander 
seien als apolar^) bezeichnet; nach Reyes Terminologie, in der 
sie deutlicher voneinander unterschieden werden, sagt man: C stützt 
r und r ruht auf C. 

Die Apolarität ist für jede der beiden Korrelationen C 
und r eine einfache Bedingung, wenn die andere gegeben 
isi Wenn z. B. C gegeben ist, so stellen wir in Z (oder Z') eine 
der oo^ Kollineationen in eingeschriebener Dreieckslage her, welche 
also Z in ein in derselben Ebene befindliches Feld 1^ transformiert, 
das oo^ Dreiecke enthält, die dem entsprechenden in Z eingeschrieben 
sind; Z^ wird dann zu Z' korrelativ, und diese Korrelation F ruht 
auf C. Es gibt daher unter den oo^ Korrelationen oo'', welche 



1) Zu Ro 8 an es' Wort „ko^jugiert^^ kann ich mich nicht entschließen, weil 
dies Wort schon zu viele Bedeutongen hat und hier insbesondere vielfach ver- 
schiedene Bedeutungen desselben in dem nämlichen Satze zusammenkommen 

-«nlni An 
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auf C rahen, und ebenso oo^, welche eine Korrelation f 
stützen. 

Demnach führen i gegebene Korrelationen (zwischen 
denselben Feldern) zu oo^"' Korrelationen, welche auf ihnen 
ruhen, bzw. sie stützen. 
438 Wir beweisen nun den Fundamentalsatz der Linearitat dieser 

Beziehung. 

C|, C| seien zwei Korrelationen, welche beide die Korrelation f 
stützen. Wir haben zwei yierfach unendliche MannigMtigkeiten Ton 
Dreiecken in Z', welche zu Q und F, bzw. (\ und F gehören. Da 
oo* Dreiecke vorhanden sind, so gibt es oo**^"* Dreiecke, welche 
beiden gemeinsam sind. Es sei x'ye eins von diesen oo' Dreiecken; 
ihm seien in C^, C|, T polar X^Y^Z^^y X^Y^Z^y XYZ\ letzteres ist 
also den beiden andern eingeschrieben; X li^ denmach auf den 
Polaren Y^Z^ und F,Z, von y'e' in Cj, <^, ist daher dem y'i' 
gemeinsam konjugiert in diesen Korrelationen, ebenso Y dem bx\ 
Z dem xy, Ist also C^ eine dritte Korrelation aus dem Büschel 
CjCg, so sind diese Punkte auch in ihr konjugiert; es gehen die 
Polaren von ye\ ex\ xy in ihr auch durch X, Yy Z, d. h, XYZ 
ist auch dem Dreiecke X^Y^Z^ eingeschnitten, das dem x'y z in C, 
polar ist; auch C^ stützt die F. 

Wenn C^, C| die F stützen, so tun es alle Korrelationen 
ihres Büschels. 

Wenn F^, F, auf C ruhen, so tun es alle Korrelationen 
ihrer Schar. 

Wie aus drei, vier Konstituenten büschel- oder schar -lineare 
Systeme 2., 3. Stufe von Korrelationen vermittelst Büschel oder 
Scharen aufgebaut werden, ist schon erörtert Wir gelangen ent- 
sprechend zu höherstufigen linearen Systemen. Das Gebüsche 
(büschel-lineare Systeme 3. Stufe), das zu vier Konstituenten gehört, 
erweitem wir vermittelst einer fünften (ihm nicht angehörigen) Kon- 
stituente, indem wir mit ihr alle seine Korrelationen durch Büschel 
verbinden, zum büschel-linearen System 4. Stufe, usw., bis zum büfichel- 
linearen System 8. Stufe, welches alle Korrelationen zwischen den 
gegebenen Feldern umfaßt; und ähnlich bei den schar-linearen Systemen. 
Dann lehrt der Fundamentalsatz: 

Alle oo''"' Körrelationen F, welche auf i + 1 unabhängigen 
Korrelationen (7^, Q,... C^(i ^ 7) ruhen, ruhen auch auf sämt- 
lichen Korrelationen des durch diese konstituierten büschel- 
linearen Systems i**' Stufe und bilden selbst ein sehar- 
lineares System (7 — i)**' Stufe, das durch irgend 8 — i unab- 
hängige der F konstituiert ist. Unabhängig sind t + 1 Korre- 
lationen, wenn sie nicht einem linearen Systeme von niedrigerer als 
/**' Stufe angehören. 
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So sind demnach je ein büschel-lineares System t^ Stufe 
von Korrelationen C und ein schar-lineares System J^ Stafe 
von Korrelationen T, wo i + Tc^l ist, durch Apolarität ver- 
bunden; alle Korrelationen jenes Systems stützen alle von 
diesem, und die des zweiten ruhen auf denen des ersten. 

Ist eine der Zahlen t, Ic gleich 7, so ist die andere 0; es handelt sich 
in dem letztem Falle nur um eine endliche Anzahl von Korrelationen^ 
und zwar um eine; denn mindestens zwei würden sofort eine Schar 
oder einen Büschel, d. h. ein System 1. Stufe nach sich ziehen. Also: 

Auf acht Korrelationen und dem durch sie bestimmten 
büschel-linearen Systeme 7. Stufe ruht eine Korrelation. 
Dieselben acht Korrelationen und das durch sie konstituierte 
schar-lineare System 7. Stufe werden von einer Korrelation 
gestützt. 

Wenn ein büschel- oder ein schar-lineares System f^ Stufe in 
einem von höherer Stufe i^ enthalten ist, so ist das diesem apolar 
verbundene schar-, bzw. büschel-lineare System (7 — i^)*" Stufe in dem 
jenem apolar verbundenen Systeme (7 — i)^' Stufe enthalten. 

Haben daher zwei gleichartige lineare Systeme i^' und 
i^ Stufe ein lineares System niedrigerer Stufe h gemein, so 
befinden sich die beiden ihnen apolar verbundenen Systeme 
(7 — i)**'und (7 — fj)**' Stufe in dem diesem apolar verbundenen 
System (7 -*)*•' Stufe. 

Infolgedessen greifen sie mit einem System von der Stufe 

7 - ♦ + 7 - i^ - (7 - A) - 7 - (i + ij) + Ä 

ineinander über, und das zu diesem apolare System von der Stufe 
i + ^j ~ ^ umfaßt die beiden gegebenen. 

Wenn also zwei gleichartige lineare Systeme >*•' und i^ 
Stufe ein liueares System h^^ Stufe derselben Art gemein- 
sam haben, so sind sie in demselben linearen System (i-f-ii—/^)^ 
Stufe dieser Art enthalten. 

Erwähnen wir gleich zwei interessante SpezialfaUe apolarer 
Systeme. Das System der Korrelationen (3000) =-(0300), welche 
zwei gegebene Dreiecke zu polaren Dreiecken haben, ist 
2. Stufe, in sich dual imd daher sowohl büschel- als schar-linear. 
Auf ihm ruht, infolge der umgestalteten YorauüBsetzung für die 
Apolarität, das schar-lineare System 5. Stufe, dessen Korre- 
lationen die entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke zu 
konjugierten haben, und es wird gestützt durch das büschel- 
lineare System 5. Stufe der Korrelationen, in denen die ent- 
sprechenden Ecken der beiden Dreiecke konjugiert sind. 

Es handelt sich hier durchweg um spezielle Systeme, denn all- 
gemeine lineare Systeme von höherer als 3. Stufe haben keine gemein- 
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samen konjagierten Oeraden oder Punkte, und ein allgemeines STstem 
2. Stofe hat keine gemeinsamen polaren Dreiecke, da schon das 
System 1. Stufe nur ein solches Paar besitzt. 

Es seien S, S' zwei konjugierte Punkte der Korrelation C; und 
r sei irgend eine der oo' zentralen Korrelationen, welche sie zu 
Zentren haben. Zu einem Dreiseit a'Vc in Z', dessen Ecke Vc in 
S' liegt, sei ABC polar in C; so geht BC durch S. Weil a nicht 
durch S' geht, ist ihr Pol ^ in T das Zentrum S; dagegen die Pole 
von Vf c', die durch S' gehen, in F sind beliebige Pickte der Strahlen 
Yon S, welche den V, e' in der charakteristischen Projektivitat ent- 
sprechen; wir nehmen diejenigen als J?^, C^, welche auf CA, bzw. AB 
liegen. Dann ist A^B^C^ dem ABC eingeschrieben, und F ruht 
auf C 

Jede der oo^ zentralen Korrelationen, deren Zentren in 
zwei konjugierten Punkten 8, S' yon C liegen, ruht auf C 

umgekehrt, wenn eine zentrale Korrelation F auf C 
ruht, so sind ihre Zentren Sj S' in C konjugiert. 

Denn sei wieder ab'c in Z' so, daß Vc' in S' liegt; polar zu 
ihm in C sei ABC] genau aus denselben Ghünden wie oben nehmen 
wir als Pole B^, Cj, in F, von 6', c die auf CA, AB gelegenen; Pol 
A^ von a ist S. Weil F auf C ruht und zwei Inzidenzen erfUit 
sind, so muß auch diese Ecke 8 = Ai von A^B^C^ auf BC liegen, 
d. i. auf der Polare, in C, von h'c = 5'; also ist S zu 8' konjugiert 
in C. 

Ebenso, wenn 5, s in einer Korrelation F konjugiert sind, 
so stützt jede axiale Korrelation, für welche sie die Axen 
sind, die F; und umgekehrt, wenn eine axiale Korrelation 
mit den Axen s, s' die Korrelation F stützt, so sind 5, 8 in f 
konjugiert. 

Damit ist die Konjugiertheit von Punkten oder Oeraden in einer 
Korrelation Spezialfall davon geworden, daß eine Korrelation auf ihr 
ruht oder sie stützt. 

Und wie wir aus einem büschel- oder schar-linearen Systeme 
solche niedrigerer Stufe durch die Bedingung ausscheiden, daß ge- 
gebene Korrelationen auf Korrelationen des Systems ruhen oder sie 
stützen sollen, so auch durch die Bedingung, daß g^ebene Punkte 
oder Oeraden konjugiert seien. Für die Systeme der 2. und 3. Stufe 
wissen wir das schon. 

In den schar-linearen Systemen, welche auf C ruhen, zählen solche 
zentralen Korrelationen, deren Zentren in konjugierten Punkten von C 
liegen, trotz der Unbestimmtheit, nur einfach; und (/S, 8') repräsen- 
tiert die einzige Korrelation, welche auf dem büschel-linearen Systeme 
7. Stufe ruht, dessen Korrelationen die konjugierten Punkte S, S* 
emeinsam sind. 
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Sie ist nur unbestimmt als Mitglied eines büsoheMinearen Systems, 
nicht als Mitglied eines schar-linearen. 

Betrachten wir jetzt den andern FaU, daB eine zentrale Korre- 
lation C eine Korrelation P stützt. Es seien 8^ 8' die Zentren von C 
und TT die charakteristische Projektiyitat. Wir ziehen c beliebig, a 
hingegen durch 8'\ der Pol C von c' in C ist S, der Pol A von a' 
ein beliebiger Punkt des Strahls a, der dem a' in TT entspricht. Die 
Pole von a'y c' in F seien Ay,C^'^ dann ziehen wir den Strahl 'b^8Ay^ 
und den entsprechenden V in TT. Jetzt haben wir das Dreiseit a'&V; 
der Pol der V in C ist jeder Punkt von 6. Die Polare der Ecke 
a'V » 5' in C ist ganz beUebig; wir nehmen eine durch C^ gehende 
Gerade und dann als Pole Ay B von a'y V m C die Schnitte dieser 
Gerade mit a, h. 

Weil vom Dreiecke A^B^C^^ das zu aVc' in F polar ist, zwei 
Ecken (7;^, A^^ auf den Seiten AB, BC des in C polaren Dreiecks 
CAB^ SAB liegen und Apolarität zwischen C und F besteht, so 
muß B^ auf CA liegen. Da nun a, b die Pole B^, A^ von V, a in 
r enthalten, so sind sie ihnen in dieser Korrelation konjugiert 

Wenn daher eine zentrale Korrelation C eine andere 
Korrelation F stützt und a, a! in der Projektivität TT, die zu 
jener gehört, entsprechend sind, so sind die beiden Strahlen 
Vy h aus den singulären Büscheln, welche zu ihnen in F kon- 
jugiert sind, wiederum in TT entsprechend. 

und umgekehrt, geschieht dies einmal, so ist A^B^C^ dem 
ABC eingeschrieben, C stützt F, und die genannte Eigenschaft 
findet durchweg statt. 

Wenn eine axiale Korrelation F auf einer andern Korre- 
lation C ruht und A^ A! in der charakteristischen Projek- 
tivität TT von F entsprechend sind, so gilt dies auch für die 
Punkte B\ B der Axen, welche jenen in C konjugiert sind. 

Wir betrachten das spezielle büschel-lineare System 4. Stufe (0040) 440 
mit vier gemeinsamen Paaren konjugierter Punkte: 

A^A^A^A^ 
B^B^B^B^ 

dasselbe enthält (Nr. 435) sechs unbestimmte axiale Korrelationen, 
die aber in dem büschel-linearen Systeme je nur als eine Korrelation 
zahlen; Axen derselben sind A^A^, B^B^] . . .] A^A^, ^i-^* 

Das schar-lineare System 3. Stufe, welches auf jenem Systeme 
ruht, ruht auch auf diesen Korrelationen, also sind je die zusammen- 
gehörigen Axen in allen seinen Korrelationen konjugiert; da diese 
Axen aber „gegenüberliegende'' Seiten der Vierecke sind, so sind diese 
für alle Korrelationen des zweiten Systems polar (Nr. 273). 
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Wir erhalten so weitere interessante Beispiele apolar 
verbundener Systeme: 

Das büschel-lineare System 4. Stufe der Korrelationen, 
für weiche die entsprechenden Ecken zweier Vierecke kon- 
jugierty und das schar-lineare System 3. Stufe^ für dessen 
Korrelationen diese Vierecke polar sind, 

und dual: 

das schar-lineare System 4. Stufe, für dessen Korre- 
lationen die entsprechenden Seiten zweier Vierseite kon- 
jugierty und das büschel-lineare System 3. Stufe der Korre- 
lationen, für welche diese Vierseite polar sind. 

Sämtliche genannten Systeme sind spezielL 

Es sei C eine Korrelation, in welcher: 

polare Dreiseite sind. T ruhe auf C und habe 64 und 6^, o, und i, 
zu konjugierten Geraden; die Konjugiertheit tou a, und b^ wird dann 
von selbst erfüllt. Denn durch jene zwei Konjugiertheiten wird aus dem 
schar-linearen Systeme 7. Stufe der auf C ruhenden Korrelationen 
eins von der 5. Stufe ausgeschieden. Andererseits haben wir das 
schar-lineare System 5. Stufe der Korrelationen, die auf allen Korre- 
lationen ruhen, fdr welche die Dreiseite polar sind. Sie haben 
die entsprechenden Seiten derselben zu konjugierten Geraden. Beide 
Systeme erfüllen aber die nämlichen drei linearen Bedingungen, dns 
Ruhen auf C und die Konjugiertheit von a^ und b^, o, und &,. Also 
sind sie identisch; F, zum ersten System gehörig, befindet sich im 
zweiten und a,, 6, sind deshalb konjugiert in ihr. Also: 

Wenn eine Korrelation F auf einer andern C ruht, welche 
die Dreiseite a^aga,, bib^b^ zu polaren hat, und o^ und (^ Oj 
und &3 in F konjugiert sind, so sind es auch o, und b^. 

Und wenn F, für welche Ä^A^Ä^, B^B^B^ polar sind, auf 
C ruht und in dieser A^ und B^^ A^ und B^ konjugiert sind, 
so sind es auch A^ und B^. 

Ebenso, wenn F auf einer C ruht, für welche n^a^iiiO^ij 
b^b^b^h^ polar sind, und a^ und b^, a^ und b^, c^ und b^ zu kon- 
jugierten Geraden hat, so sind es auch a^ und b^. 

Wenn C die F stützt, für welche A^A^A^A^, B^B^B^B^ 
polar sind, und selbst A^ und B^^, A^ und B^, A^ und B^ za 
konjugierten Punkten hat, so sind es auch A^ und B^^). 



1) Hier zeigt sich, daß ,,polare^' Vierseite und Vierecke doch nicht an- 
begründet ist (Nr. 273). 
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Wir haben: Für eine Korrelation Fy die auf allen oo^ Eorre- 441 
lationen C ruht, in denen A^ und B^y Ä^ nnd B^y A^ nnd B^ kon- 
jugiert sind^ sind die Dreiecke Ä^Ä^Ä^y B^B^B^ polar. 

Für eine Korrelation Fy die auf allen oo^ Korrelationen C ruht^ 
in denen Ä^ und B^y A^ und B^, A^ und B^y A^ imd B^ konjugiert 
sind, sind die Vierecke A^A^A^A^y B^B^B^B^ polar. 

Dies f&lirt zur Fortsetzung: 

Für eine Korrelation Fy die auf allen oo' Korrelationen 
C ruht, in denen A^ und J?^, A^ und B^y A^ und B^, A^ und B^y 
A^ und B^ konjugiert sind, nennen wir die beiden Fünfecke 
Ai^A^A^A^A^y B^B^B^B^B^ polar. Da in den C nicht bloß jene 
Punkte, sondern auch die beiden linear abhängigen Punkte A^ und 
J?o konjugiert sind, so geben die sechs Paare von Punkten fünf Paare 
von Fünfecken, die dann alle in bezug auf T polar genannt werden 
müssen, da ja das linear abhängige Paar mit jedem der andern ver- 
tauscht werden kann. Eine direktere Beziehung zweier solcher polaren 
Fünfecke zu F scheint nicht vorhanden. 

Es gilt noch der Satz: 

Wenn C die F stützt, für welche -4^ . . . A^y B^ , , , B^ polar 
sind, und Al^ und B^y . . . A^ und B^ zu konjugierten Punkten 
hat, so sind es auch A^ und B^y 

sowie der duale. 

In dem büschel-linearen Systeme 7. Stufe, auf welchem eine ge- 
gebene Korrelation F ruht, haben wir alle linearen Systeme 3. Stufe 
aufzusuchen; jedes hat sechs linear abhängige Paare von gemeinsamen 
konjugierten Punkten und führt daher zu sechs Paaren polarer Fünf- 
ecke von r. Aus dem System 7. Stufe kann man die vier Konsti- 
tuenten auf oo^*^ Weisen wählen, während andererseits jedes lineare 
System 3. Stufe auf oo** Weisen konstituiert werden kann; folglich 
gibt es in dem System 7. Stufe oo*®"^* Systeme 3. Stufe. Dies be- 
weist, daß r oo** Paare polarer Fünfecke besitzt, von denen immer 
sechs zusammengehören. Da es oo^ Paare von Fünfecken in den 
beiden Ebenen gibt, so ist es für zwei Fünfecke eine vierfache 
Bedingung, in einer gegebenen Korrelation polar zu sein. 
Und zu einem gegebenen Fünfeck-Paare gehört ein büschel-lineares 
System 3. Stufe, für dessen Korrelationen die entsprechenden Ecken 
konjugiert sind. Für jede der oo^ Korrelationen des auf ihm ruhenden 
schar-linearen Systems 4. Stufe sind die beiden Fünfecke polar; und 
es zeigt sich, daß es für eine Korrelation eine (8 — 4)-, also 
vierfache Bedingung, daß zwei gegebene Fünfecke in ihr 
polar sind. 

Ingleichen: Die Yielfachheit der Bedingung für zwei po- 
lare Vierecke (in beiderlei Sinne) ist fünf und bei zwei 
polaren Dreiecken sechs. 
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Wir definieren dual die Polarität von zwei Fünfseiten in einer 
Eor*elation und haben zwei weitere Beispiele apolarer Systeme: 
das büschel-lineare System 3. Stufe der Korrelationen, welche 
die entsprechenden Ecken zweier Fünfecke zu konjagierten 
Punkten haben, und das schar-lineare System 4. Stufe, für 
dessen Korrelationen diese Fünfecke polar sind; und die 
beiden dualen Systeme. Diesmal handelt es sich nicht um spe- 
zielle Systeme. 

442 Für eine Korrelation F seien zwei polare Dreiecke 
BBB ö^®^; ^ Dreiseite aufgefaßt, f*j ? gegeben, wodurch sie 

1*8 1 S 8 

einem in sich dualen System 2. Stufe zugewiesen wird, sowie zwei 
zentrale Korrelationen, auf denen sie ruhen soll: Cq, C^j 
wodurch sie vollständig und eindeutig bestimmt ist. Die erstere 
habe die Zentren A^y B^ und die Projektiyitat TTo; ziehen wir zunachrt 
nur sie heran, so kommt F in eine gewisse Schar; wir wollen zu 
einer gegebenen Gerade a die in dieser gemeinsam konjugierte Gerade 
b konstruieren. Wir ziehen die Strahlen Bq^B^^ B^y B^) und ihre 
entsprechenden in Hq und durch die Punkte, in denen diese die a 
schneiden, die Geraden o^, o,, o, bzw. nach Ä^j A^, ^; die Ecken 
Ton diCLfd^ seien Sl^, Slj, tlg. Dann ziehen wir A^{9i^, ^) und ihre 
entsprechenden in TTo, welche bzw. mit b^, b^ geschnitten werden; die 
Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte ist die gesuchte b. Denn 

fc fc fc fc sind polare Vierseite in C^, weil 

UjUg =- Äj und b^by OjOi =■ Sl, und 6,6, 
a^a und 6,63 =» B^, a^a und 6,6^ » B^, a^a und 6^6, » B^ 

auf entsprechenden Strahlen von Hq liegen, also in Co konjugiert sind 
imd dies (Nr. 272) dann auch für QiO, » 31, und 636 gilt Nun sind 
^i> ^i5 ^i> ^2? ^8» ^8 ^^ r konjugiert, weil Oj, . . . durch die Pole Ä^, . . . 
Ton 6^, . . . gehen, also sind auch a, 6 in F (oder yielmehr jeder Korre- 
lation der Schar) konjugiert. 

Wird nun C^' herangezogen, so sei 6', welche der a in der neuen 
Schar konjugiert ist, konstruiert; dann ist bV der Pol von a in 
der Korrelation F, die den beiden Scharen gemeinsam ist; und 
dieselbe ist in der elementaren Weise durch vier Geraden Oj, o^, Oj, a 
und ihre Pole bestimmt. 

443 Ein Korrelationenbüschel ist durch sieben Paare gemein- 
sam konjugierter Punkte bestimmt; wir treten nun an die Auf- 
gabe heran, zu einem achten Punkte den gemeinsam konja- 
gierten Punkt zu konstruieren. Dazu mögen erst zwei Hilfi^ 
Sätze über acht solche gemeinsame Paare konjugi|Nrter Punkte eines 
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KorrelationeDbüschels hergeleitet werden. Wir zerlegen sie in zwei 
Gruppen von drei und fünf Paaren: 

B^B^B^, B^B^B^B^B^. 

Die erste fOhrt zu einem (speziellen) büschel-linearen System 5. Stufe, 
die andere zu einem (allgemeinen) von der 3. Stufe; da sie den Eorre- 
lationenbüschel gemeinsam haben, so befinden sie sich in einem büschel- 
linearen System 7. Stufe (Nr. 438). Die beiden auf ihnen ruhenden 
schar-linearen Systeme 2. und 4. Stufe haben daher die Korrelation 
und nur sie gemeinsam, welche auf dem Systeme 7. Stufe ruht. Für 
sie sind A^A^A^^ B^B^B^ polare Dreiecke und A^. . , A^^ B^. . , B^ 
polare Fünfecke. Also: 

Acht Paare gemeinsam konjugierter Punkte eines Eorre- 
lationenbüschels haben die Eigenschaft, daß, wenn sie in 
zwei Gruppen von drei und fünf Paaren zerlegt werden, eine 
Korrelation existiert, in welcher sowohl die zugehörigen 
Dreiecke, als die zugehörigen Fünfecke polar sind. Und 
analoges gilt bei der Zerlegung in zwei Gruppen von je 
vier Paaren. 

In ähnlicher Weise ergeben sich folgende Sätze: 

Für sieben Paare gemeinsam konjugierter Punkte eines 
Korrelationennetzes, das ja durch sechs Paare bestimmt ist, gibt 
es bei jeder Zerlegung in vier und drei Paare eine Korre- 
lation, in welcher die beiden Vierecke und die beiden Drei- 
ecke polar sind. 

Und endlich für die sechs gemeinsamen und linear- 
abhängigen Paare konjugierter Punkte eines Korrelationen- 
gebüsches, das durch fünf von ihnen bestimmt ist, gibt es, wenn 
sie in drei und drei Paare zerlegt werden, eine Korrelation, 
in der die einen und die andern Dreiecke polar sind. 

Die Umkehrung kennen wir (Nr. 272). 

Dazu treten die dualen Sätze. 

Wir kommen auf die beiden apolaren Systeme zurück, von 444 
denen, wenn 

AiA^A^A^A^ 

BiB^B^B^B^ 

Torliegen, das eine, büschel-linear 3. Stufe, die Korrelationen entluLlt, 
für welche A^ und B^, . . . A^ und B^ konjugiert sind, das andere, 
schar -linear 4. Stufe, diejenigen, für welche die beiden Fünfecke 
polar sind. Jede zentrale Korrelation des ersteren hat ihre Zentren, 
Aj B so, daB: 
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Wir wiflsen (Nr. 228), daß hierdurch eine eindeutige Zuordnung der 
beiden Punktfelder festgelegt wird, und daß in allen den projektiTa 
Büscheln entsprechende Strahlen nach den Punkten des linear ab- 
hängigen Paars A^Bq gehen. Jedem der zwölf Hauptpunkte korrespon- 
diert ein ganzer Kegelschnitt, je durch die f&nf nicht homologen Punkte 
der andern Ebene, z. B. dem Ä^ der Kegelschnitt (B^B^JB^B^B^). 

Ordnen wir dem Hauptpunkte einen dieser f&nf Punkte zu, so 
erhalten wir Zentren von 30 oder, wenn wir von A^, B^ absehen, 30 
zentralen Korrelationen des dreistufigen Systems, die besonders brauch- 
bar sind*, ihre charakteristische Projektiyitat ist ja leicht anzugeben, 
z. B. fOr die mit den Zentren A^, B^ ist sie: 

A (A> Af A) A -Bj (B„ B^, B^). 

Auf diesen Korrelationen ruhen diejenigen des andern Systems. 

Nunmehr seien sieben Paare gemeinsam konjugierter Punkte 
eines Korrelationenbüschels gegeben: ' 

.•u^ ^^ • • • -^9^ 
B^B^ . . . JSj^ 

wir wollen zu A^ den zugehörigen B^ haben. Wir fanden eben, es 
gibt eine Korrelation F, fiir welche A^A^A^, B^B^B^ polare Drei- 
ecke und A^, . , Aq, B^. . . Bg polare Fünfecke sind. Sie ruht auf 
dem büschel- linearen System 3. Stufe, für dessen Korrelationen J^ 
und B^, . . . Ag und B^ konjugiert sind, und auf den ihm zugehörigen 
zentralen Korrelationen; unter den 20 haben wir solche, die yon dem 
gesuchten B^ imabhängig sind, z. B. die beiden: 

^ K, A, ^) A B, (B„ B,, B,), A, {A,, ^, A,) A B, (J?„ B„ B,). 

Die Korrektion T können wir daher bestimmt ansehen durch die beiden 
polaren Dreiecke A^A^A^, B^B^B^ und das Ruhen auf diesen zen- 
tralen Korrelationen. Wir haben gelernt, sie in einfacherer Weise za 
bestimmen (Nr. 442), und nehmen an, daß das geschehen sei. 

Jetzt yervollständigen wir die Projektiyitaten von andern unser»* 
zentralen Korrelationen vermittelst des Umstandes, daß sie die f 
stützen. 

Nehmen wir z. B. 

A, (^,, A,,A,)7\ B, (B,, B,, J83); 

B^ ist noch nicht bekannt, also brauchen wir ein anderes drittes 
Paar. Suchen wir zu A^A^ und J84J85 die in F konjugierten Strahlen 
by ä, die zu den Büscheln B^, A^ gehören, so haben wir (Nr. 439) 
wiederum in der Projektivität entsprechende Strahlen und damit das 
notwendige dritte Paar ä, h. Nun kann zu ^^ der entsprechende 
h konstruiert werden, der nach B^ geht, und wiederholt man dies an 
einer andern zentralenProjektivi tat, etwa: A^ {A^^A^^A^ J\ B^{B^yB^jB^ 
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so erhalt man eine zu h analoge Gerade b\ und der Schnitt bV ist 
der gesuchte B^. 

Damit ist unsere Aufgabe von Nr. 443 gelöst und zwar 
Tollständig linear. 

Nachdem später erkannt sein wird^ daß jede quadratische Ver- 
wandtschaft zwischen zwei Punktfeldem die Beziehung der gemeinsam 
konjugierten Punkte eines Eorrelationenbüschels ist, haben wir dann 
mit unserer Lösung auch diejenige der Fundamental-Aufgabe 
der quadratischen Verwandtschaft. 

Zugleich ist nun auch die Aufgabe erledigt, deren Lösung 
wir in Nr. 421 in Schröterscher Behandlung gegeben haben: 

Von einer Korrelation sind acht Paare konjugierter 
Punkte gegeben; es soll zu einem neunten A^ die zugehörige 
Polare b^ konstruiert werden. Wir bilden aus jenen acht Punkte- 
paaren zwei Chruppen von sieben Paaren, denen dann zwei Eorre- 
lationenbüschel zugehören; seien auf Ghrund der vorangehenden Auf- 
gabe zu A^ die beiden zugehörigen Punkte B^ und B\ konstruiert, 
80 ist B^B\ die gesuchte Polare 69^). 

Und umgekehrt, hat man die Lösung dieser Aufgabe, dann hat 
man auch die der firüheren. Zu den sieben Punktepaaren fügen wir 
zwei Punktepaare hinzu A^^ B^'] A^\ B^' und haben zweimal die 
jetzige Aufgabe: 

•^\ ... -^9^ ^g '"^ . . • -^Juv •^9-0 

B^ . . . Bj B^ B^ . . . Bj Bg . 

Die Polaren zu Ä^ seien bg\ b^'] so ist b^b^" der gesuchte J?g. 

Konstruiert man bei sieben gegebenen Paaren den Kegelschnitt, 
welcher durch die den Punkten einer Gerade a konjugierten Punkte 
gebildet wird, bzw. fünf Punkte desselben, schneidet ihn mit einer 
Gerade b in J?g, B^ und sucht dann wieder auf a zu B^^ B^ die 
konjugierten Punkte ^, A^^ so hat man in 



B^ . • • B^ Bg 



ii1| ... JOJt jOLa 

B^ . . . B-i Bg 
die beiden Korrelationen 

(0071) j^•••t^• 

Auf der obigen Aufgabe: Zu sieben Paaren konjugierter Punkte 445 
eines Korrelationenbüschels ein achtes Paar zu konstruieren, beruht 

1) Die obige Lösong, Ton mir etwas modifiziert, rührt Ton London (a. a. 0.) 
her. Gegenfiber der Schrot er sehen L(^8nng, bei welcher von einfacheren Fällen 
allmählich zn schwierigeren emporgestiegen wird und bei der einfiichere Mit^ 
herangezogen werden, operiert diese Lösnng mit dem schwierigeren Begn 
apolarer Korrelationen nod bringt dadurch eine einfachAre ILomXanQ^KNk^cm. tqjXm 
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die Eonstraktion der Fläche 2. Grades ans nenn Pnnkten 
Oy 0\ Ci..,C^, welche in allgemeiner Lage sich befinden. Der Büschel 
der Korrelationen zwischen den Bündeln 0, 0\ welche die Fliehe er- 
zengen, hat OC^y ^^i; - ' - OC^, O'C^ zn konjugierten Strahlen, und 
weil diese sich schneiden, so tun es alle konjugierten Strahlen, die 
dem Büschel gemeinsam sind (Nr. 436), und diese Schnittpunkte er- 
zeugen die Fläche; wir sind auf Omnd der obigen Aufgabe imstande, 
weitere konjugierte Strahlen oder ihre Spuren in einer festen Ebene 
zu konstruieren, und haben hier den Vorteil, daß, weil durchweg zwä 
konjugierte Strahlen mit OCX in einer Ebene liegen oder ihre Spuren 
mit derjenigen von 00' in einer Oerade, immer bloß einer von den 
Strahlen b, V notwendig ist. 
Wenn 

B^ , . . B>j 

sieben Paare gemeinsam konjugierter Punkte ftir ein Eorrelationennetz 
sind, gibt es eine Korrelation F, in der 

A^Ä^A^ A^A^A^Af 

zugleich polare Dreiecke und polare Vierseite sind (Nr. 443). Dies 
führt zur Konstruktion von J?,, wenn die andern Punkte bekannt 
sind. Die Korrelation F können wir ims (Nr. 273) bestimmt denken 
durch: 

A^A^, A^A^y AiA^, A^A^j A^A^ 

Bi9 -Bf, B^y B^B^yB^B^ 

sodaß die Signatur (0302) vorliegt^ welche, wie die duale (3020) auf 
(4000), ebeDso leicht auf (0400) zurückgeführt werden kann (Nr. 421). 
Es sind in ihr auch konjugiert A^A^ und B^B^j A^A^ und J^JB^; 
konstruieren wir also für sie die Pole von A^A^, -^4-^> so geböi 
diese, bzw. mit B^, B^ verbunden, zwei sich im gesuchten Punkte 
Bj schneidende Geraden. 

Sind also acht Punkte gegeben: 0, 0\ C^, . . . Q, so sind 
in allen Korrelationen des Netzes, welches den Flächenbüschel 2. Ord- 
nung durch diese acht Punkte erzeugt, die Strahlen OC^ und O^C^,»- 
konjugiert Wir können nach dem Vorangehenden weitere gemein- 
same konjugierte Strahlen konstruieren, es liegen immer zwei zu- 
sammengehörige in einer Ebene durch 00\ was wiederum ein Kon- 
struktionsvorteil ist, und wir erhalten durch die Schnitte die 
Grundkurve des Flächenbüschels. Die Strahlen bilden die beiden 
Kegel a^, b^ des Korrelationennetzes. 

Der Fall von sieben gegebenen Punkten, zu denen der achte 
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assoziierte gesucht werden soll, ist^ als der einfachste^ schon früher 
erledigt (Nr. 235). 

Es seien drei Korrelationen zwischen denselben Feldern Z, Z' 446 
gegeben: <^^ C|, T; es soll entschieden werden, wie viele Korrelationen 
der Büschel 93 » Q (7| enthält, auf welchen T ruht; was nur eine 
einfache Bedingung ist. Enthält der Büschel zwei Korrelationen, fQr 
welche das gilt, dann gilt es für alle. Wir haben daher nur eine 
zn erwarten. 

Nehmen wir in Z' zwei Punkte X\ y, die Polaren in C^, C,, 
r seien x^y y^] x^t Vf] x, y] diejenigen x, y ia den verschiedenen 
Korrelationen von S3 durchlaufen projektive Büschel um Xj^x^, ViV^- 
Wenn nun ein Punkt Z' von Z' in F die Polare z und in einer Kor- 
relation von 93 die Polare ß hat und diese Korrelation die gewünschte 
Eigenschaft besitzt, so kommt es darauf an, Z' so zu finden, daß 
xyz dem xyz eingeschrieben ist. Sehen wir noch von der Inzi- 
denz von g mit dem Punkte £y ab, so werden wir für jede Korre- 
lation von 93 einen zugehörigen Punkt Z' finden, für den wenigstens 
die beiden Inzidenzen von x mit yz und von y mit zx erfüllt 
werden; es ist z die Verbindungslinie der Punkte xy und yx und 
Z' ihr Pol in F. Jene Punkte beschreiben auf y und x projek- 
tive Punktreihen; also umhüllt z einen Kegelschnitt, welcher x und 
y berührt, und Z' beschreibt in Z' einen Kegelschnitt ft', der durch 
X' und Y' geht. Diese krumme Punktreihe der Z' ist projektiv 
zum Büschel 93 und daher auch zum Büschel der Polaren eines 
festen Punktes in bezug auf die Korrelationen von 93; wir nehmen 
dazu den Punkt xy. Der Polarenbüschel schneidet in ft' eine Invo- 
lution, welche zu der Reihe der Punkte Z' projektiv ist; die Korres- 
pondenz [1, 2] auf $', die wir so erhalten, hat drei Koinzidenzelemente. 
Zu diesen gehören die Punkte X\ Y\ Denn wir haben im Büschel 93 
eine Korrelation, für welche die Polare x von X' durch den Punkt 
£y geht und folglich die Polare von £y durch X'; wenn aber xy 
in xy fallt, so kommt z, die Verbindungslinie von xy mit yx, auf £ 
zn liegen und Pol in F ist X\ Die dritte Koinzidenz Z' entspreche 
der Korrelation C von 95; weil die Polare von sdy in ihr durch Z' 
geht, so geht diejenige z von Z' durch xy] und es wird auch die 
dritte Inzidenz erfüllt. 

In jedem Büschel von Korrelationen zwischen zwei 
Feldern gibt es eine Korrelation, welche eine gegebene Kor- 
relation r zwischen den nämlichen Feldern stützt. Sie ist 
dem Büschel mit dem büschel-linearen System 7. Stufe der Korre- 
lationen gemeinsam, welche F stützen. 

Daraus folgt, daB jedes büschel-lineare System «^' Stufe 
ein lineares System (i — 1)^ Stufe von Korrelationen enthält, 
welche eine gegebene Korrelation stützen; mit jedem ihm 
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nicht angehörigen Büschel jenes Systems hat dieses eine Korrelation 
gemein. 

Das System i^ Stufe enthält, allgemeiner, ein büschel- 
lineares System (i — Ä — 1)*~ Stufe von Korrelationen, welche 
k+l gegebene Korrelationen (k^i—l) und daher alle Kor- 
relationen des schar-linearen Systems Jc^ Stufe stützen, 
welches jene konstituieren. Dies System (i— -Ä — 1)*" Stufe ist 
dem gegebenen i^' Stufe gemeinsam mit dem büschel- linearen Systeme 
(7 ~ *)*•' Stufe, welches das System k^ Stufe stützt. 

Ebenso gibt es in jeder Schar von Korrelationen eine, 
welche auf einer gegebenen Korrelation (zwischen denselben 
Feldern) ruht. Usw. 
447 Wenn 8, S" in einer Korrelation C konjugiert sind, so ruht jede 

der oo' zentralen Korrelationen, welche diese Punkte zu Zentren haben, 
auf ihr, und umgekehrt; ist etwa C eine axiale Korrelation mit Sy 8 
als Axen, so muß von den Punkten S, S', weil sie konjugiert sind, 
entweder S auf 8 oder iST auf $' liegen (Nr. 400); und ist das der Fall, 
so ruht die zentrale Korrelation auf der axialen. 

Sind S, S' konjugiert in allen Korrelationen eines büschel- linearen 
Systems i^^ Stufe, so befindet sich die unbestimmte zentrale Korre- 
lation (Ä, S') in dem schar-linearen Systeme (7 — i)**^ Stufe, welches 
auf jenem ruht. Die drei büschel-linearen Systeme 1., 2^ 3. Stufe 
haben immer gemeinsam konjugierte Punkte und zwar oo*, oo\ eine 
endliche Anzahl 6, die höheren nur in speziellen Fällen. Folglich 
enthalten die schar-linearen Systeme 6., 5., 4. Stufe immer 
oo', <x>\ sechs unbestimmte zentrale Korrelationen, und im 
letzteren Falle bilden die Zentren sechs linear abhangige 
Paare. Aber wie in Nr. 439 gesagt, im schar-linearen Systeme zählt 
jede dieser Korrelationen nicht oo'-fach, sondern nur einfach. Ebenso 
haben die büschel-linearen Systeme 6., 5., 4. Stufe immer oo', 
oo^, sechs unbestimmte axiale Korrelationen, und weil die 
einzelne Korrelation oo' Paare konjugierter Punkte oder Geraden hat, 
so besitzt das schar-, bzw. büschel-lineare System 7. Stufe 
oo' unbestimmte zentrale, bzw. axiale Korrelationen. Was 
in Nr. 435 fdr die speziellen büschel- oder schar-linearen Systeme 
4. Stufe mit vier gemeinsamen Paaren konjugierter Punkte oder 
Strahlen erkannt wurde, gilt auch für die allgemeinen derartigen 
Systeme, nur ergeben sich dort die Axen oder Zentren sehr ein&ch 
aus den gemeinsam konjugierten Elementen. 

Eine zentrale oder axiale Korrelation erhält in jeder 
Schar oder jedem Büschel eines Systems, zu welchem sie ge- 
hört, eine bestimmte Projektivität. Eine axiale Korrelation C« 
z. B., welche zu einem bestimmten Büschel gehört, sei betrachtet, und 
C Bei eine allgemeine Korrelation des Büschels. Wenn 8, 8' die Axen 
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Ton Co sind, so sind ihre Pole @', @ in C auch Pole in Co und 
daher in allen Korrelationen des Büschels. Die durch @' gehende 
Polare eines Punktes 3( auf s in der Korrelation C treffe s' in %\ 
so ist dieser der Pol von @Sl; 91 und %' bewegen sich projektiv auf 
^j s\ Das ist die der Cq zukommende Projektiyitat. Denn die Polare 
eines beliebigen Punktes von @^ in C geht durch W, diejenige in Cq 
ist s'j also ist W jenem Punkte in C und Cq konjugiert, daher in allen 
Korrelationen des Büschels; oder %' hat iu allen die @Sl und 3( in 
allen die ®'Sl' zur Polare, also auch in Cq] womit die obige Projek- 
tiyitat als diejenige erkannt ist, die der Cq, insofern sie zu dem 
Bfis^el gehört, zukommt Die beiden ebenfalls projektiven Büschel 
um @, @' (bzw. perspektiy zu den Punktreihen s, s') bilden die ein- 
zige zentrale Korrelation im Büschel; die beiden andern haben sich 
in der axialen vereinigt. Eine axiale Korrelation ist im all- 
gemeinen in einem Büschel nicht vorhanden; ist es aber 
der Fall, so nimmt sie zwei der zentralen in sich auf 
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Wir wollen dem Spezialfälle des Polarfeldes noch einige Betrach- 448 
tungen widmen. Wenn C und F, welche apolar sind, beide Polar- 
felder sind, so fallt, wegen des involutorischen Charakters beider Ver- 
wandtschaften, der Unterschied der Felder weg; es existiert dann nur 
ein vierfach anendliches System von Dreiecken; jedem aus demselben 
sind in C und F zwei dem System ebenfalls angehörige Dreiecke 
polar, von denen das zweite dem ersten eingeschrieben ist. Dieses 
vierfach unendliche System hat mit dem dreifach unendlichen Systeme 
der Polardreiecke von F (weil es oo' Dreiecke in der Ebene gibt) 
ein einfach unendliches System gemeinsam. Gehört xye' diesem 
System an, so ist das polare Dreieck X^Y^Z^ in F mit ihm identisch; 
dem in C polaren Dreiecke XYZ ist X^Y^Z^^xy'z' eingeschrieben. 
Der Punkt X^ = yz hat zur Polare in C die YZ^ auf welcher er 
liegt; also ist er ein Punkt der Basiskurve {€) von C, ebenso Y^j Z^. 
Unser Dreieck ist daher dieser Basiskurve (C) eingeschrieben und Polar- 
dreieck der andern (F), und solcher Dreicke gibt es oo^ Und ebenso 
sind die oo^ Polardreicke von C, welche sich in der vierfach unend- 
lichen Mannigfaltigkeit befinden, der (F) umgeschrieben. 

Wenn also von zwei Polarfeldern C und F derselben 
Ebene das erste das zweite stützt, d. h. wenn es ein Dreieck 
gibt, von welchem das nach F polare dem noch C polaren 
eingeschrieben ist, so gibt es oo^ solche Dreiecke und unter 
ihnen oo^ Polardreiecke von F, welche dann der Basiskurve 
(C) ein-, und oo^ Polardreiecke von C, welche der Basiskurve 
(F) umgeschrieben sind. Und jedes der oo^ Dreiecke und 

Starm, Oeometr. VerwandtaohafteiL IL ^^ 
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sein polares in C haben die entsprechenden Seiten in T kon- 
jugierty während das Dreieck and sein entsprechendes in f 
die Ecken in C konjngiert haben. 

Wenn nmgekehrt ein Polardreieck x'y'if von T vorhandexi 
ist, das der Basiskarve (C) eingeschrieben ist; so seien die 
beiden in C nnd V polaren XTZ, X^ Y^Z^] yon ihnen ist das letztere 
mit x'y'/ identisch nnd zwar so, daß X^^y'g', , . ,] die Seiten des 
ersteren sind Tangenten von (C) in den Ecken Ton x'^js' und zwar 
berührt YZ in y/, . . .; folglich ist JC^ F^Z, = x'y/ dem XYZ ein- 
geschrieben. C stützt F; es gibt oo^ Dreiecke, für welche das 
in r polare dem in C polaren eingeschrieben ist, und, außer 
dem Dreiecke der Yoraassetznng, oo^ andere Polardreiecke von F, 
welche (C) eingeschrieben sind, and oo^ Polardreiecke TonC, 
welche (F) amgeschrieben sind, asw. 

und ebenso kann man davon aasgehen, daß ein Polar- 
dreieck Yon C vorhanden ist mit der eben genannten Eigen- 
schaft, oder endlich aach davon, daß einmal polare Dreiecke 
in C vorhanden sind, deren entsprechende Seiten in F, oder 
polare in F, deren entsprechende Ecken in C konjugiert sind 

An diesem speziellen Falle zweier Polarfelder oder Kegelschnitte 
derselben Ebene ist die Apolaritat zuerst untersucht worden^). 

Es ist für die Eigenschaft, daß oo^ Polardreiecke von F oder (F) 
dem (C) ein-, bzw. oo* Polardreicke von C oder (C) dem (F) um- 
geschrieben sind, auch der Ausdruck gebraucht worden (Smith), daß 
(F) dem (C) harmonisch eingeschrieben und (C) dem (F) har- 
monisch umgeschrieben ist. Wird (F) ein Punktepaar, so 
bedeutet jene Eigenschaft, daß seine Punkte in C oder in 
bezug auf ((7) konjugiert sind; ist (C) ein Geradenpaar, so 
bedeutet diese Eigenschaft, daß seine Geraden in F oder in 
bezug auf (F) konjugiert sind. 

Zwei Geradenpaare, auf denen F ruht, bestimmen ein Polviereck 
von F; also ruht F auch auf jedem demselben umgeschriebenen Eegd- 
schnitte (C), weil er dem Büschel der beiden Geradenpaare angehört 
Wenn also (C) einem Polviereck von F umgeschrieben ist, so mit 
F auf C, Wenn (F) einem Polvierseit von C umgeschrieben ist, 
wird F von C gestützt. 

Zwei Polarfelder derselben Ebene konstituieren einen 
Büschel und eine Schar, welche aus lauter Polarfeldern be- 
stehen; denn die konjugierten Punkte oder Geraden eines Polarfeldes 



1) Smith, Proceed. London Math. Soc, Bd. 2, S. 86, CoUected Math. Fapezs, 
Bd. 1, S. 524; Bosanes, Math. Annalen, Bd. 6, S. 266; Beye, Geometrie der 
L&gCj Abt. I, Anhang. 
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sind durchweg doppelt koiyugiert; also sind die gemeinsamen kon- 
jugierten Pnnkte oder Geraden der beiden Polarfelder, weil doppelt 
konjugiert für sie, auch doppelt konjugiert f&r alle übrigen Korre- 
lationen des Büschels, der Schar, und drei beliebige Paare unter ihnen 
(mit Verbindungslinien, die nicht in einem Punkt zusammenlaufen, 
oder Schnittpunkten, die nicht in einer Gerade liegen) lehren, daß der 
ganze Büschel, die ganze Schar aus Polarfeldem besteht. Daraus 
folgt wieder, daß ein büschel- oder schar-lineares System be- 
liebiger Stufe, dessen Konstituenten Polarfelder sind, nur 
aus solchen besteht. Da es nun in einer Ebene oo^ Polarfelder 
gibt, so sind je ein büschel-lineares System i^' Stufe von 
Polarfeldern (Kegelschnitten) und ein schar-lineares System 
k^ Stufe, wo i + k'^4 ist, durch Apolarität verbunden. 
Ersteres ist in dem büschel -linearen System (7 — A;)^' Stufe enthalten, 
welches das schar-lineare System k^^ Stufe stützt, und letzteres in 
dem schar-linearen System (7 — i)^' Stufe, welches auf dem System 
$^' Stufe ruht. 

Es sei Ä ein Punkt der Basiskurve (C), also sich selbst konju- 
giert in C> so ruhen die unbestimmten zentralen Korrelationen P mit 
in A vereinigten Zentren auf C. Diejenigen, deren charakteristische 
Projektivitat Involution ist, sind Polarfelder mit Geradenpaaren (den 
Doppelstrahlen) als Basen. Die Unbestimmtheit der Involution macht 
die Basis (F) nur als Punktgebilde oo^- deutig; als Geradengebilde ist 
sie eindeutig: der doppelte Strahlenbüschel um Ä. Sein Polarfeld 
ruht auf den Polarfeldem aller durch A gehenden Kegelschnitte, und 
jedem der schar- linearen Systeme 4. Stufe von Polarfeldem, die auf 
einem dieser Polarfelder ruhen, gehört es einfach an. Dieser Spezial- 
fall veranschaulicht uns, daß eine zentrale Korrelation, deren Pro- 
jektivitat noch nicht bestimmt ist, nicht in jeder Beziehung unbe- 
stimmt ist, nur als Mitglied eines büschel-linearen Systems, nicht aber 
als Mitglied eines schar-linearen Systems (Nr. 439). 

Fünf Paare konjugierter Punkte bestimmen ein Polarfeld (Kegel- 449 
schnitt); (050) - 1 (Nr. 422). 

Vier Paare konjugierter Punkte bestimmen einen Büschel 
von Polarfeldern (Kegelschnitten). Dieser Büschel subsumiert sich 
unter den allgemeinen Fall eines Büschels von Korrelationen, als: 

A^ A^ A^ A^jj^ JD^ xjj 

B^B^B^B^A^A^A^ 

(Nr. 422). 

Die weiteren oo^ gemeinsamen Paare konjugierter Punkte 
führen zu einer quadratischen Verwandtschaft, welche, wegen 
des involutorischen Charakters des Polarfeldes, ebenfalls involu- 
torisch ist. Ein gemeinsamer Punkt von zwei Basiskurven ist sich 



(030) 



(0060) 
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selbst konjagiert in den zugehörigen Polarfeldem, also in allen des 
Büschels and daher auf allen Basiskurven gelegen. 

Der Büschel von Polarfeldem enthält so viele zentrale, der 
Büschel Yon Kegelschnitten so viele Geradenpaare, als es Punkte gibt^ 
ans denen die vier gegebenen Ponktepaare durch Strahlenpaare in 
Inrolution projiziert werden, also drei nach Nr. 230; was wir aber 
auch schon anderweitig erkannt haben. 

Der Fall des durch drei Paare konjugierter Punkte: 

bestimmten Netzes von Polarfeldern oder Kegelschnitten sub- 
sumiert sich unter den allgemeinen Fall: 

Ä,A^Ä,B,B,B, ^ 
B,B,^B^A^A,A^ 1 

Hier haben wir zwei Kurven a*, 6*, welche in zwei Weisen in 
eindeutiger Beziehung ihrer Punkte stehen: die einen entsprechenden 
Punkte sind die Zentren der zentralen Korrelationen, die andern die 
gemeinsamen konjugierten Punkte. In unserm Falle haben sich zu- 
sammengehörige Zentren durchweg vereinigt; es liegt also nur eine 
Kurve c* vor, der Ort der Doppelpunkte der Geradenpaare 
des Kegelschnitt-Netzes, seine Jacobische Kurve, die Kurve 
(Nr. 225), aus deren Punkten die drei Punktepaare A^By 
A^B^, Ä^Bq, sowie auch die Paare der weiteren gemeinsamen 
konjugierten Punkte — alle auf c? gelegen, — durch Strahlen- 
paare einer Involution projiziert werden. Die zweite ein- 
deutige Beziehung auf c^, die der gemeinsam konjugierten 
Punkte Sl, 93 aller Polarfelder des Netzes, ist hier auch in- 
volutorisch. Weil eben die konjugierten Punkte % 83 aus jedem 
Punkte der c^ durch gepaarte Strahlen einer Involution projiziert 
werden, so müssen zwei solche Strahlen die c* immer noch in einem 
zweiten Paare konjugierter Punkte treffen. Daher treffen, wenn 
9, 93 konjugiert sind und ebenso W, 93', sowohl 9%' und 939', 
als «93', 9331' sich auf der Kurve Diese Punkte «o -(««', 938') 
und 93o-(a93', 93«') sind, nach dem Satze von Hesse (Nr. 314), 
ebenfalls in allen Polarfeldern des Netzes konjugiert, also auf ^ 
gelegen. 

Die beiden Involutionen um S(q, 93o haben die Eigenschaft, 
daß zu jedem Strahlenpaare 9lo(5S[S', 9595') der einen ein Strahlen- 
paar 95o (St 93', 95 5K') der andern gehört, das dieselben Punktepaare projiziert; 
also sind sie projektiv und zwar in halbperspektiver Lage, 
da ^0, 95o auch entsprechend, also ^93o zu zwei entsprechenden 
Paaren gehört. Die Kurve ist ihr Erzeugnis (Nr. 176). 
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Yereinigen wir W, 93' mit Sl^ 93, bo zeigt sich, daß die Tangenten 
der c^ in zwei konjugierten Punkten denselben dritten Schnitt 
(Tangentialpunkt) haben. 

Liegen wiederum vier Punktepaare vor, so haben die Kurven 

3. Ordnung, welche zu -^^^ ^iid r*^*^* gehören, gemeinsam die 

sechs Punkte A^^ A^j B^, B^j (-^1-^2; ^i^i) ^^^ i^x^i) -^1-^)1 ^® 
drei übrigen Schnittpunkte sind die Zentren der zentnJen Polufelder 
im Büschel, oder die Punkte, aus denen die vier Paare durch eine 
Involution projiziert werden. 

Zwei Paare konjugierter Punkte ^^ ^ bestimmen ein 

Gebüsche von Polarfeldern, in denen allen, nach Hesses Satz, 
auch (-4i-4,, B^B^) und (Ä^B^, ^i^%) konjugiert sind. 

Zwei, drei, vier Polarfelder derselben Ebene haben 00^, 
oo\ eine endliche Anzahl (3) von Paaren konjugierter Punkte 
gemein, die dann auch den durch sie konstituierten büschel- 
linearen Systemen 1., 2., 3. Stufe gemeinsam sind. Dagegen 
haben fünf Polarfelder und das durch sie konstituierte 
büschel-lineare System 4. Stufe von Polarfeldern im all- 
gemeinen keine gemeinsamen konjugierten Punkte. 

Ähnlich ergeben sich die dualen Sätze über schar-lineare Systeme 
von Polarfeldem mxd ihre gemeinsamen Paare von konjugierten Geraden. 

Auf einem büschel-linearen System 3. Stufe von Polar- 450 
feldern ruht ein schar-lineares System 1. Stufe, eine Kegel- 
schnitt-Schar. Die drei Paare konjugierter Punkte, welche 
jenen gemeinsam sind, sind (Nr. 449) die drei Punktepaare 
dieser Schar oder die Doppelpunkte der Involutionen der 
axialen Polarfelder (Nr. 404)des Systems 1. Stufe, und die drei 
gemeinsamen Paare konjugierter Geraden eines schar-linearen Systems 
3. Stufe sind die Geradenpaare des Kegelschnitt-Büschels, auf welchem 
es ruht. 

Ferner ruht auf einem büschel-linearen System 2. Stufe 
@ oder Netze von Polarfeldern oder Kegelschnitten ein 
schar-lineares System ebenfalls 2. Stufe @'. Die Punkte- 
paare dieses Systems & bilden die Paare der gemeinsamen 
konjugierten Punkte von @ und erzeugen eine Kurve 3. Ord- 
nung c', die Jacobische Kurve dieses Systems @; sie möge, 
als Ort der Punktepaare des zweiten, die Cayleysche Kurve 
von @' heißen. Als Jacobische Kurve des ® ist sie auch der Ort 
der Zentren der zentralen Polarfelder des Systems @ oder der Doppel- 
punkte seiner Geradenpaare. 

Diese Geradenpaare von @ bilden andererseits die ge- 
meinsamen Paare konjugierter Geraden von @' und um- 
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hüllen eine Kurve 3. Klasse, c^y welche die Jacobische Kurve 
Ton @' und die Gayleysche Kurve von @ heißt. Als Jacobi- 
sche Kurve von @' ist sie auch der Ort der Axen der aidalen Polar- 
felder dieses Systems oder der Doppellinien der Punktepaare desselben. 

Jede Tangente von c^ tragt also die beiden Punkte eines Punkte- 
paars von @', konjugiert in bezug auf @, also auf c' gelegen; der 
dritte Schnitt ist der Doppelpunkt des Geradenpaars von €, zu 
welchem sie gehört. In jedem Punkte von c* schneiden sich die 
beiden (Geraden eines Paars aus ©, konjugiert in bezug auf &, also 
c^ tangierend; und die dritte Tangente ist die Doppellinie des Punkte- 
paars von S\ zu welchem jener Punkt gehört. 

Leicht zu bestätigen sind diese Ergebnisse fOr das in sich 
duale System 2. Stufe der Polarfelder mit gemeinsamem 
Polardreiecke A. Als büschel-lineares System @ stützt es das 
Bchar-lineare System @' der Polarfelder, deren Basiskurven dem A 
eingeschrieben sind; als schar -lineares ©^^ ruht es auf dem büschel- 
linearen System ©^ der Polarfelder, deren Basiskurven dem A nm- 
geschrieben sind (Nr. 448). 

Für @ besteht die Jacobische Kurve 3. Ordnung c* aus den 
drei Seiten von A; jedoch derartig, daß im allgemeinen nur die Ecken 
Doppelpunkte von Geradenpaaren des Netzes sind und die Seiten sich 
nur dadurch ergeben, daß sie — mit lauter Doppelpunkten erfüllte — 
Geradenpaare mit vereinigten Geraden darstellen. Jede Ecke von A 
trägt eine Involution von Geradenpaaren des Netzes; die drei Büschel 
um die Ecken stellen also die Gayleysche Kurve 3. Klasse von @ 
dar. Dieselben Kurven ergeben sich bei @j, aber in anderer Weise; 
dessen Geradenpaare zerfallen in eine Seite von A und eine (Gerade 
durch die Gegenecke. Für ©^ und @' aber ist es umgekehrt: die 
drei Büschel um die Ecken bilden die Jacobische Kurve 3. Klasse 
und die Seiten die Gayleysche Kurve 3. Ordnung. 

Femer bei @ ist einem Punkte einer Seite von A die G^^^- 
ecke konjugiert; so entstehen die Jacobische Kurve und die Gayley- 
sche als Ort solcher Punkte, welche konjugierte Punkte haben, und 
der Verbindungslinien dieser Punkte. 

Bei @i hingegen ist einem Punkte einer Seite von A ein anderer 
Punkt derselben konjugiert; die drei Seiten bilden die Jacob ische 
Kurve. Dabei bleibt je die Verbindungslinie fest, und die Büschel um 
die Ecken von A ergeben sich als Gayleysche Kurve, indem jede 
Ecke sich selbst konjugiert und die Verbindungslinie unbestimmt ist. 
451 Das System aller oo^ Polarfelder einer Ebene ist in sich dual, 

sowohl büschel-, als schar -linear. Das schar-lineare System 2. Stufe 
der Korrelationen, die auf ihm ruhen, imd das büschel-lineare der- 
jenigen, welche es stützen, sind sehr spezieller Art. Jenes besteht 
auB allen axialen Korrelationen mit vereinigten Axen, deren charak- 
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teristische Projektivitat die Identität ist, dieses aas den ähnlicli be- 
schafiFenen zentralen Korrelationen^). 

In der Tat; es sei $ ein Polarfeld und % eine jener axialen 
Korrelationen; wenn dann a'Vii ein Polardreiseit von ^ ist, so ist 
das in $ polare Dreieck ABC=^aVcj die Pole aber von a', 6', c' 
in % sind die Punkte auf der Axe^ durch welche sie gehen; polar 
ist abo ein ausgeartetes Dreieck A^B^C^ (mit Ecken, die in einer 
Gerade liegen), das dem ABC eingeschrieben ist 

Für ein Polarfeld $ seien die beiden Dreiseite OiO^a^y ^i&t^s 
polar; es gehört dann zu dem büschel-linearen Systeme 2. Stufe von 
Korrelationen, ffir die das' auch gilt. Das darauf ruhende schar- 
lineare System 5. Stufe der Korrelationen, in denen a^ und b^, a^ 
und 6„ a, «nd 6, konjugiert sind, und das schar -lineare System 
2. Stufe der eben beschriebenen axialen Korrelationen % werden um- 
faßt von dem schar -linearen Systeme 7. Stufe der auf $ ruhenden 
Korrelationen und haben deshalb eine Korrelation gemein, also eine 91, 
in der a^ und 2»i, . . . konjugiert sind, d. h. auf deren Axe sie sich 
schneiden. Damit sind aiO^d^j ^i^s^s; ^^^^ polare Dreiseite eines 
Polarfeldes, von neuem als perspektiv erkannt (Nr. 314). 

Für zwei polare Vierseite des $ erhalten wir dagegen nicht ein 
entsprechendes Ergebnis, denn den beiden Systemen 4. und 2. Stufe, 
mit denen wir dann zu tun haben, ist keine Korrelation gemeinsam. 

Wir wenden uns nun zu der schon in Nr. 423 vorgenommenen 452 
Aufgabe, das durch fünf Paare konjugierter Punkte eindeutig 
bestimmte Polarfeld (050) zu veryollständigen, zu jedem 
Punkte die Polare zu konstruieren, um sie jetzt unter Benutzung 
Ton Apolaritats-Eigenschaften zu behandekL 

Auch diese Aufgabe kann, ähnlich wie in Nr. 444, auf die andere 
zurückgeführt werden: 

Wenn vier Paare von konjucrierten Punkten ^*d*^t>* gö- 

geben sind, zu einem Punkte A^ den B^ zu konstruieren, der 
ihm in dem Büschel (0040) von Polarfeldern, den jene be- 
stimmen, gemeinsam konjugiert ist. 

Für solche fünf Paare, gemeinsam konjugiert in allen Polarfeldem 
eines Büschels S3, gilt wiederum folgendes. In zwei Gruppen von je 
zwei xmd drei Paaren geteilt: 

A^ A^ A^ A^ A^ 
B^B^ B^B^B^ 

liefern sie ein Gebüsche und ein Netz von Polarfeldem, denen 93 ge- 
meinsam ist. Daher befinden diese sich in einem büschel-linearen 



1) Bosanes, Journal f. Math., Bd. 88, S. 247. 
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System 4. Stafe^ das durch alle Büschel entsteht, welche die Polar- 
felder des Gebüsches mit einem solchen aus dem Netze yerbinden, 
das nicht zu 93 gehört. 

Für alle Polarfelder des Gebüsches sind auch konjugiert die 

Punkte Äq - (A^if ^x^%) '^'^ ^o - (^1^21 *i A)- ^^^ i*™ "ih^ 
eine Schar, zu welcher (Nr. 448) Ä^B^, A^B^, A^Bq als Punktepaare 

gehören; folglich bilden die drei Geraden s^'^A^B^, ^, Sq das ge- 
meinsame Polardreiseit derselben. 

Auf dem Netze ruht ein schar-lineares System 2. Stufe von PoIa^ 
feldem, welches mit dieser Schar das Polarfeld P gemeinsam hat, das 
auf jenem büschel- linearen Systeme 4. Stufe ruht. Für T ist s^s^s^ 
ein Polardreiseit; es handelt sich darum, es weiterhin möglichst ein- 
fach zu bestimmen. 

r ruht, dem schar-linearen Systeme 2. Stufe angehörend, auf den 
zentralen Polarfeldem des Netzes. Die Zentren derselben erfüllen 
eine Eurre 3. Ordnung c', welche durch die sechs Punkte der drei 
Paare geht; xmd es sind diejenigen zentralen Polarfelder, deren Zentren 
in Ä^y B^, Ä^f B^y A^ fallen, besonders geeignet, vor allem das mit 
dem Zentrum A^y weil seine Involution ^5(^.3, JB,; A^y B^ vom ge- 
suchten B^ unabhängig ist. 

Nun gilt (Nr. 439) für jedes der F stützenden zentralen Polar- 
felder, daß die Strahlen durch das Zentrum, welche in T zu zwei 
Strahlen konjugiert sind, die in der charakteristischen Involution ein 
Paar bilden, gleichfalls ein Paar bilden, und daß umgekehrt, wenn 
dies einmal der Fall ist, V auf dem zentralen Polarfelde ruht 

r ist dasjenige Polarfeld aus der obigen Schar, das auf dem zen- 
tralen Polarfelde mit der Involution A^{A^y B^\ A^y JBJ ruht. Sei 
nun äy h ein Paar dieser Involution, so gibt es in der Schar ein 
Polarfeld P, in welchem a, h konjugiert sind. Ebenso legt ein be- 
liebiger Strahl a des Büschels A^ ein Polarfeld in der Schar fest^ 
in dem er zu ä konjugiert ist; und in demselben Polarfelde sei h ans 
dem Büschel A^ zu h konjugiert; a ergibt sich ebenso aus &. Folg- 
lich bewegen sich a und 6 projektiv; die Projektivität legen wir fest 

durch 6, a, die bei F sich ergeben, und zwei Paare, zu denen wir am 
besten zwei axiale Polarfelder der Schar benutzen; z. B. {A^y B^ 
liefert uns a^, tj, welche bzw. von ä, 5 durch A^y B^ harmonisch 
getrennt werden. Sie besitzt zwei Paare entsprechender Strahlen, 
welche auch in der Involution gepaart sind; das eine ist S, ä; das 
andere, welches nach Nr. 209 linear konstruierbar ist, bestehe ans 
a, V. Für r sind also ä und a', h und V konjugiert; und P ist 
durch das Polardreiseit s^s^s^ und die Involution (a, a\ b, V) kon- 
jugierter Strahlen festgelegt. Diese Bestimmung kann auf diejenige 
durch zwei Involutionen konjugierter Punkte oder Strahlen, deren 
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Träger selbst konjugiert sind, zurückgef&hrt werden (Nr. 320); und 
da ist ja leicht zu jedem Elemente das polare zu konstruieren. 

Ist nun r so bestimmt, so nehme man eins der vier übrigen 
bequemen zentralen Polarfelder, auf denen P ruht, etwa das mit dem 
Zentrum A^, yerscha£Ft sich zu dem bekannten Paare Ä^(Ä^y B^ ein 
zweites in den beiden Strahlen, die diesen in F konjugiert sind, und 
konstruiert den Strahl, welcher in der so bestimmten Involution dem 
A^Ar^ gepaart ist; er muß durch B^ gehen. Wiederholt man dies 
bei einem andern der vier Punkte, so erhält man einen zweiten Strahl 
für B5. 

Dieser Punkt jBg ist linear konstruiert. 

Liegt nun die ursprüngliche Aufgabe vor mit fünf gegebenen 
Paaren konjugierter Punkte: 

A^A^A^A^A^ 



(0060) 



80 werden zu -4^ in i^ -J^^ 7/ und -^^^-r ^^® konjugierten 



B^B^B^B^ 



B^B^B^B^ 



Punkte jBq', B^' konstruiert; ihre Verbindungslinie ist die Polare h^ 
von A^ in (0050). 

Mit Hilfe der gewonnenen Sätze können wir nochmals (Nr. 324) 453 
das interessante Polarfeld nachweisen, das durch den Bündel 
kubischer Raumkuryen, welche durch fünf Punkte gehen, in 
einer Ebene a heryorgerufen wird. Die drei Schnitte jeder 
Kurve des Bündels mit der Ebene bilden je ein Polardreieck dieses 
Polarfeldes, oder, anders gesagt, jede (Gerade der Ebene hat zum Pole 
in demselben den dritten Schnitt derjenigen kubischen Raumkurve 
des Bündels, für welche sie Doppelsekante ist (Nr. 206). In der Tat, 
die Flächen 2. Grades, welche durch die fünf Punkte gehen, bilden ein 
büschel-lineares System 4. Stufe und schneiden in die Ebene a ein 
eben solches System Ton Kegelschnitten ein; also gibt es einen Kegel- 
schnitt Fl® (oder ein Polarfeld), der auf allen Kegelschnitten dieses 
Systems ruht. Die Flachen des Systems, welche durch eine Gerade a 
der Ebene imd die Bündelkurve gehen, für die sie Doppelsekante ist, 
bilden einen Büschel; sie schneiden Geradenpaare ein, von denen die 
eine die a ist, während die anderen durch den dritten Schnitt der 
Raumkurre gehen; da diese Geraden zu jener in bezug auf V^ kon- 
jugiert sind, so ist dieser dritte Schnitt der Pol von a. 

Jede Ebene durch drei von den fünf Punkten bildet mit einer 
durch die beiden übrigen ein Ebenenpaar des Flächensystems; also 
sind ihre Schnittlinien mit a konjugiert in bezug auf V^. Daraus 
folgt, daß in bezug auf V^ die Spuren jeder Verbindungslinie von 
zweien der fünf Punkte und der Yerbindungsebene der übrigen Pol 
und Polare sind. Das Polarfeld ist das in Nr. 322 gefundene. 
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Der Kegelschnitt r,^ ist Ort der Berührangspunkte der 
Ebene mit Kurven des Bündels^), und der dritte Schnitt einer 
solchen Kurve liegt immer auf der Tangente von f,® im Berührungs- 
punkte, von welcher die Tangente der Raumkurve im allgemeinen 
verschieden ist. 

In der Tangente von f,® haben sich die beiden vom dritten 
Punkte ausgehenden Seiten des Polardreiecks vereinigt; sie sind Kanten 
des aus ihm die Kurve projizierenden Kegels. 

Die Tangenten des f,® sind Kanten, längs deren die 
Ebene a von durch die fünf Punkte gehenden Kegeln 2. Grades 
berührt wird. 

Wenn wir nun die kubischen Raumkurven unseres Bündels be- 
trachten, welche eine gegebene Gerade ä treffen, so hat jede von ihnen 
mit einer durch ä gehenden Ebene a noch zwei Punkte gemein; deren 
Verbindungslinie ist die Polare des auf ä goldenen Schnittpimktes 
in bezug auf den f,^ in o, geht daher durch den Pol A von a; und 
umgekehrt jeder Strahl in a durch Ä als Doppelsekante führt zu 
einer Kurve des Bündels, welche ä trifit. Somit sind unsere die ä 
treffenden Kurven des Bündels diejenigen, welche die Strahlen des 
Büschels (Ä, a) zu Doppelsekanten haben. Nun gibt es eine Karre 
im Bündel, für welche ä Doppelsekante ist; ihr dritter Schnitt ist Äj 
und diese Kurve ergibt sich bei ihren beiden durch Ä gehenden 
Doppelsekanten. Wir sehen, wie durch die Schnitte der Kurven mit 
ihren zu (J[, a) gehörigen Doppelsekanten eine Kurve 4. Ordnung 
entsteht, für die Ä Doppelpunkt ist; also ist die Flache dieser Kunren 
5. Ordnung, da ä ihr einfach angehört. 

Wir können diese Flache durch zwei Kegelbüschel 2. Ordnung 
erzeugen. Zu jedem Strahle a von (J^, a), der Poppelsekante werden 
soll, haben wir im Kegelbüschel Ä^{A^, Ä^, A^, A^ den Kegel zn 
konstruieren, dessen Kanten das Doppelverhältnis a(J^f A^, A^, A^ 
umfassen, und im Büschel A^{A^, A^, A^j A^) denjenigen, dessen 
Kanten das Doppelverhältnis a{Ai, A^y A^j A^ um&ssen. Diese 
beiden Kegel schneiden sich in der kubischen Baumkurve, welche 
durch A^j..,A^ geht und die a zweimal trifft, außer in -^^-^^ (Nr. 224). 
Jedem Kegel des ersten Büschels sind zwei Strahlen a aus (J[, a) 
zugeordnet, diejenigen des tetraedralen Komplexes, welcher zum Tetra- 
eder A^A^A^A^ gehört und den Kegel enthält; jedem dieser Strahlen 
ist ein Kegel im zweiten Büschel zugeordnet; und ebenso umgekehrt 
Es entsteht daher zwischen den beiden Kegelbüscheln eine Korrespon- 
denz [2, 2] und auf einer Gerade eine Korrespondenz [4, 4]; also ist 
das Erzeugnis eine Fläche 8. Ordnung; aber die beiden Ebenenpaare 



1) Den Komplex dieser Berührungs-Eegelschnitte hat Hambert, Joumal 
de l'Ecole polytechnique, Heft 64, untersucht. 
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A^{AiÄ^, Ä^A^ und A^{A^Ä^y ^s^) ^^^^ entsprechend^ beide dem 
Strahle des Büschels {Äj a) zugeordnet, welcher die Verbindungslinie 
A^A^ trifft; folglich gehört die gemeinsame Ebene A^A^A^ nnd ebenso 
A^A^{A^j A^) zum Erzeugnisse; und das eigentliche Erzeugnis ist 
eine Fläche 5. Ordnung. 

Die kubischen Raumkurren, welche durch fünf gegebene 
Punkte A^,.,.A^ gehen und eine gegebene Gerade ä treffen, 
erzeugen eine Fläche 5. Ordnung, auf welcher ä einfach und 
diejenige Raumkurye des Bündels, welche ä zweimal trifft, 
doppelt ist. 

Die zehn Verbindungslinien der fünf Punkte befinden sich auf 
der Fläche, weil sie zu zerfallenden erzeugenden Kurven gehören. 

Alle Eurren des Bündels, welche eine durch A^ gehende Gerade 
a treffen, erfüllen den Kegel 2. Grades A^(A^, A^^ A^, A^j a), und 
durch einen beliebigen Punkt desselben geht eine; die beiden, welche 
durch die Schnitte mit ä gehen, treffen a in den beiden Punkten, 
welche diese Gerade mit der Fläche 5. Ordnung, außer dem Punkte A^^ 
gemein hat Daraus folgt, daß auf der Fläche 5. Ordnung die 
fünf Punkte A^j - -> A^ dreifach sind^). 

Die Doppelsekanten dieser ä treffenden kubischen Raum- 
kurven des Bündels bilden einen Komplex 5. Grades. Denn 
diejenigen Kurven des Bündels, welche die Strahlen eines Büschels 
zu Doppelsekanten haben, erzeugen eine Fläche 5. Ordnung, und fünf 
von ihnen treffen daher ä; so daß im Büschel f&nf Strahlen des 
Komplexes liegen. Die Komplexkurve 5. Klasse in jeder Ebene a 
durch ä besteht aus dem Büschel um Ä und der Kurve 4. Erlasse, 
welche in dem oben beschriebenen Polarfeld (in bezug auf r^^) zu 
der in a gelegenen Kurve 4. Ordnung, die der Fläche 5. Ordnimg 
angehört, polar ist. 



§ 67. Lineare Systeme von Eollineationen zwischen denselben Feldern. 

Wie schon die Ausartungen, so sind auch die beiden Arten von 454 
linearen Systemen von Kollineationen zwischen zwei Feldern nicht 
wesentlich verschieden, sondern gehen durch die Yertauschung der 
beiden Felder ineinander über. 

Wir haben uns schon entschlossen (Nr. 427), das Wort konju- 
giert auch bei der KoUineation anzuwenden. Zu einem Punkt A 
des ersten Feldes ist eine Gerade a im zweiten konjugiert, wenn sie 
durch den entsprechenden Punkt A' geht und daher ihre entsprechende 



1) Beye, Zeitschrift für Mathematik und Physik, Jahrgang 18, S. 525; 
Sturm, Jonmal f. Math., Bd. 79, S. 99; Math. Annalen, Bd. 10, S. 124 (sowie 
auch Bd. 6, S. 522). 



316 IV. § 67. Lineare Systeme von Eollmeaiionen zwischen denselben Feldern. 

a durch A, Es empfiehlt sich, den yon Clebsch^) herrOhrenden 
Begriff des Konnexes einzufahren. 

Mit jeder EoIIineation sind zwei lineare Konnexe ver* 
bunden: in dem einen {Ay a) werden jedem Punkt A des 
ersten Feldes alle oo^ konjugierten Geraden a des zweiten 
und jeder a alle oo^ konjugierten Punkte A zugeordnet; im 
andern (a, A') gehören die Geraden zum ersten und die Punkte 
zum zweiten Felde. Man kann auch bei der Korrelation die dual 
umgestalteten Konnexe definieren, den Konnex {A, A') der konjugierten 
Punkte xmd denjenigen (a, a) der konjugierten Geraden. 

Wir haben nun also zwei lineare Systeme von KoUinea- 
tionen, die Systeme {A^ a) und (a, A')^ welche aus den büschel- 
linearen Systemen {Ay A') und den schar -linearen Systemen (o, a) 
von Korrelationen durch Dualisierung des einen Feldes sich ergeben. 
Es genüge zunächst, die einen zu betrachten. 

Die zu zwei Kollineationen gehörigen Konnexe {A^ a) 
haben eine Koinzidenz*) gemein, in welcher jedem A die 
einzige Gerade a zugeordnet ist, welche die beiden ent- 
sprechenden Punkte verbindet, die gemeinsam konjugierte 
Gerade, und jeder Gerade a' der Schnittpunkt der beiden 
entsprechenden Geraden, der gemeinsam konjugierte Punkt 
Diese Koinzidenz befindet sich in den linearen Konnexen 
(Af oT) aller Kollineationen des linearen Systems {A, a) 
1. Stufe, für welches jedoch der Name „Büschel^ besser Termieden wird, 
da „Schar^' genau ebenso berechtigt ist. 

Sieben Paare {A^ a') legen das System eindeutig feet; und die 
zugeordneten Elemente A, a! bilden eine quadratische Verwandtschaft 
zwischen den Punkten des ersten und den Geraden des zweiten Feldes; 
von ihr ist die Verwandtschaft (a, -4') verschieden. 

Die Dualisierung des zweiten Feldes lehrt weiter: 

Bei einem linearen System 2. Stufe von Kollineationen erzeugen 
die Punkte A der allen gemeinsamen Paare konjugierter Elemente i 
und a eine Kurve 3. Ordnung, die d eine Kurve 3. Klasse; sechs 
solche Paare legen das System eindeutig fest. 

Den Kollineationen eines linearen Systems 3. Stufe sind sechs 
Paare {Aj a) gemeinsam, von denen fünf, die das System eindeutig 
festlegen, das sechste bestimmen (Satz von C leb seh, Nr. 434). 

Wenn eine Kollineation allgemein ist, so vertritt jeder 
der beiden Konnexe sie; er bestimmt sie und den andern 
Konnex. Nehmen wir aber an, daß eine ausgeartete Kollineation 



1) Math. Annalen, Bd. 6, S. 203. 

2) Ein auch von Clebsch herrührender Name, also mit wesentlich anderer 
Bedeutung, als dies Wort sonst hat. 
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vorliege, welche im ersten Felde die singulare Gerade s^ im zweiten 
den singulären Punkt S' hat. Weil in ihr jedem beliebigen Punkte 
A der S' entspricht, einem auf s gelegenen Punkte aber jeder be- 
liebige Punkt eines bestimmten Strahles durch S\ so ist im Konnexe 
(-4, a') einem beliebigen Punkte Ä jeder beliebige Strahl a' durch S\ 
einem auf s gelegenen Ä jeder beliebige Strahl a zugeordnet; d. h. 
Ton jedem Elementenpaare (Ä^ a) des Konnexes inzidiert das eine 
mit dem singulären Elemente, das andere ist ganz beliebig. Damit 
wissen wir über die KoUineation nur, daß sie s und 5' zu singulären 
Elementen hat, nichts über die charakteristische Projektivität. Im 
andern Konnexe (o, Ä') ist einer beliebigen Gerade a jeder beliebige 
Punkt Ä' einer bestimmten Gerade durch S' zugeordnet, imd diese 
Gerade bleibt, wenn jene sich um ihren Schnitt mit s dreht, der 
ihr in der Projektivität zwischen s und S' entspricht. Aus diesem 
Konnexe können wir also nicht bloß die singulären Elemente, sondern 
auch die Projektivität entnehmen; er bestimmt die ausgeartete KoUi- 
neation vollständig. 

Daher ist nur derjenige von den beiden Konnexen zur 
Bestimmung der ausgearteten KoUineation geeignet, bei 
dem es sich um Punkte und Geraden handelt, die je in dem- 
selben Felde liegen, wie der singulare Punkt, bzw. die singu- 
lare Gerade. 

Es seien wieder die Korrelationen C und P apolar, so daß C die 455 
r stützt, und wir jene als {A^ -4') -Konnex oder -Korrelation, diese 
als (a, a^- Korrelation ansehen; und x'yz' sei ein Dreieck aus der 
vierfach unendlichen Mannigfaltigkeit des zweiten Feldes, XYZ, 
X^T^Z^ die beiden nach C, F polaren Dreiecke, von denen X^Y^Z^ 
dem XYZ eingeschrieben ist. Wir dualisieren das zweite Feld; C 
wird eine {Ä, a')- KoUineation, F eine (a, -4') -KoUineation; x'ye geht 
in ein Dreieck X'Y'Z' über, welchem XYZ, X^Y^Z^ entsprechen, 
natürlich in derselben Lage wie vorhin. 

Einem Dreieck XYZ des ersten Feldes aus dessen Mannigfaltig- 
keit entsprechen in den Korrelationen xye, x^'y^'^i, von denen letzteres 
dem ersteren eingeschrieben ist. Die DuaÜsierung verwandelt diese 
in zwei Dreiecke X'Y'Z', X^Y^Z^\ von denen nunmehr ersteres 
dem letzteren eingeschrieben ist. 

Ist also eine (-4, a')-Kollineation C zu einer (a, -4')-Kolli- 
neation P apolar, so enthält das zweite Feld oo^ Dreiecke, 
welchen in C und P Dreiecke entsprechen, von denen das 
zweite dem ersten eingeschrieben ist; und das erste Feld 
enthält oo^ Dreiecke, denen in C und P Dreiecke entsprechen, 
von denen jetzt das erste dem zweiten eingeschrieben ist. 
Diese entsprechenden Dreiecke gehören immer zur vierfach 
unendlichen Mannigfaltigkeit ihres Feldes. 
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Sind im besondem bei C die Felder in derselben Ebene gelegen 
und ist r die Identität, so bedeutet die Apolaritat von C mit P, daß 
C eine EoUineation in eingeschriebener Dreieckslage ist. 

Ein lineares System von {Aj ^')- Korrelationen f^ Stnfe und das 
lineare System von (a, a')- Korrelationen (7 — t)*" Stofe, das auf ihm 
ruht, liegen vor; wir doalisieren wiederum das zweite Feld und erhalten 
ein lineares System von (^ a')-Kollineationen t^ Stufe und 
das lineare System von (a, ^')-Kollineationen (7 — %f" Stufe, 
das zu ihm apolar ist. 

EUer, wo die beiden Systemarten nur in der Zugehörigkeit der 
Elemente zu den Feldern sich unterscheiden, liegt kein Ghrund ror, 
einen unterschied zu machen und das eine System als das stützende^ 
das andere als das ruhende zu bezeichnen. 

Gemeinsame Elementenpaare Aj a des ersteren Systems, 
wenn es solche hat, sind singulare Elemente ausgearteter 
Kollineationen des zweiten, und ebenso gemeinsame Ele- 
mentenpaare a, A' des zweiten singulare Elemente ausge- 
arteter Kollineationen des ersten. Diese Kollineationen zahlen 
für oo', weil die Projektivität YoUig unbestimmt ist. 

So besitzt ein lineares System yon (^ a')-Kollineationen 
4. Stufe sechs ausgeartete Kollineationen (s, S'), d. L mit der 
singulären Gerade in Z, dem singulären Punkt in £'; weil das 
apolare System 3. Stufe von (a, ^')- Kollineationen so viele gemein- 
same Paare konjugierter Elemente a, A' hat 

Man kann auch sagen: Das lineare System 4. Stufe von {Af(i)r 
Konnexen enthält sechs ausgeartete Konnexe (5, 8')y wie sie oben 
beschrieben sind. 

Weil diese gemeinsamen Paare (a, A') des Systems 3. Stufe secliB 
linear-abhängige Elementenpaare sind, so sind es auch die Paare der 
singulären Elemente der ausgearteten Kollineationen (5, 8') im Systeme 
4. Stufe. 

Diese Zahl 6, die wir jetzt gefunden haben, läßt sich in Zo- 
sammenhang bringen mit der Zahl 6 der Homologien in 
einem linearen Systeme (0050) (oder (0005)) von ebenen Kolli- 
neationen (Nr. 428). 

Wir stellen eine Homologie und eine IdentitiLt (in derselbeD 
Ebene) als (-4, a) -Kollineationen zusammen und bilden ihr System 
1. Stufe (mit gemeinsamen Elementen Ay a'); bei der Identitöt gdt 
jede a durch den zugehörigen A, weil der A entsprechende Pankt 
mit A zusammenfällt. Ist A dem A entsprechend in der Homologie, 
so liegen die dem A entsprechenden Punkte in allen KoUineationeB 
des Systems auf AÄ-^ es gehen also bei allen die Verbindungdiniö 
entsprechender Punkte durch das Zentrum der Homologie; das Syst«» 
besteht aus lauter (konzentrischen) Homologien. 
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(0050) 



Jetzt sei das lineare System 3. Stafe ron {A, a')-Eollineationen 
zwischen Feldern derselben Ebene gegeben: 

wir erweitem es mit Hilfe der Identität zu einem linearen System 

4. Stufe; dieses hat sechs ausgeartete EoUineationen je mit der singu- 
laren Gerade s in Z xmd dem singularen Punkte S' in Z'. Die drei- 
jhch unendliche Unbestimmtheit derselben heben wir auf, indem wir 
drei Bedingungen: a^^ ^'; a^, A^\ a,, A^ geben, aber in solcher Lage, 
daß (fl^, S'A{)y (o,, 8'A{)y (aj, S'A^') sich auf s befinden; damit be- 
wirken wir, daß drei und folglich alle Strahlen durch 8' mit ihren 
in der Projektiyitat entsprechenden Punkten auf 8 inzidieren. Die so 
bestimmte ausgeartete EoUineation ist eine Homologie und zwar eine 
(«, 8') (Nr. 404). Verbinden wir sie mit der Identität durch ein 
System 1. Stufe, so muß dieses, weil mit dem gegebenen System 

5. Stufe zusammen im System 4. Stufe befindlich, mit ihm eine EoUi- 
neation gemeinsam haben; dieselbe ist eine Homologie mit derselben 
Axe 8 und demselben Zentrum 8\ weil alle Mitglieder des Systems 
1. Stufe so beschafPen sind. So erhalten wir die sechs Homologien 
in (0050); aber die sechs Paare singulärer Elemente 5, £>' in dem 
linearen Systeme 4. Stufe (gemeinsame Paare konjugierter Elemente 
in dem apolaren Systeme 3. Stufe) büden ein linear-abhängiges System; 
folglich gilt das auch fOr die sechs mit ihnen identischen Paare der 
Axen und Zentren der sechs Homologien in (0050). Also: 

Bei einem linearen Systeme (0050) ebener EoUineationen 
bilden nicht bloß die fünf gegebenen Paare A^^ a/; . . . A^^ a^ 
und das durch sie bedingte sechste Paar ^, % ein System 
Ton sechs linear abhängigen Paaren, sondern auch die sechs 
Paare von Zentren und Axen der im Systeme befindlichen 
Homologien^). 

§ 68. Das Problem der EoUineation von Bündeln. 

Wenn, wie beim Problem der räumlichen Projektivität (§ 36), im 456 
Räume zwei Gh-uppen von je vier Punkten: 

A^A^A^A^ 

gegeben sind, so besteht für jede zwei Punkte Ay B die EoUineation: 

A{A^, A,, A,, A,) koU B{B,, B„ JB„ B,). 
Tritt je ein fünfter Punkt A^, B^ hinzu, so werden wir zu einem 

1) Math. Annalen, Bd. 22, S. 585. 
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beliebigen Punkt B, weil das Entsprechen zweier Strahlen in einer 
Bündelkollineation eine doppelte Bedingung ist, nur cx>^ Punkte Ä 
haben^ bei denen die Eollineation: 

Ä{Ä,, A,, Ä,, A,, A,) koU. Biß,, B„ B„ B,, B,) 

möglich ist Seien A, Ä zwei Ton ihnen ^ so erzeugen die beiden 
kollinearen Bündel A^ A eine durch A^^ A^yA^y A^, A^, A, A' gehende 
kubische Raumkurre. Weil durch die sechs ersten dieser Punkte eine 
solche Kurve eindeutig bestimmt ist (Nr. 206) , so erhellt, daß aUe 
Punkte A, welche unsere Kollineation erfüllen, auf dieser kubischen 
Raumkurve liegen; und ersichtlich kann man B durch jeden Punkt 
der kubischen Raumkurre ersetzen, welche er mit B^, . . . B^ bestimmt 
Liegen also zwei fünfpunktige Gruppen: 

und damit zwei Bündel Ton kubischen Raumkurven yor, so 
sind dieselben eindeutig einander zugeordnet, derartig, daB 
von irgend zwei Punkten A und B einander zugeordneter 
Kurven dieser Bündel nach den fünfpunkti gen Gruppen kolli- 
neare Bündel gehen. 

Es seien a', b^ zwei solche entsprechenden oder analogen 
Kurven. Es sind alle Bündel über A^^, . . . A^ aus den verschiedenen 
Punkten A von a* zu dem Bündel B{B^, . . . JBj), wo B ein beliebige 
Punkt von b^ ist, und untereinander koUinear, und alle Kegel 2. ßiadee 
A{A^f ^2, . . . ^5), d. h. die Kegel, welche aus den A von a' diese 
Kurve projizieren, sind dem Kegel B{B^y . . . -B5), welcher &• aus B 
projiziert, entsprechend, und die Kantenreihen auf jenen sind projektiT 
zu der Kantenreihe auf diesem; also jeder Kante dieses E^rek, die 
nach einem Punkte SB von 6' geht, entsprechen in allen jenen Bündeln 
Strahlen, die nach demselben Punkte 9 von a^ gehen. Es entstden 
daher auf a^ und b^ projektive Punktreihen der Punkte 9 und 0, 
in denen auch A^ und B^ entsprechend sind. In allen den Kolli- 
neationen zwischen den Bündeln um einen beliebigen Punkt 
A von a^ und einen beliebigen Punkt B auf b* gehen nach 
zwei in dieser Projektivität entsprechenden Punkten % 8 
auf a\ b^ entsprechende Strahlen. Von den Doppelsekanten Äij 
jBS3 kommen, weil sie in den koUinearen Bündeln A, B entsprechend 
sind, projektive Ebenenbüschel: 

A^{A,,...A,)7\B^(B,,,.,B,), 

D. h. unsere Kurven sind auch analog in bezug auf die beiden 
fünfpunktigen Gruppen im Problem der räumlichen Projek- 
tivität; während wir unser jetziges Problem als das der Kolli- 
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neation^) bezeichnen können. Die Identität der analogen Raamknrven 
in beiden Fällen wird sich später (Nr. 470) nochmals auf einfachere 
Weise ergeben. 

Der größeren Deutlichkeit halber unterscheiden wir, während wir 
uns mit dem Problem der EoUineation beschäftigen, assoziierte Punkte 
A,B in unserm jetzigen Problem und korrespondierende Geraden a, h 
in dem älteren der räumlichen Projektiyität. 

Die kubischen Baumkurven a^, welche den eine Gerade h treffenden 
V analog sind, erzeugen, ebenso wie diese (Nr. 453), eine Fläche 
5. Ordnung W. Es handelt sich darum, zu zeigen, daß zwei beliebige 
Geraden a, h Ton fünf Paaren analoger Kurven beziehentlich getroffen 
werden. Wir konstruieren in zwei Ebenen a, ß, welche bzw. durch 
a^& gehen, die den beiden Eurvenbündeln zugehörigen Büschel ( J!, a), 
{By ß), deren Strahlen Doppelsekanten von solchen Bündelkurren sind, 
welche a, bzw. h treffen. Es gibt aber in den beiden Büscheln (J^, a), 
{By ß) fünf Paare von Strahlen, welche Doppelsekanten Ton analogen 
Kurven sind und daher in bezug auf G^ korrespondieren; denn dem 
einen Büschel entspricht (Nr. 248 am Schlüsse: Signatur (20), oder 
such Nr. 463) ein Komplex 5. Ghrades von korrespondierenden Sbrahlen, 
also mit fünf Strahlen im andern Büschel. 

Erweitem wir unsere Punktgruppen zu solchen mit je sechs 457 
Punkten: 

By^B^B^B^B^B^ 

80 ist beim Probleme der räumlichen Projektivität jeder der oo^ Begel- 
flcliaren SB' durch die eine Gruppe eine Begelschar %^ durch die 
andere analog, so daß von zwei beliebigen Geraden a, h der einen 
und der andern projektive Ebenenbüschel nach den beiden Punkt- 
gruppen gehen. Die Leitscharen %^, S9i* werden projektiv, so daß 
A^ und B^ je auf entsprechenden Geraden liegen und weitere ent- 
sprechende Ebenen der Büschel a, h immer nach entsprechenden 
Geraden von Äj*, ^^ gehen. 

Wollen wir nun aber Punkte A, B haben, welche koUineare 
Bündel nach den Gruppen senden, so wird es nicht mehr zu jedem 
Punkte B einen entsprechenden geben, denn von den oo^ auf einer 
kubischen Raumkurve gelegenen Punkten, die dem B in bezug auf 
die fünfpunktigen Gruppen assoziiert sind, wird keiner die doppelte 
Bedingung erfüllen, daß der nach A^ gehende Strahl in der Kolli- 
neation dem BB^ entspricht. Es bestehen also in den beiden Räumen 
zwei Flächen von assoziierten Punkten. 

Um die Ordnung dieser Flächen zu erhalten« bilden wir die beiden 



1) Math. Annalen, Bd. 10, S. 117. 

Sturm, Oeometr.VenrandtsohAften. n. ^\ 
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Gruppenpaare G^l^, G^ly Die Kurven 3. Ordnung, die einander analog 
sind in bezug auf zwei solche fünfpunktige Gruppen, sind dieselben 
für das Problem der nLumlichen Projektivitöt, wie fQr das der EoUi- 
neation. 

Eine Gerade b sei graben. Die kubischen Raumkurven des 
Bündels (B^ . . . B^), welche sie treffen, erzeugen eine Flache 5. Ord- 
nung und die ihnen in bezug auf Q^l^ analogen ebenfalls; diese 
letztere Fläche sei ^^l^, und bei dem andern Ghnippenpaar Gil^ ergebe 
sich die Fläche S((f). Einem Punkte B Ton b und der durch ihn 
gehenden Eunre des Bündels (B^ . . . B^) entspricht eine kubische 
Baumkurve auf 9[(^,, welche der ^^l^ außer in den auf ihr dreifachen 
Punkten Ä^, ...A^ noch dreimal begegnet Durch jeden dieser Punkte 
geht eine der diese Fläche erzeugenden Kurven, entsprechend dr^ 
Punkten B' auf b, die so dem B zugeordnet werden. Es entspreche 
ebenso jedem B' drei Punkte B. Von den sechs Koinzidenzen der 
entstehenden Korrespondenz [3, 3] kommen vier auf folgende Weise 
zustande. Es sei B der Schnitt von b mit der Ebene B^B^B^] die 
durchgehende Kurve besteht aus der Gerade B^B^ und einem sie 
schneidenden Kegelschnitt durch B^^ B^, B^, die analoge aus A^Ä^ 
und einem sie schneidenden K^elschnitte durch A^^ A^, A^, Letzterer 
trifft 9(^) noch in einem Punkte A'^ die durch diesen gehende Karre 
von %\) besteht aus A^A^ und einem Kegelschnitte durch A^j A^, Ä^] 
also liegt von der analogen Kurve der konische Bestandteil in B^B^B^, 
und der entsprechende Punkt B' ist B. Bei diesem Punktepaar A^ B 
kann man aus: 

A(A^,.,.A^)ko\LB(B^,.,,Bi), A{A^,..,A^,A^)kon,B(Bi,...B^,B;} 

nicht auf: 

A{A^, . . . ^) koll. B{Bi, . . . -Be) 

schließen, weil die Strahlen A(A^y A^, A^) in einer Ebene liegen, und 
ehenso B{B^, B^, B^\ also durch das Entsprechen von A(A^,A^,A^,A^ 
und B{B^, B^y B^, B^ eine KoUineation nicht eindeutig festgelegt ist 
Es bleiben zwei Koinzidenzen und wir erhalten: 
Die Punkte JB, welche in bezug auf die beiden sechs- 
punktigen Gruppen assoziierte Punkte A haben, bilden eine 
Fläche 2. Grades 93o^ und diese assoziierten eine ebensolche 9«'. 
Die Punkte von G^ liegen je auf der Fläche ihres Baums; jedem 
ist sogar eine ganze kubische Baumkurve assoziiert, die dann auf 
der andern Fläche liegt. Dem A^ korrespondiert die Kurve 6^* , welche 
im Problem der räumlichen Projektivität in bezug auf G^^ der Kurre 
a^^ {A^ . . . A^ analog ist; sie ist es also auch im jetzigen Problem. 
In bezug auf G^ bleibt dies für den Punkt A^ von a^ bestehen wegen 
der Unbestimmtheit des Strahls nach A^. Ebenso ist dem B^ die 
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die Kurve a^f , assoziiert^ welche in bezug auf G^^ zu b^^ — (B^ . . . B^) 
analog ist. 

Weil diese Kurven a^^ und 6,' auf 81^*, bzw. 35o^ liegen, sind 

diese Flächen die Trägerflachen der Regelscharen 8*, Ä*; S', 35^ von 

denen ^^, SB^ im Problem der nLumlichen Projektivität den Kongruenzen 
der Doppelsekanten von b^*, o^' analog sind (Nr. 243). Ihre Geraden 
treffen jene Kurven zweimal 

Die Kurve o^^ hat mit ^^ nur die sechs Punkte A^ gemein. 
Durchläuft nämlich A diese Kurve, so bleibt der Bündel Ä{Ä^y,..A^) 
zu sich koUinear; die den A in bezug auf G^l^ assoziierten Punkte B 
bilden die b^^, der Strahl des veränderlichen Bündels B, welcher dem 
AA^ entspricht, erzeugt eine Regelfläche^). Diese geht im allgemeinen 
nicht durch B^. 

Einem Punkte B von 93o^ können nicht zwei verschiedene Punkte 
A^ AI assoziiert sein; denn deren untereinander kollineare Bündel 
würden eine durch J^,...^, JL, Ä gehende kubische Baumkurve 
erzeugen. Aber die Punkte -4, A!. von %^ liegen nicht auf a^. Die 
Korrespondenz der beiden Flächen 9[o^ ^^ ist also eindeutig. 

Einem Punkte in ^^^ muß ein Punkt in B^B^B^ entsprechen; 
also sind die beiden Kegelschnitte, in denen diese Ebenen die %^y 
SBq* schneiden, entsprechend. Wir nennen jl^g, A^^^ A^^ die Spuren 
von A^A^y ^4^; ^^ ^ A^A^A^ und ähnlich im andern Räume. 
Dann folgt aus der KoUineation der Bündel um assoziierte Punkte 
Aj B \sL diesen Ebenen: 

A{A,, A^, A^, ^^5, ^e; Ad T\ B{B^, B^, B„ B^^, B^^, Bj«); 

folglich müssen wir zwei (ebene) Kurven 3. Ordnung haben, mit ein- 
deutig zugeordneten Punkten, von denen nach den beiden sechspunk- 
tigen Ghruppen, die in den Klammem stehen, projektive Strahlen- 
büschel gehen. Zu diesen Kurven gehören ersichtlich die Geraden 
^46^46^6; '^46'^46'^66« ^^ audem Bestandteile sind unsere Kegel- 
Bclmitte. 

Jede kubische Raumkurve 6* des Bündels {B^B^B^B^B^ trifft 
SBo' nur noch in einem Punkte B\ sie enthält also, abgesehen von 
den Grundpunkten, nur einen Pimkt, der einen in bezug auf die 
sechspunktigen Gruppen assoziierten Punkt hat; das ist der sechste 
Schnitt der analogen Kurve durch A^y . , , A^ mit %^. 

Also treffen zwei in bezug auf G^^ analoge kubische 
Raumkurven a*, &' die Sto*, S9o* (außer in den Grundpunkten) 
in zwei Punkten Ay B, die in bezug auf G^ assoziiert sind. 



1) Sie ist eine Begelscbar; die Leitscbar wird von Doppelsekanten der 
de' gebildet, um welohe sicli die durch den Strahl gehenden Ebenen drehen. 
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Es seien Ä und B zwei bzw. auf Kq^, fß^* gelegene assoziierte 
Punkte, welche also nach den Gruppen von G^ kollineare Bündel 
senden; sind dann a, b entsprechende Strahlen in diesen Bflndehi, 
so ist: 

a(^i, . . . ^) A K^f ' ' • -Be); 

also sind a und h korrespondierend in der raumlichen Projektiyitlt 
und gehören zu analogen Regelscharen 1L\ 93^ 

Wenn Ä und B assoziierte Punkte auf ^^, 93^' sind und eine 
Gerade a durch Ä geht^ so geht eine Ton den korrespondierenden 
Geraden 6 durch B. __ 

Ist a die Gerade aus der Begelschar f[' auf H^*, so ist dies 
selbstverständlich; weil eine Gerade aus dieser Begelschar nicht bloß 
die oo^ Geraden einer Begelschar zu korrespondierenden hat^ sondern 
die oo^ Doppelsekanten Ton 6q'. 

Gehört aber a zur Begelschar IL^, so muß die analoge B^d- 
schar durch B gehen^ und da durch jeden Pimkt Ton ^^ eine Gerade 
von St' geht, so muß die analoge Begelschar durch jeden Punkt von 
83o' gehen, also ist sie SB'; denn für 93' gilt ähnliches wie für $}. 
Und so holen wir für das Problem der räumlichen Projektivitat nach: 

In bezug auf G^ sind die beiden ausgez_eichneten Begel- 
scharen Ä', 83', welche den Begelscharen Ä', S' verbunden 
sind, denen je nicht bloß eine Begelschar analog ist, sondern 
die Kongruenz der Doppelsekanten einer kubischen Baum* 
kurve b^^, a^j zueinander analog. 

Durch B^, . . . B^ geht eine kubische Baumkurve (b^% welche 
eine Gerade aus 93' zur Doppelsekante hat, daher ganz auf der Flache 
93o' liegt und jede Gerade von 93, zweimal trifft; sie verhalt sich also 
zur Begelschar 93' so, wie 6^* zur Sg. Ihr ist in bezug auf G^Jj 
analog eine durch Aj^, . . . Ä^ gehende Kurve (a^% welche die Geraden 
von 9', die ja denen von 93' korrespondieren, zu Doppelsekanten 
hat, also auf Sq' liegt. Sie sind auch einander analog im Problem 
der Kollineation in bezug auf G^l^] weil sie aber auf Ä^^', 980' li^pan, 
so hat jeder Punkt der einen Kurve einen in bezug auf G^ asso- 
ziierten auf der andern. 

Solcher Paare analoger Kurven auf den beiden Flachen haben 
wir sechs; aber jeder Punkt auf der einen Kurve hat, im allgemeinen, 
nur einen in bezug auf G^ assoziierten auf der andern; wahrend ba 
der Analogie in bezug auf G^ jeder Punkt der einen jedem der andern 
assoziiert ist. 

Wir können jetzt leicht die Kurven finden, welche im Problem 
der Kollineation in bezug auf G^ den Geraden der einen oder andern 
iSegeischar von 93q' assoziiert sind. Es sei V eine (Gerade von 9^ 
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sie trijGPt (b^^ zweimal. Die sämtlicben kubischen Raamknryen b^ 
durch (JB| . . . B^), welche V trefifen, erzeugen eine Fläche 5.. Ordnung 
S^ auf der (h^^) doppelt liegt, die in bezug auf 0^l^ analogen a^ 
ebenfalls eine Fläche 5. Ordnung 9^ (Nr. 456) , auf der (a^^) doppelt 
liegt. Dem sechsten Schnittpunkt einer b^ mit SSq', der bei unsem 
Kurven die b' durchläuft, entspricht der sechste Schnittpunkt der 
analogen a' mit %^^ in bezug auf G\ der V daher der ßestschnitt 
dieser %^ mit Sq^ außer (a^'), also eine Kurve von der Ordnung 
2 • 5 — 2 • 3 — 4. Und ähnlich entspricht einer Gerade b" von 83*, weil 
diese (b^^) nur einmal trifft, eine Kurve von der Ordnung 2 • 5 — 1 • 3 = 7. 
Also einer Gerade der Fläche SBq* entspricht, je nachdem sie 
zur Schar SB' oder 93* gehört, eine Kurve 4., bzw. 7. Ordnung 
auf %q\ Die Betrachtung der Schnitte der Geraden a\ a von %}j 
%? mit %!* lehrt, daß jene Kurve 4. Ordnung den a in einem, den 
a" in drei Punkten, diese Kurve 7. Ordnung den a' in drei, den a" 
in vier Punkten begegnet. 

Wir schließen daraus, daß einem ebenen Schnitte von SBq* 
eine Kurve 11. Ordnung auf %^ assoziiert ist, die den a in 
vier, den d' in sieben Punkten begegnet. Sie geht dreimal 
durch jeden der Punkte ^, weil die Ebene die b^ dreimal trifft. 

Wir lassen jetzt siebente Punkte hinzutreten, so daß 458 

vorliegt; in bezug auf 6(f) und G^) haben wir zwei Flächenpaare 
«Wt, »o??; «ofe, »ofe. Die Flächen Slofi und «ofe durchschneiden 
sich in einer Raumkurve 4. Ordnung 1. Art o^; wir wollen, insofern 
sie auf Sof 7 liegt, die ihr in bezug auf 6r(?) assoziierte Kurve auf SBof? 
ermitteln. Die Kurve 11. Ordnung auf ^^7, welche einem ebenen 
Schnitte von SBof? assoziiert ist, trifft a^ so oft als sie 8(<^6 begegnet, 
22 mal; also trifft die gesuchte korrespondierende Kurve den ebenen 
Schnitt so oft, und ist im allgemeinen 22. Ordnung. Weil aber a^ 
durch A^^.:,A^ geht, so lösen sich fünf kubische Baumkurven ab, und 
es bleibt eine Raumkurve 7. Ordnung V. Femer, a^ trifft Sofa und 
damit o^, außer in A, A, A^, A^y noch zweimal; daher geht V 
durch jeden der fOnf Punkte B^, . . .B^ doppelt. Sie begegnet infolge- 
dessen der 93of67 &ußer in diesen Punkten, noch in vier Punkten. 

Sei B einer von ihnen, so liegt, weil er auf V sich befindet, 
sein in bezug auf 6(?) assoziierter Ä auf a^ und damit auch auf 9o%; 
weil B auf 93o% liegt, so liegt der ihm in bezug auf G^t) assoziierte 
auf 8I(^6« Andererseits müssen beide assoziierten Punkte sich auf der 
kubischen Raumkurve durch lä^, . . , A^ befinden, welche in bezug 
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auf 6r(|,7) dem B assoziiert ist; folglich yereinigen sie sich in den 
sechsten Schnitt Ä derselben mit 00% • 

Daher ist für diese beiden Punkte B und Ä sowohl: 

Ä{Ä^, . . . A) kolL B{B^, . . . B^), 
als auch: 

Ä{Ä^, ...A^,Aj) koll. B(Bi, . . . JSli, Bj)] 
daher: 

Ä(Ä^, ...Af) kolL B(JBi, . . . JSy). 

In bezug auf zwei siebenpunktige Gruppen 6r^ gibt es 
vier Paare assoziierter Punkte A, B, welche nach ihnen 
kollineare Bündel senden. 

Die drei Flachen «lo!?, ^U, Äo%, welche zu ö(?), 6?(J), ö(|) ge- 
hören^ haben diese vier Punkte Ä und die Ä^, . . . A^ gemein, und 
ähnlich im andern Räume. 

Wir haben im vorangehenden uns nur mit der doppelten Be- 
dingung beschäftigt; daß entsprechende Strahlen der kollinearen Bündel 
nach gegebenen Punkten gehen: wir beabsichtigten das Problem der 
Eollineation auch nicht in seiner allgemeinsten Form zu behandeln^ 
sondern nur in Zusammenstellung mit dem der räumlichen Pro- 
jektiyität. 

§ 69. Das Problem der Korrelation von Bündeln. 

459 Dagegen wollen wir, im Anschluß an die Ergebnisse korrelativer 

Felder, die wir in § 62 erhalten haben und auf Bündel übertragen, 
folgende allgemeinere Untersuchung über korrelative Bündel vor- 
nehmen. 

Es sind in einem Räume A gegeben a Punkte A^, ß Ge- 
raden üf, T Punkte 9^^ b Geraden a^^ und ihnen homolog im 
Räume B a Geraden b^, ß Punkte B^, y Punkte S^, b Ge- 
raden b^. Wir nennen, wenn 2a-f2ß + T + ^=»<y ist, wieder 
(aßT&)(, die Signatur dieser Grundelemente. Es sollen nun kor- 
respondierende oder assoziierte Punkte Ay B aufgesucht 
werden, für welche die Bündel so korrelativ sind, daß den 
Strahlen AA^ und Ebenen Äa^ die Ebenen Bbf und Strahlen 
BB^ entsprechen (polar sind) und den Strahlen AH^ die 
Strahlen BS3^, den Ebenen Aa^ die Ebenen Bh^ konjugiert 
sind. 

Die ganze umfangreiche Untersuchung kann hier nicht wiede^ 
gegeben werden^); wir müssen uns auf einen Überblick über das 
ganze Problem und die Hervorhebung einiger interessanter Fälle be- 



1) Vgl. Sturm, Math. Annalen, Bd. 12, S. 264, und Schubert, Kalkül der 
abzählenden Geometrie, § 32. 
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schranken. Wir werden vorbereitende Betrachtungen und Beispiele 
für mehrdeutige Verwandtschaften erhalten. * 

Wenn a » 8, können A und B in beliebige Punkte gelegt 
werden, und man hat dann eine gewisse Anzahl Ig zwischen den 
Bündeln möglicher Korrelationen; sie ist für die yerschiedenen Sig- 
naturen in der Tabelle (t) Ton Nr. 418 angegeben. Wir erinnern 
ans, daß Z[g»l in allen Fällen, wo b =- ist, ausgenommen 
die Signatur 

A^ Ä^ a^ a^ 



(2200) 



woZ[g»0i8t. Zu jedem Punkte B gibt es in diesem Falle eine 
Fläche 2. Grades a^ von Punkten A, bei denen Korrelationen zum 
Bündel B möglich sind, und dann gleich cx)^; ist V nämlich die 
Gerade aus JB, welche ft^, \ trifft, so konstruiere man die Geraden a\ 

welche a^, o^ treffen und für die a'(A; -^; ^i; ^) A ^'Q>iy hf A; ^i) 
ist; sie erzeugen die Fläche a*. Wird diese Projektivität erfüllt, so 
liegen nur sieben Bedingungen Tor, indem man Ac^ durch einen in 
dieser Ebene liegenden Strahl ersetzen kann, der zu BB^ konjugiert 
sein soll (Nr. 420). 

Lassen wir O zunehmen, so entstehen folgende Fragen: 
bei a = 9, nach der Ordnung der Fläche, bei a — 10, der Ord- 
nung der Kurve und bei a»ll der endlichen Anzahl von 
Punkten A, die einem gegebenen Punkte B korrespondieren. 
Wir wollen diese Zahlen U.b, Uo,Bf ln,B nennen; C»,^, . . . würden 
die Zahlen sein, wenn A gegeben ist. 

Bei a » 12, 13, 14 handelt es sich um die Ordnung Zh^b 
der Fläche, die Ordnung Iis^b der Kurve, die endliche Zahl 
Zj4 der Punkte B, welche assoziierte Punkte A haben. 

Oder: Iq^b ist die Anzahl der Paare A, B, wo B gegeben ist 
und A auf einer gegebenen Gerade a liegt, bei Liq^b boU A in einer 
gegebenen Ebene liegen, bei Ih^b ist A keiner Lagebedingung unter- 
worfen. Bei lif,Bf liZyB soll B mit einer Gerade h, einer Ebene ß 
inzidieren. 

Bei a » 10 aber können wir annehmen, daß für B und A Ge- 
raden h, a gegeben sind, mit denen sie inzidieren sollen; t^^ ist die 
Ordnung der Fläche, die einer Gerade b oder a entspricht, 
oder genauer, welche von der einem Punkte entsprechenden Kurve 
^10, s^f hzw. Cio,^*®' Ordnung erzeugt wird, wenn dieser Punkt die 
Gerade b oder a durchläuft. Ein Zeiger A oder B ist hier nicht 
notwendig. 

Bei a = 11 schreiben wir B vor, auf b zu liegen, und A, auf a 
zu liegen; tun das tii,B Paare, so erhalten wir eine Kurve 111,^^' 
Ordnung, die der Gerade b entspricht, und eine Fläche 
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Zii,«*** Ordnung, welche der Ebene a entspricht. Wir können 
diese Zahl auch tii^j, nennen; und 2[io,^ — Zu.b ist die Ordnung 
der Kurve, die einer Gerade a, und die Ordnung der Flache, 
die einer Ebene ß korrespondiert 

Bei a— 12 haben wir die Zahl ti^ der Paare A, B, yon 
denen A in a und jB in ß liegen. 

Ersichtlich ist ein La oder Ia f&r (aßT^) gleich dem Ib oder Vb 
für (ßarb). 

Bei a — 11 hat ein g^ebener Punkt B im allgemeinen noch 
einen oder mehrere korrespondierende Punkte A^ Ton a — 12 ab im 
allgemeinen keinen, und wenn er in speziellen Fällen einen hat, dann 
im allgemeinen nur einen. Die beiden Flächen yon den Ord- 
nungen lii^Af '^li.By die beiden Kurven Ton den Ordnungen 
tiz,Af Uz,B siiid daher in eindeutiger Beziehung ihrer Punkte; 
endlich bei a — 14 handelt es sich um die Anzahl I^^ der 
Paare Ton Punkten A^ JB, bei denen noch korrelative Bündel 
möglich sind. 

Die Ermittelung der Zahlen l erfolgt ähnlich wie in § 62, indem 
wir in den einfach unendlichen Systemen von Korrelationen, welche 
durch die vorgeschriebenen Lagen von By A entstehen, die Charak- 
teristiken )i, V wieder durch die Ausartungszahlen ausdrücken, und, 
um diese zu erhalten, bis zu den Ausartungen 2. Stufe zurückgehen. 
Wir wollen von den verschiedenen neun Problemen das erste etwas aus- 
führlicher erörtern: die Ermittelung der Ordnung l^^s der Fläche 
der Punkte A, die in bezug auf (aßT&)9 einem festen Punkte 
B korrespondiert 

Wir legen eine Signatur (aßT&)8 zugrunde und betrachten die 
oo^ Korrelationen zwischen dem Bündel B und einem Bündel 
aus einem Punkte A auf a, welche den in der Signatur (aßTb)8 
ausgesprochenen Bedingungen genügen; für jede Lage von Ä 
auf a gibt es Is Korrelationen. Es gebe in diesem System @ %x 
axiale Korrelationen (mit singulären Axen oder Ebenenbüschdn) 
und \s^B planare (mit singulären Ebenen oder Strahlenbüscheh); 
jene gehen, wie wir wissen, durch Projektion aus zentralen, diese ans 
axialen Korrelationen zwischen Feldern hervor. Wu: können irs,^ &b 
Gbud einer Regelfläche deuten: es gibt oo^ axiale Korrelationen, die 
den Bedingungen (aßT&)8 genügen und deren Axen in B durch B 
gehen; die Axen in A erzeugen die Regelfläche vom Grade ttjb. 

Da bei einer axialen Bündelkorrelation, die ja auf eine Projek- 
tivität zwischen Ebenenbüscheln hinausläuft, der Scheitel beliebig auf 
der singulären Gerade angenommen werden kann, so ist diese Regel- 
fläche auch der Ort der Scheitel A. 
460 Es seien femer ilIq, Vg wieder die Charakteristiken des Systems @ 

(bei denen wir die Zeiger B nicht zufügen wollen), also die Zahlen 
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der Korrelationen des Systems @; welche noch einer einfachen Ele- 
mentarbedingung ^ oder . genügen. 

Durch SB seien zwei Geraden b'; h" gezogen. In jeder Korre- 
lation Ton @ werde der Strahl konstoniiert, welcher der Ebene BV 
entspricht, er trifft Vg-mal eine Gerade a\ weil es Vg Korrelationen 
in @ gibt, für welche a', b' in konjugierten Ebenen liegen, und erzeugt 
eine Regelfläche Tom Grade Vg; ebenso derjenige, welcher zu JBb" 
polar ist. Diese Regelfläohen sind hinsichtlich ihrer Erzeugenden 
eindeutig bezogen, zwei entsprechende treffen sich auf der Gerade a, 
auf welcher Ä gleitet; in eine Ebene schneiden sie zwei ebenfalls 
eindeutig bezogene Kurven Vg^' Ordnung. Aber je zwei yereinigte 
entsprechende Punkte erhalten wir in den Spuren der Trg,^ ^-Axen, 
und im Spurpunkt der a in der Ebene schneiden sich sogar Z[g-mal 
zwei entsprechende Erzeugenden. Also umhüllen die Verbindungs- 
linien entsprechender Punkte auf den Kurven eine Kurve von der 
Klasse 2v8 — Trs,^ — Is- Von der vollen Kurve 2v8*" Klasse, welche 
Ton der Verbindungslinie eingehüllt wird, haben sich tis^b einfache 
xind ein Ig-facher Strahlenbüschel abgelöst. 

Diese Zahl 2v8 — Trs,^— Zig ist die Klasse des Torsus der Ebenen, 
welche entsprechende Erzeugenden der Regelflächen verbinden, d h. 
der Ebenen, die in den Korrelationen von @ der JB93 polar sind, so 
Tiele gehen durch «; aber wir wissen, es gibt Mg Korrelationen, wo 
diese Ebene durch IL geht; daher: 

2V8 — )i8 + Tr8,B + Zs. 

Auf b seien zwei Punkte 93', 93^' gelegt; die Ebenen, die in den 
Korrelationen von @ dem Strahle B^' polar sind, umhüllen, da \x^ 
von ihnen durch einen beliebigen Punkt W gehen, einen Torsus von 
der Klasse |i8, ebenso die Polarebenen von B^". Bei den \s^b 
planaren Korrelationen vereinigen sie sich in der singulären Ebene 
des JL- Bündels; folglich ist der Ort der Schnittlinien je zu derselben 
Korrelation gehöriger Polarebenen, also der Strahlen, die zu Bb polar 
sind, eine Regelfläche vom Grade 2\xs — ^s,b^)] da aber in V8 Korre- 
lationen von @ die Ebenen ^Q, Bb konjugiert sind, so müssen Vg 
die Gerade a treffen; also: 

2M8 = V8 + X8,B. 

Kennen wir ns^sy Vb, so können wir jiis, Vs berechnen; und ii% ist 
I9,B für (a, ß, T + 1, 0)9; Vb ist es für (a, ß, t, ^ + 1)9, so daß wir 
wiederum verschiedene Iq^b doppelt erhalten. 

1) Bnrcli diese Torsen mit eindeutig zugeordneten Tangentialebenen ent- 
steht anf einer Gerade eine Korrespondenz [^g, ^g], von deren 2^g Koinzidenzen 
Xg,B von den planaren Korrelationen herrühren, die andern den Grad der Bege** 
fläche liefern. (Vgl. auch Nr. 177). 
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Um nun die tts^a, Xg,^ zu erhalten^ gehen wir zu den ein&ch 
unendlichen Systemen @^y @ von axialen und planaren Eorrelationeiiy 
welche B fest, A auf a haben und (aßT^X erftUlen; wir haben in 
beiden 87,^ axial-planare Korrelationen , und n, tt; X, X seien wie in 
§ 62 die Charakteristiken. Wir erhalten je eine Formel f&r @^, wenn 
Oy b hinzugefügt wird: 

2IT7 — TUT + Ot.b, 

und für @^; wenn 9^ 93 hinzugefügt wird: 

2X7 ==■ X7 + 67, B + X7, 

wo der letzte Summand sich ergibt, wenn Ä auf a in die Ebene, 
mit der geschnitten wird, kommt, und aus der Tabelle (X, tt) tob 
Nr. 418 zu entnehmen ist it, tt geben tts, b und X, X geben Xg, b ^ 
(o, ß, T + 1; ö)8, bzw. (a, ß, T, ö + 1)8- Wir haben also die 67,5 direkt 
zu ermitteln, femer die it, X für (o, ß, t? 0), oder, was dasselbe, die 
^6, Bf X8,B für (o, ß, T + 1, 0)$; wir berechnen dann vermittelst der 
obigen Formeln alle übrigen tts, a, Xs,^ und vermittelst der früheren 
[ig, Vg oder Z»,«. 

TTg,^, Xg,^ für (aßTb)8 
ist 

TT8,jB, Xg,B für (ßaTÖ)8. 

461 Und so ähnlich in den acht andern Aufgaben-, es wird genügen 

die Formeln und Tabellen (ganz oder teilweise) mitzuteilen^ mit 
einigen Bemerkungen, wobei wir immer diejenigen Formeln voraas- 
schicken, die zuerst zur Berechnung heranzuziehen sind. 

B fest, Ä auf a 

2tT7 =■ TT7 + O7, B, 2X7 — X7 + O7, B + X7; 

2)ig = Vg + X$,B, 2vg — jjig + iTg,B + 2:8; 
daraus: U^b für (aßTÖ)». 



(aßTb)7 
(aßTö)8 



I 



(aßTö)8 
(aßTb)9 



B fest, JL in OL 

2lTg =- TTg + 6g, By 2Xg — Xg + 6g, B + Xg, B] 

2)i9 — V9 + X9,B, 2v9 = )i» + TT9, B + I9, b; 
daraus: Liq^b für (aßT^)io- 



n 



2) Genaueres über die Ermittlung der 6 für alle Signaturen (aßT^); ^* 
(aßTÖ)it und der X und ir für die Signaturen (aßT0)8 bis (aßTO^, eehe mii 
Math. Ann., Bd. 12. Bei den 6 handelt es sich nur um Lag^nbedingungen, bei 
den tr sind die Ergebnisse des Problems der räumlichen Projektivit&t (| ^ 
heranzuziehen, bei den X Sätze aus dem § 87 über projektive Strahlenbüschfll 
im üaume. 



Die weiteren Formeln. 
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m 



B auf b, Ä auf a. 

2iT8 = Tc's + Og, 2\s -" Xg + 08 + Xs, ^ + Xg, b; 

2m9 = vi + Xi, 2 v's — Mi + Tri + C», ^ + U, b] 

daraus: tio für (aßTb)io- 

Die Zeiger A, B sind hier bei 6i; tri^ Xi, tio nicht notwendige 
^eil A und J? gleichartigen Lagebedingungen unterworfen sind. 



(ctßTÖ)8 
(aßTb)9 



B fest. 



(aßTö)9 
(aßTb)io 



2X9 =» X9 + X9, b; 

2 Mio =- Vio + Xio, Bf 2 Vio = )iio + tio, b] 
daraus: In^n för (aßTÖ)ii. 



> IV 



(aßTb)9 
(aßTö)io 



2lTi 

2 Mio 



B auf b, A in a. 

» Tr9 + 89,5, 2X9 = X9 +89,5 + X9,B + X9; 

= Vio + Xio, B} 2 Vio — Mio + 1^10, B + 2io, b + J^io; 
daraus: lii,^ für (aßTÖ)ii. 



> V 



(aßTö)io 
(aßTb)ii 



S auf 6. 

2X10 = Xio + Xio, B + Xio, B] 

2mii = Vu + Xii, B, 2vii = Mu + ln,B + In, b] 
daraus: Ih^b för (aßTb)i2. 



VI 



(aßTö)io 
(aßTÖ)ii 



2itio 
2m'ii 



(aßTÖ)ii 
(aßTö)i2 



JB in ße ^ in a. 

^10 + 810, 2X10 ■" Xio + 810 + Xio, A + Xio, B] 
^ v'u + Xii, 2v'ii =- Mu + iTii + 2:ii, A + X'ii, b; 
daraus: Jlig för (aßTb)i2. 

jB in ß 
2X11 ■" Xii + Xu, B + Xii; 

2)ii2 = V12 + X12, B, 2Vi2 — )ii2 + 2I12, B + 2^18; 

daraus: Ii^b für (aßTÖ)«. 



vn 



vni 



(aßTb)i2 2X12 = X12 + Xii, A + Xi2,b; 

(ctßTÖ)i8 2mi8 = Vis + Xi3, 2vi3 = Mis + Zi», A + lis, b; [ IX 
daraus: l^^ för (aßTb)i4*). 



1) In § 103 werden insbesondere wichtig die Ergebnisse für die Signaturen 
(OOfO), oder, wie sie dort heißen, (ZOO), wo I«t; es genügt, unsere Zahlen 
für diese Signataren zu ermittebi, insbesondere die Z. 
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In lY fehlt bei (aß 10)9 die eine Relation; das hat folgenden 
Ghund: In 11 ist eine endliche Zahl 7T9,b ▼on axialen Eorrelationea 
gefanden worden, bei denen B gegeben und A auf a liegt. Abs 
letzteres ist keine Bedingung: der Scheitel kann ja jeder bdiebige 
Punkt der singulären (Gerade sein. Also bedeutet das Resultat, däS 
es eine endliche Anzahl von axialen Korrelationen gibt, bei denen die 
singulare Gerade des einen Bündels durch B geht; daher ist in IV 
kein System @^ Torhanden und auch keine entsprechende Formd 
Aus ähnlichen Oründen fehlt sie in VI, VJJl, IXj und wenn axiik 
Korrelationen nur in endlicher Anzahl oder gar nicht Torhanden sind, 
gibt es auch keine axial -planaren. Man kann sich überhaupt leidit 
überzeugen, daß die Ausartungszahlen 6, ir, X zahlreich gleich null siod 

Wir haben es mit folgenden X zu tun: 

Xs, B; Xg, ^5 

Xg,^, X9,ui; X9; 

Xio,B; Xio,^; ^lOyBf Xio,ui; 

Xii,B, Xu, i*; X'u; 

X12, B; Xi2,^; 

Xis; 
dagegen nur mit: 

iTg,«, ^8,-4; 

IT», B, ^»,^5 IT»; 

ITu. 

Wir heben nun einige wichtige Ergebnisse herror. Die Zahlen 
U, B geben wir aus der Tabelle 2, S. 308 der Math. Annalen, Bd. 12 
wieder: 



(4010), (0410); 


:3 


(0312) 


: 9 


(2005) 


4 


(4001) 


:2 


(0303) 


: 6 


(0232) 


11 


(0401) 


:6 


(2130), (1230); 


; 3 


(0223) 


14 


(3110) 


:2 


(2121) 


: 4 


(0214) 


;11 


(1310) 


;3 


(2112), (1212) 


: 5 


(0205) 


: 6 


(3101), (1301)' 


:3 


(2103) 


: 4 


(1150) 


; 3 


(9) (2210) : 


2 


(1221) : 





(1141) 


: 6 


(2201) 


:2 


(1203) 


; 5 


(1132) 


: 9 


(3030), (0330) ; 


;3 


(2050), (0250) ; 


; 3 


(1123) 


:10 


(3021) 


:5 


(2041), (0241). 


; 6 


(1114) 


: 9 


(3012) 


;5 


(2032) 


: 9 


(1 105) 


: 5 


(3003) 


;3 


(2023) 


;10 


(1070), (0170) 


: 3 


(0321) 


:6 


(2014) 


: 7 


(1061), (0161) 


: 6 
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(1052), (0152): 


12 


(0134) : 


24 


(0063) 


;24 


(1043) 


:18 


(0125) 


:20 


(0054) 


;38 


(1034) 


:20 


(0116) 


;11 


(0045) 


:44 


) (1025) 


;16 


(0107) 


: 6 


(0036) 


:36 


(1016) 


: 9 


(0090) 


: 3 


(0027) 


;20 


(1007) 


: 5 


(0081) 


: 6 


(0018) 


;11 


(0143) 


:20 


(0072) 


:12 


(0009) 


: 6. 



Ig^B ist die Ordnung der Flache, die einem Punkte B entspricht; 
e Ordnung der Fläche , die einem Punkte Ä in bezug auf (aßTb)9 
^rrespondiert, ist die Ordnung der Fläche, die einem B in bezug 
if (ß 0x^)9 korrespondiert. Diese beiden Ordnungen sind meistens 
igleich; sie sind einander gleich, wenn a » ß; die übrigen Fälle 
jigt die TabeUe. ^ 

Wir sehen femer, daß diese Ordnung in allen Fällen 3 ist, 462 
o b » 0, also keine Geraden a^, b,- gegeben sind, nach denen 
onjugierte Ebenen gehen sollen; mit Ausnahme von (3110) 
nd (2210). Das läßt sich leicht direkt einsehen. Nehmen wir an, 
iß A'y Ä'y Ä" drei dem B korrespondierende Punkte sind, so 
"zeugen diese drei je dem Bündel B korrelativen, also untereinander 
^llinearen Bündel eine kubische Fläche, auf welcher die a Punkte J^, 
L die drei entsprechende Strahlen zusammenlaufen, Doppelpunkte 
nd (Nr. 385), die ß Geraden a^, in die entsprechende Ebenen zu- 
kmmenlaufen, voUständig liegen, und die t Punkte 9[^, in welchen 
itsprechende Ebenen sich schneiden, sich befinden. Wir wissen, daß, 
enn A auf der kubischen Fläche sich bewegt, der Bündel zu sich 
) koUinear bleibt, daß immer entsprechende Strahlen nach den ^, 
itsprechende Ebenen nach den a^, %,^ gehen. Folglich sind alle 
unkte der kubischen Fläche dem B korrespondierend. 

Gäbe es nun außerhalb derselben noch einen weiteren korrespon- 
erenden Punkt, so könnte man ihn mit allen möglichen Paaren Ton 
unkten der Fläche (oder schon erhaltenen weiteren Flächen) zu- 
immensteUen und würde mit allen den dabei sich ergebenden kubischen 
lachen den ganzen Raum ausfüllen; was nicht zulässig ist, da einem 
• nur eine Fläche entspricht. 

Genau dieselben Überlegungen gelten, wenn es sich um korrespon- 
erende Punkte handelt, aus denen kollineare Bündel nach den ent- 
)rechend modifizierten Grundelementen (aßTO)^ gehen. 

In den beiden Ausnahmefällen sondert sich von der kubischen 
lache eine Ebene ab: A^A^A^^ bzw. A^A^%^, Die Fläche 2. Grades 
)i (2210) ist dieselbe, welche die Punkte enthält, die allein, in bezug 
if (2200)g, dem B entsprechen können, und entspricht auch sowo^ ' 
)i (2210), als bei (2201). 
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Man kann die Zahl £9, s &uch folgendermaßen deaten. Sie gehöre 
zu (a, ß^ T + ly 0)9; wenn Ä auf a sich bewegt, so nmhfillt in den 
verschiedenen Bündeln Ä, welche dem B ffir (aßT&)8 korrelatiy sind, 
die Ebene, die dem festen Strahle B^ polar ist, einen Torsus tob 
der Klasse Z^^By da sie so oft durch V, geht, oder die Ebene im festen 
Bündel jB, die je dem Strahle Ton Ä nach dem festen Punkte 9 pokr 
ist, umhüllt einen Kegel U^b^ Klasse. 

Sie gehöre zu (o, ß, Ty ^ + 1)9; -^ bew^e sich ebenfalls auf der 
Gerade a; dann erzeugt in den Bündeln Ä, welche dem B für (aßt^)» 
korrelatiy sind, der Strahl, welcher zu der festen Ebene Bh polar 
ist, eine Regelfläche vom Grade 19,5, und der Strahl in B, der je zo 
der Ebene von A nach der festen Gerade a polar ist, einen Kegel 
U,B^ Ordnung. 

In den Fällen (aßTO)g, wo eine Korrelation zwischen A und B 
möglich ist (also mit Ausnahme von (2200)), sind diese Torsen, Regel- 
flächen, Kegel eindeutig auf die Gerade a bezogen nnd vom Ge- 
schlechte 0. Bei den Signaturen (4000), (0400), (1300) ist der 
zuerst erwähnte Kegel 3. Klasse, hat also eine Doppelberührongs- 
ebene ß^; daher gibt es einmal auf a zwei Punkte A, bei denen die 
Bündel nach (a^, ßa^, 3() dem Bündel £(a&^, f^B^, p9) korrelativ, abo 
zueinander kollinear sind; ihr Erzeugnis ist eine kubische Raumkurre, 
welche durch die a + 1 Punkte -4^, Ä geht und die ß + 1 Geraden 
a,., a zweimal trifiTt. Bei (3100) ist der Kegel 2. Klasse und hit 
keine doppelte Berührungsebene. 

Es gibt daher eine kubische Raumkurve durch 5, 1, 2 gegebene 
Punkte und mit 1, 5, 4 gegebenen Doppelsekanten, dagegen keine 
durch vier Punkte und mit zwei Doppelsekanten. 

Für dieselben vier Signaturen (4000), (0400), (3100), (1300) 
ist der an zweiter Stelle genannte Kegel bzw. von der Ordnung 2, 6, 3, 3, 
hat also 0,. 10, 1, 1 Doppelkanten b^. Im zweiten Falle kommen na 
derselben durch axiale Korrelationen zustande, derartig, daß z. B. BB^ 
die singulare Axe in B und eine oder die andere Transversale Ton 
^; ^; ^8> ^ die in ^ ist. Sehen wir von diesen ab, so erhalten wir, 
da die in ähnlicher Weise entstehende kubische Raumkurve durch die 
a Punkte ^ geht und die ß + 2 Geraden a^, a, a zweimal trifil^ dit 
es 0, 6, 1, 1 kubische Raumkurven gibt, welche durch 4^ 0, 3, 1 ge- 
gebene Punkte gehen und 2, 6, 3, 5 gegebene Geraden zu Doppd- 
sekanten haben. Fassen wir zusammen, so haben wir die teilweiii 
schon (Nr. 206, 372) erhaltenen Sätze: 5, 4, 3, 2, 1, Punkte und 
1, 2, 3, 4, 5, 6 Doppelsekanten bestimmen 1, 0, 1, 1, 1, 6 ku- 
bische Raumkurven\\ 

Neu sind die beiden letzten FäUe. 



1) Cremona, Journal f. Math., Bd. 60, S. 18S; Sturm, Bd. 80, S. 128. 
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Zio^B ist die Ordnung der Kurve, die einem festen Punkte B in 463> 
bezug auf (cxßTöXo entspricht; wir entnehmen sie aus der Tabelle 4, 
S. 324 des angef&hrten Aufsatzes. 



(5000), (0500) : 


3 (0322) 


12 


(1160) 


; 3 


(4100), (1400) : 


; 3 (0313) : 


18 


(1151) : 


6 


(3200) 


; 1 (0304) : 


;15 


(1142) 


12 


(2300) 


; 3 (2140), (1240): 


3 


(1133) 


;18 


(4020), (0420) ; 


; 3 (2131), (1231): 


: 6 


(1124) 


;21 


(4011), (0411): 


; 6 (2122) 


: 8 


(1115) 


;19 


(4002) 


; 4 (2113) 


;10 


(1106) 


:12 


(0402) 


: 12 (2104) 


: 8 


(1080), (0180) 


: 3 


(3120), (1320); 


: 3 (1222) 


;10 


(1071), (0171): 


: 6 


(3111) 


; 4 (1213) 


:11 


(1062), (0162); 


;12 


(3102) 


: 5 (1204) 


:11 


(1053), (0153); 


:24 


(1311) 


: 6 (2060), (0260) 


: 3 


(1044) 


;36 


(1302) 


: 6 (2051), (0251): 


: 6 


(1035) 


;4ü 


0) (2220) 


: 3 (2042), (0242) ; 


;12 


(1026) 


:33 


(2211) 


: 4 (2033) 


:18 


(1017) 


;21 


(2202) 


: 5 (2024) 


:19 


(1008) 


;13 


(3040), (0340) ; 


: 3 (2015) 


:14 


(0144) 


:40 


(3031), (0331) 


: 6 (2006) 


; 9 


(0135) 


;50 


(3022) 


: 10 (0233) 


;22 


(0126) 


:45 


(3013) 


: 9 (0224) 


:29 


(0117) 


:28 


(3004) 


: 6 (0215) 


:26 


(0108) 


:17 


(0206) 


:16 






(00100): 3 (0046) 


:90 




(0091) : 6 (0037) 


:78 




(0082) :12 (0028) 


:49 




(0073) :24 (0019) 


:30 




(0064) :48 (00010) 


:18. 






(0055) :76 









Hier sehen wir wieder^ daß bei allen Signaturen (cxßTO)|o^ mit 
Ausnahme von (3200)^ dem Punkte B eine kubische Baum- 
kurye entspricht Auch das ist unmittelbar einleuchtend. Sind 
A', Ä' dem B korrespondierend, so erzeugen ihre koUinearen Bündel 
eine kubische Raumkurve^ welche durch die A^ geht^ die a^ zu Doppel- 
sekanten hat, während die Ebenen, welche dem Strahle jBS3| ent- 
sprechen, in der durch %^ gehenden Doppelsekante sich schneiden. 
Das bleibt alles bestehen, wenn A diese Kurve durchläuft, wobei der 
Bündel sich kollinear bleibt. Die ganze Kurve korrespondiert dem Bj, 
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und kein außerhalb gelegener Punkte denn dieser würde mit A\ Ä' 
zu einer kubischen Fläche führen; während jetzt dem B doch wia 
eine Kurve korrespondieren darf. 

Wenn t > 0, so hat jeder Punkt B seine besondere kor- 
respondierende kubische Baumkurye. Wenn aber auch T = 0, 
also a + ß ^ & ist, so bestimmt B mit den a Doppelsekanten h^ und 
den ß Punkten B^ eine kubische Baumkurye^ außer, wenn a — 2^ ß ™ 3; 
und allen Punkten B dieser Kurve ist dieselbe kubische Baumkorre 
korrespondierend, jedem Punkte der einen jeder der anderen. Die 
beiden Bündel der kubischen Baumkurven, der eine mit 
a gemeinsamen Punkten A^ und ß gemeinsamen Doppel- 
sekanten a^y der andere mit a gemeinsamen Doppelsekanten 
h^y ß gemeinsamen Punkten jB^ stehen in eindeutiger Beziehung. 

Die Signatur 

\ 6, B^B^B^ 



(2300) 



macht eine Ausnahme; da ist jedem Punkt B wohl eine kubische 
Baumkurve assoziiert, aber jedem Punkte Ay wie (3200) zeigt, eine 
Oerade. Der Punkt B bestimmt mit den drei Punkten jB| und den 
zwei Doppelsekanten ^^ nicht eine kubische Baumkurve. Der ganie 
Bündel {2h^J 3J9J kubischer Baumkurven befindet sich auf 
derselben Fläche 2. Grades ß^^, welche durch die drei Punkte 
B^ und die beiden Geraden h^ bestimmt ist; denn alle Kurven des 
Bündels haben mit ihr sieben Punkte gemein. Durch einen Punkt 
außerhalb geht keine; durch jeden Punkt aber auf ß^^ geht ein ganzer 
Büschel, und durch zwei Punkte der Fläche geht eine Kurve: es ist 
dies die kubische Baumkurve, welche durch diese beiden Punkte, die 
drei B^ geht und irgendeine Gerade aus der Begelschar auf ß^', zu 
der &i, h^ gehören, zweimal trifft, sie liegt auf der F^he und trifft 
alle Geraden dieser Schar zweimal. Da man also von jedem Punkte 
der ßo^ zu jedem anderen durch eine solche Kurve übergehen kann, 
so bleibt der Bündel B (26^, 3jBJ zu sich koUinear^ wenn B sich 
über ßo^ bewegt. Die Kurve a^' aus dem Bündel (2A^j Sa^) die 
irgendeinem Punkte jBvon ß^^ korrespondiert, korrespondiert 
allen Punkten dieser Fläche^). 

Falls dagegen B außerhalb der Fläche ßo' liegt, so bleibt der 
Bündel B (26^, 3jBJ zu sich kollinear, wenn B bewegt wird auf 
einem Strahl des Netzes [ft^, 63], wie der Schnitt mit der Ebene B^B^B^ 
sofort zeigt. Den übrigen Kurven des Bündels (2A^, 3a,.) sind 



1) Daraus läßt sich folgern, daß jedem Punkte von a^' auch noch für 
[2310]ii ^^^® kubische Raumkurve korrespondiert, nicht bloß eine endliche 
Anzahl von Punkten^ und für (d220)|,, (3211\, ein, bzw. zwei Punkte. 
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also die Strahlen des Netzes [b^j b^] eindeutig zugeordnet^ so 
daB allen Punkten einer Kurve des Bündels alle Punkte 
des zugeordneten Strahls des Netzes korrespondieren. 

In der Ebene B^B^B^ gibt es eine Kurve 4. Ordnung (unikursal), 
▼on welcher jedem Punkte B' eine Gerade ä^ der Regelschar [Oia^a^] 
zugeordnet ist, derartige daB dem B' jeder Punkt von a^ durch oo^ 
Korrelationen für (2300) korrespondiert und daher auch noch durch 
eine für (2310); bzw. (2301); es gibt einen Punkt auf a\ der dem 
B' auch noch für (2320) oder (2311), aber keinen, der für (3300) 
korrespondiert. 

Wir wollen zur Signatur (3020)g noch ^ ; <»'; zunächst einzeln, 

dann beide Paare zugleich hinzufügen, so erhalten wir einem Punkt 
B korrespondierend für die beiden (30 30)» zwei kubische Flachen; 
ihnen ist die kubische Raumkurve gemein, welche dem B für (3040\q 
korrespondiert, also außerdem noch eine Kurve 6. Ordnung, zu der 
offenbar die drei Verbindungslinien der drei gemeinsamen Doppel- 
punkte Ä^, A^y A^ gehören; also bleibt noch eine kubische Raum- 
kurve. Jeder Punkt A derselben korrespondiert dem B durch zwei 
verschiedene Korrelationen für (3020), weil sonst Korrespondenz für 
(3040) sich ergeben würde, die doch nur für die Punkte der erst- 
genannten kubischen Raumkurve gilt. Die zwei Korrelationen bedingen 
einen ganzen Büschel, da es sich nur um konjugierte Strahlen handelt. 
So haben wir jedem Punkte B eine kubische Raumkurve von 
Punkten zugeordnet, die ihm in bezug auf (3020)g nicht bloß 
durch eine Korrelation, sondern durch einen Büschel von 
Korrelationen korrespondieren. Ähnliches ergibt sich bei 
(0320), (2120), (1220), (2040), (0240), (1060), (0160), (0080), 
nur ist die Kurve nicht immer 3. Ordnung. 

Bei (0080) ist sie 6. Ordnung und geht durch die acht 
Punkte a. 

Diese Kurve 6. Ordnung liegt auf allen Flachen 3. Ordnung, 
welche bei den aus (0080) hervorgehenden (0090) sich ergeben, und 
ist je zweien gemeinsam neben der zu (00100) gehörigen kubischen 
Baumkurve, der sie achtmal begegnet (Nr. 383). 

Das nächst« Problem ist die Bestimmung der Ordnung t^^ der 464 
Fläche, welche für (aßTÖ)io durch die einem Punkte B oder 
^korrespondierende Kurve erzeugt wird, wenn dieser Punkt 
eine Gerade h oder a durchläuft. Wir wiederholen die Tabelle 
nicht (sie findet sich a a. 0. Tab. 5 S. 334) und erwähnen hier bloß 
die Werte für die Signaturen (aßTO)io- 

(5000), (0500) : 10, (4020), (0420) : 10, 
(4100), (1400) : 6, (3120), (1320) : 9, 

(8200), (2300) : 6, (2200) : 8, 

Sturm, QeoBMtr. V«nrandisoluift«iL IL ^^ 
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(3040), (0340): 10, (1160) 

(2040), (0240) : 10, (1080),_(0l 80) 
(2060), (0260) : 10, (00 100) 



10, 
10, 
10. 



Auf den Flächen a^^ 10. Ordnung, die einer b entsprechen, and 
die Punkte Ä^ sechsfach, die Geraden a, und die Punkte 9[| dreifach; 
diese Vielfiachheiten sind geringer, in den Fallen, wo 2^^ < 10 ist^). 
Auf einer a^^ gibt es 20 (Geraden a\ welche Axen Ton axialen Kor- 
relationen fOr die betreffende Signatur (aßTb)io sind, deren zugehoiige 
Axen b' die b treffen. 20 ist der Wert Ton h'^q. Zu diesen 20 Ge- 
raden gehören etwaige Verbindungslinien (2^,) von zwei Punkten A^j 
Treffgeraden (40^) Ton vier Geraden a^ und Geraden (J^, 2a^ durch 
einen Punkt Ji^, welche zwei a^ treffen. 

Die Flache 6. Ordnung bei (3200) ist eine Regelfläche, weil 
jedem B eine Gerade zugeordnet ist; und auf der Fläche 6. Ordnung 
bei (2300) ist die der Fläche ß^^ korrespondierende Oq' doppelt 
465 Die nächste Aufgabe fordert die Bestimmung der Zahl Iii,t 

der Punkte A, die für (aßT^)ii einem Punkte B korrespondieren 
(a. a. 0. Tab. 6, S. 344). Für die Signaturen (aßTO)ii ist diese 
Zahl ausnahmslos 1. Und dies ist notwendig; denn zwei korre- 
spondierende Punkte Ä würden sofort zu einer ganzen kubischen 
Raumkurre von korrespondierenden Punkten führen. 

Damit erhalten wir bei diesen Signaturen (aßjO)}^ je eine 
(in beiderlei Sinne) eindeutige Beziehung zwischen den 
Punkten der beiden Räume A und B, folglich interessante Bei- 
spiele der Gremonaschen eindeutigen Verwandtschaften zwischen 
zwei Räumen, mit denen wir uns später eingehend beschäftigen werden. 

Bei der Signatur (3201) ist ln,B-- 1, Z^u, j- 2; ln,A bei (3201) 
ist nämlich Iu^b bei (2301). Wir erhalten eine einzweideutige 
Verwandtschaft, so daß jedem Punkte B ein Punkt Äy jedem 
A aber zwei Punkte B entsprechen. 

Bei allen andern Signaturen mit b » 1, nämlich: (5001), 
(4101), (4021), (3121), (2221), (3041), (2141), (2061), (1161)i 
(1081), (00101) ist Ib^1^^2, so daß jedem Punkte des wn» 
Raumes zwei Punkte des anderen Raumes entsprechen, also sich 
eine zweizweideutige Verwandtschaft ergibt. 

Heben wir die Signatur (00110) hervor. Zerspalten wir sie in 

(0080) ^ und (0080) «/«//, so haben wir zu B gehörig eine kubisdie 

Fläche und eine kubische Raumkurve; von den neun Begegnongs- 
punkten liegen acht auf der Kurve 6. Ordnimg, deren Punkte dem 5 



1) Hinsichtlich der Ermittelung dieser Vielfachheiten müesen wir auf dift 
Husführliche Abhandlimg verweisen. 
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iircli einen Bfischel von Korrelationen für (0080) korrespondieren; 
er neunte ist der einzige^ der ihm in bezug anf (00110) korrespondiert. 

Besonders fär diese Signatur (00110) wäre es erwünscht^ eine 
neare Konstruktion des zu einem gegebenen B gehörigen Ä zu be- 
izen. 

Werden zu (0090) verschiedene ^ gefügt^ so erhalten wir auf 

er kubischen Flache kubische Raumkurven aus einem bestimmten 
etze^ zu einer Doppelsechs gehörig (Nr. 378)^ je zwei mit einem 
emeinsamen Punkte. Sei a eine Gerade aus dem Sextupel dieser 
^oppelsechs, dessen Geraden die Raumkurven zweimal treffen, und Äy 
L' zwei Punkte der kubischen Fläche; durch sie geht eine der Baum- 
urven und die beiden zum Bündel B korrelativen untereinander kol- 
nearen Bündel erzeugen sie; in a schneiden sich entsprechende 
Ibenen, demselben Strahle b von B entsprechend. Derselbe bleibt 
^t, wenn A festgehalten wird^ während Ä die kubische Fläche 
orchläuft, immer gehen die b entsprechenden Ebenen durch a. Es 
ibt daher sechs feste Strahlen in B, deren entsprechende Ebenen in 
en verschiedenen Bündeln, deren Scheitel Ä dem B in bezug auf 
)090) korrespondieren und die kubische Flache erfüllen, in eine 
«rade zusammenlaufen. 

In der erwähnten Tabelle 6 sind die Werte Tu, b = In, a an- 
egeben, die zugleich die Ordnung der Kurve der Punkte Ay 
eiche den Punkten B einer Gerade 6, und die Ordnung der 
lache der B sind, welche den Punkten A einer Ebene a korre- 
pondieren. Z:ii,B= tn^A für (ßaTb)ii gibt Zlu, ^ = In, b für (aßTÖ)n, 
so zugleich die Ordnung der einen Gerade a entsprechenden Kurve 
id die Ordnung der einen Ebene ß entsprechenden Fläche. Auf 
3n einfachsten FaU ö = kommen wir gleich ausführlicher zurück. 

In den meisten Signaturen (aßTl)ii sind beide t {oderl") 
leich22; eine Ausnahme bilden: (4101), (3121), (2221), wo sie 14, 
0, 18 sind; imd in (3201), die zu einer einzweideutigen Verwandt- 
^haft führt, sind die beiden t verschieden: 2In,B= 12, Cii,^— 15; d.h. 
enn B eine Gerade durchläuft, beschreibt A eine Kurve 12. Ordnung, 
enn A es tut, dann B eine Kurve 15. Ordnung. 

Die meisten Signaturen (aßTl)n, nämlich (5001), (4021), (3041), 
J141), (2061), (1161), (1081) und (00101), führen zu einer zwei- 
ireideutigen Verwandtschaft, die in beiderlei Sinne vom 22. Grade ist. 

Beide Zahlen sind für alle Signaturen (aßTO)i| gleich 11, 
daß es sich um eindeutige Raumtransformationen handelt, 
ie in beiderlei Sinne 11. Grades sind; nur bei (3210) oder 
}310) sind sie 9. 

Die Flächen a^, ß^^ enthalten die J^, B^ sechsfach, die a^, b^ 
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und die fif, 83^ dreifach. Die Kurven a^^j h^^ gehen durch die A^, Bf 
drei&ch und treffen die a^, 6^ siebenmal 

Wir begnügen ans hier mit den Signaturen, wo 2I^i,b» 11 isi 
Bei allen diesen ist Tr^j-»20; es gibt 20 Paare von Axen a\b' 
axialer Korrelationen, welche möglich sind. Die a liegen 
einfach auf allen Flächen a*^, die V auf ß^^; unter ihnen befinden 

sich die etwaigen Geraden {2Ä^f {^^df i-^f ^^<); ^^^^' (ß^df ^^' 
Bei zwei so einander korrespondierenden Geraden a, V ent- 
spricht jeder Punkt der einen jedem der anderen. 

Das sind solche Hauptkurven der Transformationen, welche 
wir später als außerordentliche bezeichnen werden. Ordentlicbe 
sind die a^^y h^^y die gleich zur Besprechung kommen. 

Zwei Flächen a^^, welche zwei Ebenen ß korrespondieren, haben 
auBer den 20 Geraden a und der Kurve a^S welche der Schnitt- 
linie korrespondiert, eine Kurve 90. Ordnung gemein. Jedem Punkte 
derselben sind zwei verschiedene Punkte in den beiden Ebenen zu- 
geordnet, also eine kubische Raumkurve, und da diese jede der 
beiden Ebenen dreimal trifft, so ist die Kurve 90. Ordnung eine auf 
beiden a^^ dreifache Kurve 10. Ordnung. 

Es gibt also in jedem der beiden Bäume eine Kurve 
10. Ordnung a^^y h^^y von welcher jedem Punkte eine kubische 
Raumkurve in bezug auf (aßTO)^! (mit der oben genannten Aus- 
nahme) korrespondiert. Zu ihr gehören die Geraden a^, (,•; so 
daß eine Kurve Oq^^'^, V^"" übrig bleibt, welche dreimal durch jeden 
Afy Bf, einmal durch jeden 9^, S3| geht und jede a^, b^ dreimal trifft 
Sie ist dreifach auf allen a^\ bzw. ß^K Die kubische Raumknrre^ 
welche z. B. einem 93^ korrespondiert, ist diejenige, die ihm in bezug 
auf (a, ß,T — 1? 0)io zugehört. Jedem JS^ aber korrespondiert 
eine kubische Fläche, diejenige, die ihm in bezug auf (o, ß — 1, T;0)» 
korrespondiert. Dadurch werden die B^ Hauptpunkte der Transfo^ 
mationen. Daraus, daß die Kurven b^\ die einer a entsprechen, jede 
bf siebenmal treffen, folgt, daß jeder Gerade bf eine Fläche 7. Ord- 
nung korrespondiert. 

Wir wollen noch wissen, welche Fläche durch die den Punkten 
von 6o^^"" korrespondierenden kubischen Raumkurven erzeugt wird. 
Dazu schneiden wir die einer Gerade a korrespondierende Eiirre 
b^^ mit der einer Ebene a korrespondierenden Fläche ß^. Zu den 
121 Schnittpunkten gehört der dem Punkte aa assoziierte; ferner ist 
jeder der ß Punkte Bf ein 6 • Sfacher, imd jeder der sieben B^egnungs- 
punkte der h^^ mit einer der a Geraden b^ ein dreifacher; es bleiben 
übrig 120 - 21a - 18ß = 3[40-(7a + 6ß)] Punkte; das sind Schnitt- 
pimkte von b^^ mit der auf ß^^ dreifachen Kurve V*""", folglich be- 
trägt deren Anzahl 40 — (7 a -f 6 ß). Von so vielen Punkten dieser 
Xurve trifft die korrespondierende kubische Raumkurve die a; d. h. 
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die Fläche, die von den ffir eine (aßiOX^ korrespondierenden 
RaumkurTen der Punkte von 60*^"" erzeugt wird, ist Ton der 
Ordnung 40 — (7a + 6ß)*). 

Wir nehmen eine Signatur (aßTO)|o, wo einer Gerade a eine 
Flache 10. Ordnung ß*® korrespondiert; unter deren 10(10 — a) 
Schnitten mit b^^^^ befinden sieh die ß Punkte J?| je 6 • 3fach, die 
T Punkte 83^ je 1 • 3 fach, die drei Begegnungspunkte mit jeder der a 
Geraden 6^ dreifach, femer die 40 — (7a + 6 ß) Punkte, die den 
Schnitten Ton a mit der eben besprochenen Fläche korrespondieren. 
Es bleiben: 

60-12a-12ß-3T-60-3(2a + 2ß + T)-6(a+ß)-30-6(a + ß) 

Punkte übrig. Jeder dieser Punkte B^ von 60'^"" ^^^ ^^ (^ßTO)io 
außerhalb der kubischen Raumkurve, welche ihm für diese Signatur 
und auch noch für (a, ß, t + 1, 0\^ korrespondiert, noch einen korre- 
spondierenden Punkt auf a, so daß ihm, nach früheren Erörterungen 
(Nr. 462), eine ganze kubische Fläche entspricht, und da diese der 
Gerade a dreimal begegnet, so ist dieser Punkt Bq dreifach auf ß^®; 
und ihre Anzahl beträgt 10 - 2 (a + ß). 

Auch bei den Signaturen (aßTO)iQ, bei denen einer Gerade a eine 
Fläche Ton niedrigerer als 10. Ordnung entspricht, kommen wir zu 
diesem Ergebnisse, das jedoch, wenn es Wert haben soll, a -f ß < & 
▼oraussetzt. 

Wenn also eine Signatur (aßTO\o vorliegt, bei der f>0, 
so gibt es — außer den 9^, 33^ und den Punkten auf a,., b^, denen 
selbstverständlich eine Fläche korrespondiert statt einer Kurve — 
10 — 2(a-t-ß) Punkte -4^, Bq in jedem der beiden Bäume, 
denen nicht bloß eine Kurve, sondern eine ganze Fläche 
korrespondiert; dieselbe ist im allgemeinen 3. Ordnung, nur 
bei (3120) korrespondiert den jBo, bei (2220) den ^0 ^^d B^ 
eine Fläche 2. Ordnung. 

Mit der eindeutigen Korrespondenz, die im Falle a + ß-=5, T"*0 
zwischen den beiden Bündeln kubischer Raumkurven besteht, sind 
solche Ausnahmepunkte nicht vereinbar. 

Nim kommen wir zur Zahl Ih^b, der Ordnung der Fläche 466 
der Punkte B, welche einen ih bezug auf eine Signatur (aßTb)is 
korrespondierenden Punkt Ä haben. Diese Zahlen finden sich 
a. a. 0. S. 357, Tab. 8. Für alle Signaturen, bei welchen ö = 



1) Wir werden dafELr in der Theorie der räumlichen Cremo naschen Trans- 
foimationen eine Bestätigung erhalten: die ß kubischen Flächen, welche den 
Punkten B^ zngehören, doppelt gerechnet, die a Flächen 7. Ordnung, die den b^ 
koziespondieren, und die oben besprochene Fläche von der Ordnung 40 — (7 a -f ^ß) 
telMn die sogenannte Jacobische Fläche des Gebüsches von Flächen 11. Ord- 
nung a^^ zusammen, welche von der Ordnung 4(11 — 1)xb40 sein muß. 
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ist, ergeben sich in beiden Ränmen Flächen 4. Ordnung o^, ß*, 
die durch diese korrespondierenden Punkte A, B erzeugt 
und in eindeutige Beziehung gebracht werden. Eine Aus- 
nahme macht die Signatur: (3300)^ bei welcher die beiden 
Flächen 3. Ordnung sind. Auf jenen Flächen 4. Ordnung sind 
die Punkte A^y B^ doppelt, die Geraden a^j \y die Punkte 8^, JB, 
einfach; auf diesen Flachen 3. Ordnung die A^j B^ einfiich. Auf den 
a*, ß* liegen die Eur7en a^^y h^^ einfach. 
Bei 

A^A^A^a^ a^a^ 

6i 6g 63 B^B^B^ 



(3300) 



haben wir in den Ebenen a^^^^ A^A^A^y ^^'^B^B^B^y wegen 
Nr. 231, zwei eindeutig bezogene Kurven 3. Ordnung von Punkten 
A und By für welche 

{A^%^{Ay^jAf<^U^}^) A {B,^^^^Q>^y\yh^yB^yB^yB^', 

daraus folgt, daB diese A und B sich durch planare Korrelation in 
bezug auf (3300) korrespondieren; diese Kurven sind die Schnitte 
der Flächen 3. Ordnung. 

2^2 ist die Ordnung der Kurve, die einem ebenen Schnitte 
der einen Fläche auf der andern entspricht. Sie findet sich 
ebenfalls in der genannten Tabelle^). Diese Ordnung ist bei allen 
Signaturen (aßTO)i, gleich 14, nur bei (3800) gleich 9. Die 
Kurven 14. Ordnung gehen dreimal durch jeden A^y B^ und treffen 
jede a^y h^ achtmal, die Kurven 9. Ordnung tun jenes dreimal, dies 
sechsmal. 

Wir kommen weiter zu der Zahl li^ys, der Ordnung der Kurie 
der Punkte JB, welche für (aßT^Xj korrespondierende Punkte 
haben. Wir finden sie a. a. 0. S. 363, Tab. 9. Für alle Signaturen 
(aßT0)i3 ohne Ausnahme ist Zn,B^6^ 

Und endlich ist Z^^ die Anzahl der Paare korrespondieren- 
der Punkte für (aßTb)i4. Da die Zahlen t^^ in meiner Arbeit keine 
direkte Zusammenstellung gefunden haben'), so teile ich die Tabelle 
dieses Endergebnisses der ganzen Untersuchung in etwas abgekürzter 
Fassung mit, wobei von zwei zusammengehörigen Signaturen (aßT^) 
und (ßayb) mit ungleichen o, ß nur die geschrieben wird, bei der a>p. 

Bei allen (aßT0)i4 ist z:^^ — i 4, bei allen (aßTl)u ist es «8, 
bei allen (aßT2)i4 ist es = 16, außer für (3302), wo es 13 ist; bei 
allen (aßT3)i^ ist es = 32, außer für (3213), wo es 29 ist; ferner ist 
r:i^=52,48,61,58 bei (4104), (3204), (8124), (2224), sonst -64 

1) Durch Druckfehler steht bei (2161), (12 51) 14 sUtt 28 and bei {tUi\ 
(1242) 28 statt 66. 

2) Nur indirekt als jx^j, v^, in Tab. 9. 



Die Signataren (aßtö),,, (oßT^)«. (oßT^Xi« 
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b«i den (aßT4)u; es ist- 116, 100, 96, 125, 119 bei (4015), (3115), 
(2216), (3035), (2135), sonst - 128 bei den (a^yb\t. 



(4006) : 168 
(3106): 144 
(2206) : 136 
(3026): 216 
(14)(3017):312 
(3008): 372 
(2126): 196 
(2 11 7): 280 
(2108): 344 



(2046) 
(2037) 
(2028) 
(2019) 

(20010) 
(1146) 
(1137) 
(1128) 
(1119) 

(11010) 



244 
412 
592 
716 
744 
238 
392 
560 
688 
724 



(1066) : 256 

(1057) : 482 

(1048) : 804 

(1039) :1152 

(10 2 10): 1404 

(10 111): 1468 

(10012): 1376 



(0086) : 256 

(0077) : 512 

(0068) : 964 

(0059) :1608 

(00 4 10): 2304 

(00 3 11) : 2808 

(00 2 12): 2936 

(00 113): 2752 

(000 14): 23841). 



(7000) ist die einzige Signatar, die wir bei dem Problem der 
Kollineation unteisncht haben. Daß dieselbe Zahl 4 dort wie hier 
sich ergeben maß, fordert die Daalitat. 

Stellen wir die l für die Signaturen (OOyO) zusammen: 

l t 
(0080) 
(0090) 



1 
3 
3 
1 
4 
6 
4 



10 
11 
14 



(00100) 
(00110) 
(00120) 
(00 13 0) 
(00140) 

Wir knfipfen einige Folgerungen an. 
Es liege Tor: 



467 



(0080) 



man mache den Bündel C zu sich selbst korrelativ für diese Signatur; 
dann entsteht ein Polarbündel und auch die Strahlen nach IB«, %^, 
sowie die nach ^^, ^g sind konjugiert; d. h. wenn 



(00100) 



gegeben ist^ so korrespondiert jeder Punkt sich selbst, liegt auf der 
ihm korrespondierenden kubischen Raumkurve. 



1) In bezug auf die Zahl 2884 vgl. anch Giambelli, Memoria delllstituto 
Lombardo, Bd. 19 (1908), S. 192. 
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Wenn 

(0090) 






Yorli^y so wollen wir den Punkt Ä auf einer Gerade c bewegai; 
die je zugehörige kubische Flache schneidet c in drei Punkten B; 
und ebenso entsprechen jedem Punkte B drei Punkte A. Von den 
sechs Koinzidenzen sind zwei die Schnitte Ton c mit dem Hyperboloid 
i^^u ^^%f ^®s)- ^^ diesen beiden Punkten^ bei denen drei 
doppelt konjugierte Strahlen in den konzentrischen Bündeln TÖrhandea 
sind^ aber so liegen^ daß ihre Yerbindungsebenen durch die namliehe 
Gerade gehen^ kann auf Polarbündel nicht geschlossen werden, woU 
aber bei den vier andern Koinzidenzen, wir erhalten also eine Fläche 
4. Ordnung von sich selbst korrespondierenden Punkten, bei denen 
die Korrelation ein Polarbündel wird. Sie ist die Fläche der 
Spitzen der Kegel 2. Grades, für welche SÜ^y 99x;...^, 9| 
konjugiert sind; in ihr vereinigen sich die beiden Flachen 
4. Ordnung, die zu der Signatur (00120) gehören, bei welcher die 

^, . . . 9(^2 ^^^ ^^^ ^i; • • • 9 ^6 ^^^ ^^® ®7; -"} ^is ™^^ ^^^ %l7 '"^ 

identisch sind. 

Fügen wir noch oa[ &ls 13. Paar hinzu, so erhalten wir die 

Kurve 6. Ordnung der Spitzen der Kegel 2. Grades, für welche 
auch noch Sl,, SSj konjugiert sind: in ihr vereinigen sich die 

beiden Kurven 6. Ordnung von (00130). Und kommt noch ^ hhm, 

so hat man die vier Kegelspitzen des Büschels 2. Orannng) 
für dessen Flächen acht Paare konjugierte Punkte gegeben 
sind. In ihnen fallen die vier Punkte des einen Raumes mit denen 
des andern bei (00140) zusammen. 

Wenn 

ttjO, . . . Oj 

b^bj . . . b» 



(0009) 



gegeben ist, so gibt es (Tabelle von Nr. 461) zu jedem Punkte B, A 
eine Flache 6. Ordnung von Punkten Ä^ B, und auf einer Gerade c 
entsteht eine Korrespondenz [6, 6]; wir erhalten eine Flache 12. Ordnung 
von Punkten C, in denen korrespondierende Ä und B sich vereinigen. 
Lassen wir o,, h^, Ug, bg, o^, b^ mit b^, Q^, b,, o,, b^, o, identisch 
sein, so zerfällt diese Fläche in zwei Flächen. Die eine, von der 
Ordnung 4, ist die der Punkte C, für welche die drei Schnittlinien 
(7(ai, bj), C(a,, b^), 0(0^, bj) in eine Ebene fallen. Durchläuft nämlidi 
C die Gerade c, so ergeben sich drei Regelscharen, [ca^bj], [cOgb^, [cOjbJ. 
Wir haben auf c, 0^, Oj, Oj projektive Punktreihen. Also liegen vier- 
mal vier entsprechende Punkte in einer Ebene (Nr. 208); d. h. die 
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drei Ton demselben Punkte Ton c ausgehenden Geraden der drei 
Regelscharen tun es^). 

Bei einem Punkte G des andern Bestandteils 8. Ordnung ergibt 
sich, weil die drei Schnittlinien doppelt konjugierter Ebenen nicht in 
eine Ebene fallen (Nr. 311); ein Polarbündel. 

Der Ort der Spitzen der Kegel 2. Grades, für welche 
^if ^19 * * - ^7 ^6 ^^ konjugierten Ebenen liegen, ist eine Fläche 
8. Ordnung; insbesondere also auch der Ort der Spitzen der 
£egel2. Grades, welche die Geraden a^^b^; . . . 0^ = 6^ tangieren^). 
Die planaren Korrelationen führen auch zu einer Reihe interessanter 
Ergebnisse. Einige sind in § 37 behandelt. Entsprechende Strahlen 
der beiden projektiven Büschel, auf welche ja eine planare Korre- 
lation hinausläuft, müssen Geraden a^, 6^ nach denen konjugierte 
£benen gehen sollen, schneiden. Betrachten wir nur die Signaturen 
(0005) und die zugehörigen X (bei denen der Zeiger B oder Ä nicht 
notwendig ist, weil a » ß, während der Ziffemzeiger mit b gleich ist, 
80 daß X^ genügt). Wir haben: 

Xg^ie, Xe=-42, X; = 96, X,o=60, X;o-280, 
Xji - 440, X'ii - 900, Xig = 1560, Xj, = 3120»). 

Dies bedeutet: Es sind zwei Gruppen von je b einander zu- 
geordneten Geraden gegeben: c^, . . . Q^; 6^ . . . 6^. Es soll 
die Anzahl der projektiven Büschel {Ä, a), (jB, ß) aufgesucht 
werden, in denen homologe Strahlen den a^, b| begegnen. Wir 
liaben schon gefunden (Nr. 260, 261), daß, wofern der Büschel (B, ß) 
fest ist, die Punkte Ä eine Fläche 4. .Ordnung erzeugen und die 
Ebenen a eine Fläche 4. Klasse umhüllen, wenn b ~ 6; die ^ eine 
Kurve 8. Ordnung, die a einen Torsus 8. Klasse bilden, wenn b = 7, 
und daß es im Falle b » 8 acht Strahlenbüschel (Ä^ a) gibt. 

Die obigen Zahlen geben weiter: 
b => 8: B oder ß fest: die Punkte A erzeugen eine Fläche 16. Ordnung; 
b =» 9: jB oder ß fest: die Ä erzeugen eine Kurve 42. Ordnung; 

B auf einer Gerade beweglich oder ß um eine Gerade: die 
A erzeugen eine Fläche 96. Ordnung. 
b — 10: JB oder ß fest: es gibt 60 Büschel (A, a); 

B oder ß mit einer Gerade inzident: die A erzeugen eine 
Kurve 280. Ordnung; 



1) Fallen b^, b^, b, in eine Ebene, so löst sich diese von der Fläche 
4. Ordnung ab, und es bleibt eine kubische Fläche. Davon ist ein Spesdalfall 
der Ort der Punkte, die so beschaffen sind, daß die aus ihnen anf ttj , o,, a, 
gefällten Normalen in einer Ebene liegen. 

2) Vgl. Math. Annalen 22, S. 587. 

8) Vgl. Math. Annalen, Bd. 12, S. 291, 809, 320, 325, 885, 345, 353, 368, 865 
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B oder ß mit einer Ebene Inzident: die Ä erzeugen eine 
Flache 280. Ordnung, 
ö -» 11: die Ä, B erzeugen je eine Flache 440. Ordnung; 

soU aber B mit «iner Ebene oder ß mit einem Punkte in- 
zidieren, dann erzeugen die A eine Kurve 900. Ordnung, 
ö » 12: die JL, £ erzeugen je eine Kurve 1560. Ordnung, 
b - 13: es gibt 3120 Paare {A, a), B, ß)*). 

Die Ebenen a erzeugen immer das duale Gebilde.. 

Hinsichtlich der axialen Korrelationen haben wir es nur mit den 
Ergebnissen des Problems der riLumlichen Projektivitat zu tun; be- 
gnügen wir uns mit den Signaturen (00 yO), so wissen wir, daß is 
den projektiven EbenenbQscheln um die singulären Axen nach homo- 
logen Punkten 9t^, 93^ entsprechende Ebenen gehen müssen. Ferner 
kann bei diesen Korrelationen der Scheitel auf der singulären Axe 
beliebig verschoben werden^ die Inzidenz des Scheitels mit einer ge- 
gebenen Ebene ist keine Bedingung mehr. Wenn t "» 8; J5 fest, i 
auf a liegty so ist tt^^S; wir haben (Nr. 251)') in jedem Räume 
einen Komplex 4. Grades; jeder Strahl des einen korrespondiert einem 
Strahle des andern. Trg= 8 sagt aus: den Strahlen eines Kegels des 
Komplexes in dem einen Räume korrespondieren die Geraden einer 
Regelfläche 8. Grades im andern. 

T — 9; £ fest: 719—6; B auf 6, A auf a: ttJ— 24. In einem 
gegebenen Bündel gibt es sechs Geraden, welche korrespondierende 
Geraden haben (Nr. 25 1), und durchläufb der Scheitel B eine Gerade, 
so erzeugen diese eine Regelfläche 24. Grades. 

T =- 10; J3 auf 6: 7r'io*=- 20. Es gibt in jedem der beiden Räume 
eine Regelfläche 20. Grades von Geraden, welche korrespondierende 
haben. 

T—11; TTii— 20'). Eb gibt in jedem der beiden Räume 20 
Geraden, welche je eine korrespondierende im andern Räume haben. 
Vgl. Nr. 251. 



1) Vielleicht kann, indem man die b| , . . . bj, mit den a^ , . . . Oj, identisch 
annimmt, darans geschlossen weiden, daß ein tetraedraler Komplex, der ja auf 
sechs Weisen durch zwei projektive Strahlenbüschel erzeugt werden kann, (Linien- 
geometrie, Bd. I, Nr. 258) durch 18 Strahlen so bestimmt ist, daß ^ • 3120^=0^0 
tetraedrale Komplexe durch sie gehen. — Eine Bestätigung der Zahl 81 20 findet 
sich auch bei Hirst, Proc. London Math. Soc, Bd. 21, S. 108. Natürlich ist 
auch Schubert für alle diese Zahlenergebnisse zu vergleichen. 

2) Die dortige Signatur (ä:, 0) bedeutet, daß Ä;-f 3 Paare zugeordneter 
Punkte gegeben sind. 

8; Diese Zahlen ir befinden sich a. a. 0. S. 291, 309, 820, 336, 351; ji^^, itj, 
wurden schon gelegentlich (Nr. 465) erwähnt. 



-iV 



